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Poglavlje 1

Uvod

1.1 Kuprati i visokotemperaturna supravodljivost

Kuprati su vodljivi sustavi slojevite perovskitne strukture. Na Slici 1.1(a) prikazana je
jedini¢na Celija materijala Lay _,Sr,CuO,4. Ovdje CuO; ravnine alterniraju sa (La,Sr)O
ravninama. Svojstva kuprata odredena su prije svega ponasanjem vodljivih elektrona

u CuO; ravninama. Ona jako ovise o broju dopiranih Supljina, kao Sto se vidi na Slici
1.1(b).

M ne-Fermijeva
& tekucina

LaO ravnina

Antiferomagnet

100 Pseudoprocjep
Supravodié¢
S O Cu0Q, ravnina 0.05 0.15
8
(@ (b)

Slika 1.1: (a) Kristalna struktura La; _,Sr,CuQOy kristala. (b) Shematski prikaz faznog
dijagrama kuprata dopiranih Supljinama.

Stehiometrijski uzorci u svim kupratima su Mottovi antiferomagnetski izolatori 1
to ostaju do dopiranja 6 ~ 0.04. Izmedu 6 ~ 0.05 i 6 ~ 0.25 pojavljuje se supravod-
ljivo uredenje. Kriti¢na temperatura 7, ovisi o dopiranju na nacin ilustriran na slici.
Optimalnom dopiranju odgovara &,, ~ 0.15 i karakterizira ga maksimalna kriti¢na

1



2 POGLAVLIJE 1. UVOD

temperatura 7,. Za dopiranja manja od optimalnog dopiranja govorimo o poddopira-
nim kupratima. Za T > T¢, njih karakterizira jako rasprSenje vodljivih elektrona na
AFM fluktuacijama. U podrucju T* > T > T, pojavljuje se pseudoprocjep u gustoci
stanja. Za 6 > 0,, govorimo o naddopiranim kupratima. Za T > T, normalno stanje
vodljivih elektrona je sli¢no svojstvima obi¢nih Fermijevih tekucina.

Parametar supravodljivog uredenja je d,»_» simetrije. To je eksperimentalno do-
kazano pomocu raznih tehnika (npr. ARPES [1]). Zajedno s gotovo zanemarivim
izotopnim efektom, d,»_» simetrija parametra uredenja ukazuje na nekonvencionalno
porijeklo supravodljivosti u kupratima.

U stehiometrijskim uzorcima sa zanemarenom hibridizacijom imamo Cu?* ione u
vodljivim ravninama $to odgovara 3d” konfiguraciji. To znaci da ionu bakra nedostaje

jedan elektron kako bi svih pet 3d orbitala bilo popunjeno. Stoga je 3d,> ,» orbi-

2
tala, ¢ija je orbitalna energija najvisa, u ovom slucaju polupopunjena. S drugeystrane,
O~ ioni imaju zatvorenu ionsku konfiguraciju. Pritom matri¢ni elementi preskoka sa
3d,2_» orbitale na bakru na 2p_ i na jednu od 2p,; orbitala na kisicima iS¢ezavaju zbog
simetrije. Unato¢ polupopunjenoj vrpci, 8 = 0 sustavi nisu dobri vodi¢i. Naime, jake
elektronske korelacije otvaraju AFM procjep u elektronskoj gustodi stanja, te se 6 ~ 0
uzorci ponaSaju kao antiferomagnetski Mottovi izolatori [Slika 1.1(b)].

Podrucje izmedu CuO, ravnina sluzi kao rezervoar naboja. Na primjer, svaka za-
mjena atoma La s atomom Sr u La;CuO4 na koncu vodi do dodavanja jedne Supljine
u vodljivu ravninu (to slijedi iz Cinjenice da su ioni sa zatvorenom ionskom konfigu-
racijom u ta dva slucaja La3t i Sr2+). Stoga ¢e u sustavu Lay_,Sr,CuOy4 broj nosioca

naboja &, mjeren relativno prema polupopunjenju, biti jednak broju x.

1.2 Elektrodinamicka svojstva kuprata

Fazni dijagram kuprata prikazuje kako se svojstva elektonskog podsustava mijenjaju
s promjenom dopiranja i temperature. Najveci dio informacija na tom faznom dija-
gramu moZemo prikupiti mjerenjem elektrodinamickih i transportnih svojstava. Na-
ravno, promjena elektronskih svojstava ne dogada se na svim energetskim skalama.
Na Slici 1.2(a) prikazana su mjerenja koeficijenta refleksije na sobnoj temperaturi za
tri razli¢ita nivoa dopiranja. ZnaCajne promjene u spektru s promjenom dopiranja na-
lazimo samo u podrucju i < 4 eV. To se jos bolje vidi na Slici 1.2(b), gdje je prika-
zana dinamicka vodljivost 6(®) koja je dobivena iz izmjerenog koeficijenta refleksije
pomocu Kramers-Kronigove analize. U nisko-energetskom reZimu (7w < 1 eV) uoca-
vamo pojavu Drudeovog vrha s porastom dopiranja. Medutim, ovisnost vodljivosti o
frekvenciji je sporija od obi¢ne @2 Drudeove ovisnosti. Takoder, jasno se vidi struk-
tura na energijama reda 0.5 eV te meduvrpcani doprinosi na energijama veéim od 1.5
eV.



1.2. ELEKTRODINAMICKA SVOJSTVA KUPRATA 3

Laz_xerCu04 -
0.2ff Eic
x=0.34
0.1 1.5¢ T T | E—
LaZ_XSrXCUOJ
0 L | I | I L L | 0.34
> —_ .
= 0.2l] 7 !
E ’ x=0.15 E 1.0l
o ™ i
g 0.1 9
<
o 0 i i | =
6
0.2 5 0.5
x=0
0.1+
0 | ) | L | A
10 20 30 40 0

PHOTON ENERGY (eV)
(@) (b)

Slika 1.2: (a) Izmjereni koeficijent refleksije u La;_,Sr,CuQOy4 za tri razli¢ita dopira-
nja (x =0,0.15,0.34) [2]. (b) Dinami¢ka vodljivost 6(®) u podrucju energija do 4
eV (dobiveno Kramers-Kronigovom transformacijom izmjerenog koeficijenta reflek-
sije [2]).

Slika 1.3 prikazuje ovisnost otpornosti o temperaturi u La,_,Sr,CuO4 uzorcima za
razlicite vrijednosti dopiranja (0 = x). Na Slici 1.3(a) razlikujemo izolatorsku i vod-
ljivu fazu, dok Slika 1.3(b) prikazuje temperaturnu ovisnost za dopiranja kod kojih se
pojavljuje supravodljivo uredenje. U poddopiranom reZimu (plave linije) imamo kom-
pliciranu temperaturnu ovisnost za koju je odgovorno parcijalno uniStenje Fermijeve
plohe koje je posljedica otvaranja AFM pseudoprocjepa u elektronskoj gustoci stanja.
U optimalnom reZimu (zelene linije) otpornost je linearna u temperaturi i ne dolazi do
njene saturacije na visokim temperaturama. U naddopiranom reZimu (crvene linije)
otpornost ima ovisnost ~ T% za o« > 1.

Slika 1.4 prikazuje dinamicku vodljivost HgBa,CuOy4., 1 Bi;SrpCaCu,Og kuprata.
Poddopirani slucaj prikazan je na Slici 1.4(a). U normalnom stanju (7 > 7;.) za najvise
temperature ponasanje vodljivosti sli¢i obicnom Drudeovom modelu. Kako tempe-
raturu smanjujemo do 7; (sive linije), uoCavamo potiskivanje vodljivosti za energije
ispod 140 meV. To potiskivanje odgovara pojavi AFM pseudoprocjepa te je popraéeno
promjenom spektralne teZine @ ~ 0 doprinosa, koja raste s padom temperature. Ako
se nosioci naboja relaksiraju isklju¢ivo na necisto¢ama, Sirina Drudeovog vrha koja
odgovara mjeri relaksacije (1/7) je konstantna. Medutim, kada su izvor relaksacijskih
procesa interakcije medu nosiocima naboja mjera relaksacije ovisna je o frekvenciji,
1/7(®,T). To je upravo slucaj u poddopiranim kupratima. Naizgled istu sliku dina-
micke vodljivosti dobivamo za optimalni i naddopirani slu¢aj [Slika 1.4(b)]. Medutim,
ovdje nije rije¢ o postupnom gubitku vodljivosti oko @ ~ 0, ve¢ o nagloj promjeni za
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Slika 1.3: (a) Otpornost La,_,Sr,CuO4 uzoraka za x = 0.01 —0.10 u 0.01 interva-
lima [3]. (b) Otpornost La,_,Sr,CuO,4 uzoraka za dopiranja kod kojih se pojavljuje
supravodljivo uredenje [3].
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Slika 1.4: (a) Dinamicka vodljivost 6o (®) poddopiranih HgBa,CuOy4, kuprata u
rasponu temperatura 10 < 7 < 390 K. Sive linije oznacavaju mjerenja u supravod-
ljivo uredenom stanju. 2D vodljivost definirana je sa G(®) = d.0qq(®), gdje je d.
udaljenost izmedu vodljivih ravnina. Kvant vodljivosti je Gy = 2¢?/h [4].  (b) Di-
namicka vodljivost Gyq(®) za optimalno dopirani uzorak BiySrpCaCu,Og kuprata u
normalnom i supravodljivom stanju [5].
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Slika 1.5: (a) Transverzalno pravilo suma za dinamicku vodljivost sa Slike 1.4(b).
Crtkane linije oznaCavaju unutarvrpane doprinose, a razlika izmedu punih i crtkanih
linija meduvrpCane doprinose. TocCkasta linija 0znacava broj nosioca naboja koji sudje-
luju u supravodljivom kondenzatu [5]. (b) ARPES mjerenja supravodljivog procjepa
i AFM pseudoprocjepa za poddopirani Bi;Sr,CaCu,0Og kuprat. Plava linija ozna-
Cava procjep u supravodljivom stanju. Procjep ima d,>_,» simetriju i iS¢ezava za iznos
Fermijevog kuta 6 = 45° koji odgovara tocki (kr,kr) Fermijeve plohe. Crvena linija
prikazuje ovisnost AFM pseudoprocjepa o kutu 6 [6].

Slika 1.6: Evolucija Fermijeve plohe za razli¢ita dopiranja u La_,Sr,CuQO4 uzorcima.
(a)-(e) Prikaz spektralne tezine u k prostoru na Fermijevoj energiji Er. (f) Oblik Fer-
mijevih ploha u istom slucaju kada je AFM pseudoprocjep zanemaren [7]. Za razliku
od La,_,Sr,CuQy, za veliku veéinu kuprata oblik Fermijeve plohe u naddopiranom

slucaju ostaje zakrivljen [vidi Sliku 1.8(a)].
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T<T.

U obi¢nim BCS supravodi¢ima svi nosioci naboja su kondenzirani na 7 = 0 K,
ali za kuprate to nije slucaj. Naime, Slika 1.5(a) prikazuje efektivni broj nosioca na-
boja u normalnom i supravodljivom stanju za optimalno dopirani slucaj. Vidimo da pri
T =20 K samo 1/5 dopiranih nosioca naboja sudjeluje u kondenzatu. Za poddopirani
slucaj taj udio je jo$ manji. Taj rezultat govori da postoje jake korelacije medu nosi-
ocima naboja u kupratima koje dovode do toga da je efektivan broj nosioca naboja néfg
mali u usporedbi s nominalnom koncentracijom n (to pitanje ¢emo temeljito istraZiti u
Poglavlju 5).

Kod razmatranja supravodljivog stanja u kupratima postavlja se pitanje prirode nor-
malnog stanja iz kojeg ono nastaje. MoZemo se pitati imamo li dobro definiranu Fer-
mijevu plohu za dopiranja kod kojih se pojavljuje supravodljivo uredenje. Otvaranje
pseudoprocjepa oko k = (7,0) [Slika 1.5(b)] rezultira ponasanjem vodljivih elektrona
koje ne moZemo opisati u modelu obi¢nih Fermijevih tekucina. Na Slici 1.6 prikazane
su eksperimentalne Fermijeve plohe za razli¢ita dopiranja 0.03 < x < 0.30. U poddo-
piranom slu¢aju imamo pseudoprocjep centriran oko k = (7,0), pa Fermijeva ploha
poprima oblik Fermijevog luka oko k ~ (/2,7 /2). Generalno, duZina Fermijevog
luka se poveéava s poveéanjem temperature'. Fermijev luk ¢e se takoder Siriti kada

dopiramo sustav, sve dok u naddopiranom slucaju ne prijede u punu Fermijevu plohu.

1.3 Efektivan model s jednom vrpcom

Kako u CuO; ravninama imamo tri orbitale po jedini¢noj Celiji koje su najblize Fermi-
jevoj energiji, sustav vodljivih elektrona ¢e biti dobro opisan Emeryevim modelom tri
vrpce [8,9]. To je arhetipski model kuprata u kojem elektroni mogu preskakati izmedu
susjednih 2p, te izmedu susjednih 2p; 1 3d,2_» orbitala [Slika 1.7(a)]. MatriCni ele-
menti preskoka su 7,4 1 £,,. Model mora ukljucivati i jake interakcije na ionima bakra
koji ée dovesti do antiferomagnetskog uredenja polupopunjene vrpce.

Za mnoga razmatranja jednostavnije je koristiti efektivan model s jednom vrp-
com koji odgovara Emeryevom modelu u granici uskih vrpci 7,150 < Ayg, gdje je
Apa = Ep — Eq [10]. Model se sastoji od efektivnih 3d,>_» orbitala u kvadratnoj re-
Setci gdje su dozvoljeni prijelazi izmedu prvih i drugih susjeda [parametri 7 i ¢’ na Slici
1.7(b)]. Parametre 7 i ¢ moZemo odrediti usporedbom s izmjerenim Fermijevim plo-
hama. Kao $to se vidi na Slici 1.8, u naddopiranim kupratima, koji su u centru interesa

ovog rada, Fermijeva ploha je sli¢na kruZnici centriranoj oko tocke M = (t/a, 7 /a).

'Na temperaturi T* pseudoprocjep ¢e potpuno is¢eznuti. To je upravo definicija karakteristicne
temperature 7*.
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(b)

Slika 1.7: (a) Emeryjev model tri vrpce s prikazanim orbitalama i matricnim elemen-

tima preskoka. (b) Model jedne vrpce s efektivnim 3d,>_,» orbitalama te matri¢nim

elementima preskoka izmedu prvih i drugih susjeda.
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Slika 1.8: (a) Prilagodbe modela tri vrpce za uzorke Bi;SroCuOg, kuprata pri do-
piranju 6 = 0.24 [11]. Za razliku od La;_,Sr,CuQy slucaja, Fermijeva ploha ostaje
zakrivljena.  (b) Ekvienergetske plohe za disperziju (1.3.1) u slucaju ' = 0. Ploha
oznacena crvenom bojom je Fermijeva ploha za dopiranje 6 = 0 i definira AFM prvu

Brillouinovu zonu. Plava ploha odgovara naddopiranom rezimu.

Budu¢i da imamo jednu orbitalu po jedini¢noj Celiji, Blochove energije dobivamo
pomocu generalnog izraza £(k) = &y + Y.5J(rs)e™Ts. Ovdje su J(rs) matriéni ele-
menti preskoka, a suma po indeksu & obuhvaca prve i druge susjede. Direktnim uvr-
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2 ar |
r F — V()
1'5__ L —_ Vol‘l0 i
. _3f - 8~ 015 -
- <t - 8= 025 A
iF > | ~ 8~ 0.0
= s |
= osp 2 ]
§ g
(U o = [
B >
[ 1+ -
_045:— L ]
C 0_ | L 1
r X M r 0.5 2
(a) (b)

Slika 1.9: (a) Disperzija efektivnog jednovrpéanog modela dana izrazom (1.3.1). Cr-
vena crtkana linija oznacava energiju koja odgovara naddopiranom rezimu. (b) Gus-
toca stanja elektrona Vpn(¢€) i koncentracija elektrona Vpngp u vodljivoj vrpci za disper-
ziju (1.3.1). Vy oznacCava volumen primitivne Celije, a za parametar I" iz (1.3.3) uzeta
je vrijednost 0.002 eV. Koncentracija je izratunata preko ny = [_n(€)de , te pritom
Vong = 2 odgovara punoj vrpci. Energija € = 0 eV odgovara polupopunjenoj vrpci,
€ = —0.11 eV optimalnom dopiranju i € = —0.169 eV dopiranju o = 0.25.

Stavanjem dobivamo [a; = a(1,0), a; = a(0,1)]

S(k) =gy+t [eika] +eik~az _i_efik-al —I—eiik'az

+f [eik(al—l—az) +e—ik-(a1+a2) +eik-(a1—a2) +e—ik-(alaz) , (1.3.1)

e(k) = g9+ 2t [cos(kya) + cos(kya)] + 41" cos(kya) cos(kya).
Ovdje je a konstanta reSetke, a &y = — U oznaka kemijskog potencijala pomocu kojeg
kontroliramo dopiranje. Na Slici 1.9(a) prikazana je disperzija za parametre t = —0.32

eV, t' =0.095 eV ig = 0.212 eV. Gustocu stanja definiramo sa

1
n(e) :VZS(S_E(k»’ (1.3.2)
k,o
gdje delta funkciju aproksimiramo lorencijanom?
1 r
O(x—xp)=— lim —————
(x=%0) o0 (x—x0)2+17? (133)
1 r o
N—— =, I <KL

T (x—x0)2+12’
Na Slici 1.9(b) prikazana je gustoca stanja te pripadna koncentracija elektronana 7’ = 0

K kao funkcija energije. Parametri disperzije su izabrani tako da vrijednost € =0 eV

ZNaravno, parametar I iz definicije lorencijana nema nikakve veze s mjerom relaksacije I' iz kasnijih
poglavlja.
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odgovara polupopunjenoj vrpci, tj. slu¢aju 6 = 0. Infleksija u tocki X u disperziji
odgovara van Hoveovoj (vH) singularnosti na € = —0.169 eV u gustoéi stanja. To
pak odgovara dopiranju 0 = 0.25, za koje Fermijeva energija prelazi vH singularitet.
Na Slici 1.8 prikazane su Fermijeve plohe u naddopiranom reZimu. One su otprilike

kruznog oblika, gdje podrucje van kruznica odgovara elektronski popunjenim stanjima.

1.4 Pregled rada

Rad je podjeljen u dva dijela. U prvom dijelu razmatramo normalno stanje, te on obu-
hvaca Poglavlja 2, 3, 4 1 5. Cilj tog dijela je provodenje metode memorijske funkcije
za tenzor vodljivosti u formalizmu jednadZzbi gibanja i Matsubarinom formalizmu. U
drugom dijelu razmatramo supravodljivo stanje, te on obuhvaca Poglavlja 6 i 7. U
Poglavlju 6 uvodimo model s vise vrpci, te izvodimo Mattis-Bardeenov rezultat za di-
namicku vodljivost BCS supravodica, dok u Poglavlju 7 razmatramo kako se izrazi za
vodljivost iz prethodnog poglavlja modificiraju kod naddopiranih kuprata. Matsubarin
formalizam koristi se u potpoglavlju 5.4, te dodacima C.1, C.2, D.2 i D.4. Budu¢i
da se sva pitanja koje analiziramo pomoéu Matsubarinog formalizma raspravljaju i u

formalizmu jednadZbi gibanja, ti dijelovi rada se mogu preskociti u prvom Citanju.



Poglavlje 2

Drudeova formula za tenzor
vodljivosti

Razumijevanje elektri¢nih fenomena u fizici ¢vrstog stanja sastoji se od razumijevanja
kako odredeni transportni koeficijenti koji nam daju informaciju o vodljivim elektro-
nima sustava (istosmjerna vodljivost, Hallov koeficijent, magnetootpornost, itd.) ovise
o mikroskopskim parametrima elektronskog podsustava, na primjer, o disperziji elek-
trona u vodljivoj vrpci, o razli¢itim mehanizimima rasprSenja vodljivih elektrona, te
o razli¢itim oblicima medudjelovanja elektrona. Obi¢no, kako bismo istrazili nisko-
energetska pobudenja sustava, prvo moramo primijeniti slabu perturbaciju, te potom
myjeriti pripadni odgovor. Na primjer, za elektriCne transportne koeficijente moZzemo
primijeniti elektri¢no polje i mjeriti pripadnu elektronsku gustoéu struje!.

U ovom poglavlju ¢emo dati pregled vodljivosti u metalima unutar Drudeovog i
Boltzmannovog formalizma, te naglasiti nedostatke Drudeove formule. Nosioci na-
boja su elektroni/Supljine, tj. Cestice. S druge strane, u teoriji Fermijevih tekuéina
imamo pobudenja kvaziCestica. Kasnije ¢emo izvesti opcenitiji oblik tenzora vodlji-

vosti preko formalizma jednadzbi gibanja i Matsubarinog formalizma.

2.1 Drudeov model

Najjednostavniji mikroskopski model vodljivih elektrona koji daje dobar oblik elek-
tricnih transportnih koeficijenata jednostavnih metala je onaj Drudeov. Drudeov mo-
del je specijalni slucaj modela Zelea u kojem se zanemaruju doprinosi dugodoseznih
kulonskih interakcija, te centar fenomenologije postaju relaksacijski procesi vezani uz
rasprSenje vodljivih elektrona na necistoCama, fononima i sli¢no. Sam model svodi se

na rjeSavanje jednadzbe gibanja vodljivih elektrona u dovoljno rijetkom elektronskom

"Nasuprot elektriénim transportnim koeficijentima imamo one termalne, ¢ija perturbacija odgovara
gradijentu temperature, V7. U ovom radu se ne¢emo baviti termalnim transportom.

10
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podsustavu

m<%+%>v=q(E+%va), (2.1.1)
gdje je ¢ = —e za elektrone. 7 je vrijeme relaksacije koje predstavlja prosjecno vrijeme
izmedu dva uzastopna procesa rasprsenja vodljivog elektrona. Ono zajedno s koncen-
tracijom elektrona n ¢ini dva mikroskopska parametra modela. Za razliCite oblike E i

H dobivamo razliite odnose gustoce struje J = ngv 1 polja. Uz pretpostavku H =0 1
E(t) = Eexp{—iwt}, iz izraza (2.1.1) dobivamo obi¢nu Drudeovu formulu

Gdc

1l —inT’

o(w)

(2.1.2)

gdje je 6% = ng®t/m istosmjerna vodljivost (Drudeov vrh).

2.2 Boltzmannove jednadzbe

Realisti¢niji opis metala polazi od poluklasicne slike vodljivih elektrona, a zapisan je
preko Boltzmannovih jednadzbi. U toj slici transport elektrona dan je u terminima
neravnoteznih funkcija raspodjele f(r,k,t), gdje su r i p = fik vektor poloZaja i kva-
ziimpuls Cestice. NeravnoteZna funkcija raspodjele mjeri vjerojatnost da se elektron u
kvantnom stanju k nalazi na poloZaju r u trenutku ¢.

Opcenito, postoje tri naCina na koji neravnotezna funkcija raspodjele moZe evolu-
irati u vremenu. Prvi je kada elektroni ulaze i izlaze iz okoline r, $to po Liouvilleovom

teoremu (oCuvanje volumena u faznom prostoru) zapisujemo kao

f(rk,t) = f(r—v(k)t,0). (2.2.1)
Dakle, promjena veli¢ine f(r,K,t) zbog difuzije je
df _ af
(E)difuzija a V(k) ‘ g (222

Druga je vremenska promjena kvaziimpulsa koja je odredena vanjskim poljima (jed-

nadZba gibanja nabijene Cestice u prisustvu Lorentzove sile)

dp

1
ik (E+ i X H) ) (2.2.3)

Sto odgovara p-gradijentu funkcije raspodjele

d dp o
(—f> _dp 9/ 2.2.4)
ot ) potja At OP

Treéi doprinos vremenskoj evoluciji funkcije raspodjele dolazi od relaksacijskih pro-

cesa, na primjer od rasprSenja elektrona na ne€isto¢ama ili fononima. Ako razmatramo
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samo elasti¢na rasprSenja na necisto¢ama, tj. sluc¢aj kada ne postoje pobudenja unutar-

njih stupnjeva slobode, onda taj ¢lan standardno zapisujemo [12]

a !/ !/
(9_{> i e / I8 ek —e(k) (2.2.5)
X [ £ (1= 700) = £00) (1= £ (K) | Whae:

gdje je Wiy matricni element za rasprSenje elektrona na necisto¢ama iz stanja k u
stanje K, a n;,,, koncentracija ne¢istoca. Razlike funkcija raspodjele u uglatoj zagradi
su izrazi popunjenih stanja iz kojeg rasprSenje zapocinje i slobodnih stanja u kojima
rasprSenje zavrsava.

Rezultat svega je

i or dp 3f (f

FPAR A =il Sl (v R (2:2.6)
odnosno

df _df  dr Jf dk df (df 22.7)

dt 9t dr or  dr 9k \dr/) . o

Izraz na lijevoj strani izraza (2.2.6) iSCezava za istosmjernu vodljivost.
Osnovni problem kod rjeSavanja Boltzmannove jednadzbe (2.2.7) je odredivanje
Clana rasprSenja. Najjednostavnija aproksimacija koju moZemo primijeniti je ona re-

laksacijskog vremena, koja pretpostavlja da je

af __f(rakat)_fO(k)
(E) o = 7 (K) . (2.2.8)

Ovdje je fo(k) = fole(kK)] = [¢P®) + 1]~ ravnotezna Fermi-Diracova funkcija ras-
podjele, & (k) = € (k) — u, a 7,,(K) transportno relaksacijsko vrijeme. Sada, Boltzman-

novu jednadzbu zapisujemo kao

8f of 1 af _ f—fo
Sk S tg (E F v H) 3= i (2.2.9)

RjeSenje gornje Boltzmannove jednadZbe nam daje neravnoteZnu funkciju raspodjele.

RavnoteZno stanje nastaje u odsustvu vanjskih polja za dovoljno veliki  (tada je f (r,Kk,z) =
fo (k).
Da bismo rijesili jednadzbu (2.2.9), longitudinalno monokromatsko elektri¢no po-
lje zapisujemo kao
E(r,7) = E(k,®)e 9" (2.2.10)

gdje longitudinalna polarizacija znac¢i E || q (q treba razlikovati od naboja ¢). Buduéi
da nasu analizu radimo u okviru linearnog odziva, neravnotezna funkcija raspodjela

ima oblik

fr,k,1) = fo(k)+ g (k)4 (2.2.11)
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gdje je fo(k) ravnotezna raspodjela (E = H = 0), a g(k) = g[v(k)]. JednadZba (2.2.9)
u ovakvim uvjetima prelazi u samosuglasnu Boltzmannovu jednadzbu za raspodjelu
g(k) (Dodatak A.1)

i(0—k-v(k)+il(k))g(k) = ZanV“(k) (?9];0((1? *
96(k) (2.2.12)

gdje je veli¢ina vo (k) = d€e(k)/d pa grupnabrzina elektrona, 1/mgg (K) = Yup (K) /m=
9%e(k)/dpadpp tenzor reciprotne efektivne mase, a I' (k) = 7;-(kK) ™' je mjera relak-
sacije. Ovaj oblik jednadzbi ne pretpostavlja istosmjernost struje, niti homogenost ili

izotropnost sustava.

2.3 Drudeova formula

Gustoca struje J(q) je dana pomocu srednje vrijednosti (j(k)), gdje je j(k) = ev(k), a
srednja vrijednost je definirana pomocu neravnotezne funkcije raspodjele f (k)

= 5 L a0 = 3 Y av()z(k). 23.1)
ko ko

U najjednostavnijem slucaju, kada je I'(k) ~I" = 1/1;,, dijagonalne elemente tenzora
vodljivosti dobivamo uvrstavajuéi H =0, E = Ey(k)é, te pustajuéi ¢ — 0 u izrazu
(2.2.12)

. : dfo(k
i(0+il) g(k) = gEqva(Kk) 8@((1()) . (2.3.2)
Mnozeéi sa (1/V) Yk qva(k), dobivamo
i | o 3K ( afo<k>>
= va(k)g(k) = = = — Eq. (2.3.3)
Vlgq a(k)s (k) Vlg 1 —ioT, de(k) “
To je upravo izraz za o komponentu gustoce struje
2. eff
q Uurlae 1
Jo(k) = E 234
OC( ) m 1—i(1)’L',r @ ( )
a pripadni dijagonalni elementi tenzora vodljivosti su
eff
T 1
o (@) = 4" i (2.3.5)

m 1—iot,

nafO{ je efektivna koncentracija vodljivih elektrona, ¢iji je oblik

e d fo(k)
ngly = Z (— 8;(k) ) (2.3.6)
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Parcijalnom integracijom gornji izraz postaje (Dodatak A.2)

. 1
nda = 1 3 Yoo () fo (). (2.3.7)
ko

Budu¢i da za slobodni elektronski plin vrijedi xq (k) = 1, u tom slu¢aju velitina n%

postaje jednaka koncentraciji n. Dakle, za slobodni elektronski plin rjeSenje Boltz-
mannovih jednadzbi je isto kao i rjeSenje Drudeove jednadzbe (2.1.1). Takoder, u

Boltzmannovom formalizmu istosmjerna vodljivost (w = 0) dana je izrazom

2 eff
T,
ode = 4 orlaa (2.3.8)

m

koji je poopéenje Drudeovog izraza za 6%¢ iz jednadzbe (2.1.2).
Promotrimo jos§ izraz (2.3.6). Vidimo da je on uvijek pozitivan, jer je
dfo(k)/de(k) < 0, VK. Takoder, buduéi da je za metale ispunjeno 7 < TF, vrijedi

dfo(k)/de(k) ~ &(e(k) —er),

Sto znaci da efektivna koncentracija vodljivih elektrona ima strukturu gustoce kineticke
energije na Fermijevom nivou, tj. mozZemo reci da je vodljivost svojstvo Fermijeve

plohe.

2.3.1 Rasprsenje elektrona na necistocama

Za H = 0, neravnoteZna funkcija raspodjele postaje

q%r(k) 9 fo(k)

(2.3.9)

Tada procjena Boltzmannovog izraza koji opisuje rasprienje elektrona na ne¢istoéama?,

(2.2.5), vodi na definiciju transportnog relaksacijskog vremena s kutnom ovisnoscu
[12]

1 dk’ ) /
(k) 2””"'"1’/—(2%)35(8 (k) — & (K') ) [Wkw|* (1 —cos6’) (2.3.10)

gdje je kutna ovisnost 1 —cos 8’ = 1 —k-k’/k?. Kako je gusto¢a struje proporcionalna
transportnom relaksacijskom vremenu, kutni faktor nam govori da rasprSenja elektrona
za male kutove izmedu stanja k i K’ slabo utjecu na otpornost (1 —cos 8’ = 0), za razliku

od rasprienja za velike kutove gdje faktor 1 —cos 8’ postaje usporediv sa 2.

2U kasnijim poglavljima neéemo govoriti o netisto¢ama, ve¢ o statickom neredu.
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2.4 Nedostaci Drudeove formule

Postoje dva nedostatka Drudeove formule. Prvi je da mjera relaksacije ne ovisi o frek-
venciji, a u vecini niskodimenzionalnih kvantnih sustava takva ovisnost postoji [13]
[Slika 7.1(b)]. Drugi je da sama formula ne vrijedi u visokoenergetskom reZimu, jer tu
mozemo imati i meduvrpcane doprinose.

Ove nedostatke uspjesno tretira metoda memorijske funkcije. Ona je prvi put uve-
dena kod razmatranja problema daleko od ravnoteze [14], a uspjeSno iskoriStena za
opis vodljivosti u [15]. Nedavno je koriStena za opis transportnih svojstava raznih me-
talnih sustava u formalizmu AdS/CFT korespodencije’ [16, 17].

Memorijska funkcija omogucava izrazavanje dinamicke vodljivost i u visokoener-
getskom reZimu, te za nju moZemo vrSiti perturbativni razvoj. Definira se pomocu
korelacijske funkcije 7(z), z € C, ako je ispunjeno 7(z) # mg, ¥z € C\ R (u naSem
slucaju to je struja-struja korelacijska funkcija). Ovdje je m staticka granica od 7(z).
Rezultat je [15]

_ zn(z)
MO = a—r

U racunu promatramo perturbativni razvoj korelacijske funkcije 7(z) po malom para-

(2.4.1)

metru M(z)/z, te na taj nacin dobivamo rezultat koji vrijedi u cijelom podruéju frek-
vencija. Kao Sto je pojaSnjeno u potpoglavlju 4.5, valjanost pretpostavki koriStenih
u racunu memorijske funkcije provjeravamo usporedbom teorijskog predvidanja za

Ouq(®) s mjerenjima dinamicke i istosmjerne vodljivosti.

3 AdS/CFT korespodencija je teorija iz fizike visokih energija koja spaja anti-de Sitter prostore koji
opisuju kvantnu gravitaciju u terminima teorije struna i konformalnu teoriju polja koja je kvantna teorija
polja.



Poglavlje 3

Vezanje vodljivih elektrona i
elektromagnetskog polja

U ovom poglavlju ¢emo istraziti vezanje vodljivih elektrona s elektromagnetskim po-
ljem u aproksimaciji ¢vrste veze. Zbog jednostavnosti promatrat ¢emo disperziju

(1.3.1) za kvadratnu reSetku s preskocima medu prvim i drugim susjedima.

3.1 BaZdarna invarijantnost elektricne komponente EM

polja

IstraZit cemo promjene u sustavu uzrokovane vanjskim longitudinalnim i transverzal-

nim elektromagnetskim poljima. Njih definiramo kao [18, 19]
VxEL=0, V-Er=0. (3.1.1)

Njihov zbroj jedinstveno odreduje ukupno makroskopsko polje E (r). Bazdarna tran-

sformacija

V = v’:\/—l%
cot’ (3.1.2)

A — A =A+VE,

gdje je & (r,t) bazdarna funkcija, utjeCe samo na longitudinalni dio vektorskog poten-

cijala, tj. vrijedi

10
V = V’:V———g,

c ot
Ar — Al = Ay +VE, (3.1.3)
Ar — Ap =Ar.

16
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Nakon Fourierove transformacije, veza elektri¢nog polja te skalarnog i vektorskog po-
tencijala, E= —dV /dr — (1/c) dA/dt, sveukupno daje

) 0]
EL (q7 (D) = _qu (q7 (D) + _AL (q7 (D) )
C
io (3.1.4)
Er = ?AT (q, ).

Iz ovoga zakljucujemo da longitudinalno elektri¢no polje moZemo predstaviti ili samo
skalarnim potencijalom ili samo vektorskim potencijalom ili kombinacijom njih dvoje.
Zbog bazdarne invarijantnosti rezultat ¢e uvijek biti isti. S druge strane, transverzalno
polje moramo predstaviti vektorskim potencijalom. U sljedecem poglavlju ¢emo vi-
djeti da u kristalima potencijali V i A zapravo predstavljaju zasjenjene potencijale V'
i A’ koji se razlikuju od vanjskih potencijala V¢ i A**". Ovu distinkciju éemo Koris-
titi od potpoglavlja 3.3 nadalje.

Ova elementarna analiza navodi nas da vezanje vodljivih elektrona na vanjsko elek-
tromagnetsko polje istrazimo bilo kao vezanje operatora gustoe naboja na skalarni
potencijal ili kao vezanje operatora gustoce struje na vektorski potencijal. Cilj ovog
poglavlja je povezivanje konstanti vezanja elektrona i vanjskih polja s parametrima u
transportnim koeficijentima iz Poglavlja 2. Osobitno nas zanima na koji nacin tenzor

reciproCne efektivne mase te grupna brzina elektrona ulaze u te konstante vezanja.

3.2 Tenzor reciprocne efektivne mase

Kada disperzija elektrona nije paraboli¢na, kao $to nije u naSem slucaju, trebamo ge-
neralizirati efektivnu masu elektrona u pripadni tenzor efektivne mase. Najjednostav-
nije se taj tenzor izvodi poluklasi¢no, preko 2. Newtnovog zakona a = m~'F, gdje je
F = dp/dr Lorentzova sila iz izraza (2.2.3). Za ubrzanje uzimamo promjenu grupne

brzine

d  1d 1 de(k) 1
= — = —— V k :—V :—V —~V k . 3.2.1
A= e hdt[ k€ ( )} s Tar T on k[dt k€ ( )] (-2

Rezultat je

d%e (k) ) 1
a= ——— ) buFg = éaFp. (3.2.2)
az,;(apaapg 8= Ly i

Dakle, u poluklasi¢nim transportnim jednadZbama tenzor reciprocne efektivne mase
definiramo kao
- d%¢e (k)

— 3.2.3
s (K)  dpadpp (5.23)

[vidi izraz (2.2.12)]. Analiza u potpoglavlju 3.4 predstavlja sustavnu definiciju tog

tenzora.
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3.3 Vezanje sa skalarnim potencijalom

U teoriji linarnog odziva, primjena vremenski ovisne vanjske perturbacije na sustav,
odgovara dodavanju ¢lana vezanja u ukupni hamiltonijan. Opcenito Ce struktura tog
Clana biti H* = [drf (r,t)A(r), gdje je f (r,¢) amplituda perturbacije, a A (r) opera-
tor sustava na koji se perturbacija veze.

U prvom slucaju koji promatramo vanjska perturbacija je skalarni potencijal, a ope-
rator sustava je gustoca naboja. Stoga interakcijski ¢lan koji dodajemo nesmetanom

hamiltonijanu zapisujemo kao
H = Z/dl"lfl (r—R,—1) eV (r,t) y;(r—R, — 1)) ClTnoClnca (3.3.1)
no

gdje su y; (r — R, — ;) orbitale vrste [ u primitivnoj ¢eliji na polozaju R,. U dugo-
valnoj granici' (gdje je 1/¢¢ puno veéi od radijusa atoma), vanjski skalarni potencijal

moZemo pojednostaviti na nacin
/drl,t/l r—R,—r) V¥ (r,t)y(r—R, — 1)) =V (R, +1,,1). (3.3.2)

Dakle, u slucaju opisanom s disperzijom (1.3.1) interakcijski hamiltonijan (3.3.1) pi-
Semo na nacin
HY =Y eV (Ry,1) cfiCno- (3.3.3)

no

Za zapis gornjeg izraza u inverznom prostoru potrebno je prijeci u reprezentaciju de-

lokaliziranih orbitala

CT —ik-R, T

no — W; anG’

| (3.3.4)
Vext (Rn,l) — Zvexl (q,l) elq-Rn_
q
Dobivamo
1
Hext _ Z ZT] Zevexl (q7 lq ‘R, Z e —ik;-R nC lkz'RﬂCkzc
no q kiky
(3.3.5)
— Z Zevexl q7 Z e~ k] k2 ncl-ilckzc

ki ky
U gornjem izrazu prepoznajemo (1/N) Y., exp{—i(k; —ky —q)-R,} = 8, k,+q. Stoga,
uz zapis k) =k i1 k; =k + q, dobivamo
HY =Y eV (q,1) Y cf +qoCko (3.3.6)
q ko

Ovaj izraz opisuje vezanje vanjskog skalarnog potencijala na gustocu naboja vodljivih

elektrona u sustavima s jednom vrpcom.

'U ovom radu éemo vrlo éesto gledati dugovalnu granicu, q — 0. Aproksimacije koje najéesée pod
time podrazumijevamo su f(k) — f(k+q) = —q- (de(k)/Ik)(df[e(k)]/de(k)) i e(k) —e(k+q) ~
—q- (9e(Kk)/9K).
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3.4 Vezanje s vektorskim potencijalom

U ovom potpoglavlju istraZiti éemo odgovor vodljivih elektrona na vanjsku pobudu
opisanu vremenski ovisnim vektorskim potencijalom. Na taj nain moZemo opisati

odziv na longitudinalna i na transverzalna elektromagnetska polja.

3.4.1 Aproksimacija prvih susjeda

Zbog jednostavnosti prvo promatramo slucaj ¢ # 0, ¢’ = 0 u izrazu (1.3.1). Uvodimo

pomocne oznake za vektore poloZaja prvih susjeda
ry=a;= a)?, rp =a = a)Ai, r3; =—ap, Ir4=-—aj. (3.4.1)
U ovom slucaju neinteragiraju¢i hamiltonijan ima oblik

Hy=—t Z czacmo
{n.m) o (3.4.2)
= —Z‘ZCZG [Cn-i-al ot Chtayo+Cn—ajo+Cn—ay G] .
no
Ovdje je t > 0, (n,m) oznacava sumaciju po prvim susjedima, n je indeks Celije, a
n =+ a; je oznaka za vektor poloZaja R, + a;. Ako gornji hamiltonijan zapiSemo u re-

prezentaciji delokaliziranih orbitala, dobivamo

4
Hy = Z (—1) ClT(oCkO' (Z e—k.rj>

ko j=1 (3.4.3)
= ZE (k) ClichG'
ko
Dakle, u promatranom slucaju disperzija elektrona je oblika
4 .
e(k)=—1Y e ™% = —2t[cos (kea) + cos (kya)], (3.4.4)
j=1

Sto odgovara drugom ¢lanu disperzije (1.3.1).
U aproksimaciji ¢vrste veze vezanje vodljivih elektrona i vanjskog vektorskog po-
tencijala opisano je opom formom minimalne supstitucije. U modelima s vise vrpci,

ona odgovara zamjeni

i
o~ Cino = Cing OXP {h—z (Ry+17)- ARy +17,2) } (34.5)

u neinteragirajuéem hamiltonijanu. Ovom zamjenom dobivamo hamiltonijan

Hy — Ho~ Ho+H{™ + H5 + -, (3.4.6)
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gdje su H{™ i H$ linearni i kvadratni ¢lan u hamiltonijanu vezanja. U Dodatku B.1 je

detaljan izvod za oba ¢lana. Linearni ¢lan dan je izrazom (B.1.9),

1 ]
HY = ——ZAZ?I (q,t)ZJa (k+q,k) cli+qcck0' (3:4.7)
¢ qo ko
Ovdje je
igt ¢ —i(k+q)r;
J(x (k_'_q,k) — 7 Z rjoce J (3.48)
j=1

strujna vr$na funkcija® u operatoru gustoée struje. Kvadratni ¢lan dan je izrazom
(B.1.14),

- 2mc?
qq’' aff

2 0
HY =LV A% (a—d DA ()Y Yo (k@ K) ey gokor  (B49)
ko
Ovdje je
Top (k+q.k) = = Y rjarpe J (3.4.10)
j=1
tenzor recipro¢ne efektivne mase. On ima ulogu vrS$ne funkcije u operatoru dijamag-

netske gustoce struje.

3.4.2 Preskok na druge susjede

Gornja analiza, koja je napravljena za slucaj r # 0 i ¢’ = 0 u disperziji (1.3.1), moZe
se provesti na isti na¢ini zar =01t # 0. U tom slu¢aju imamo jedino preskoke
po dijagonalama. Dovoljno je da zarotiramo kordinatni sustav za 7 /4, te reskaliramo
a; — v2ay, a) — V2ay, uz 1 — . Rezultat svega je

igt’ 4 . /
Ty (ke q.k) = - Y rge KH, (3.4.11)
j=1
mt’ 4 . /
k+qk)=— Y ¥ rae (ETOT; (3.4.12)
ocB h2 J& ]B
=1

U ova dva izraza vektori poloZaja prvih susjeda su
/ / / /
ri=aj+ap, ro=a;—ap, ry3=—aj;—ap, r4=a,—ap. (3.4.13)

Kada su oba matri¢na elementa preskoka konacna, rjeSenje je zbroj izraza (3.4.8),
(3.4.10), (3.4.11)1 (3.4.12).

2U dijagramatskom iskazu perturbativne teorije vr$nim funkcijama opisujemo vezanje izmedu elek-

trona/Supljine i bozona dalje od vodeceg reda.
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3.5 VrsSne funkcije

Razvoj do drugog reda u vektorskom potencijalu A4 (q,#) moZemo jo§ kompaktnije
zapisati kao

1 A
HY == Y A (,0)Ja (~0)

qo
7 (3.5.1)
r t / t ! I
HZex - Imc2 /Z Azc (q_q 7l)Afix (q 7t) Yaﬁ (_q) .
qq’ o
Ovdje smo definirali operator gustoce struje
Jo(q) =Y Jo (K k+q)c) c (3.5.2)
o \q o \K, q)CxsCk+qo
ko
1 operator dijamagnetske gustoce
T (@) = Y Yop (K. k+a) coCiciqo (3.5.3)
ko
S druge strane, hamiltonijan (3.3.6) moZemo zapisati kao
HY =Y v (q,1)p(—q), (3.5.4)
q
gdje je
p(a) = Y eq(kk+q)cfyckiqo (3.5.5)
ko

operator gustoce naboja.

Ova tri operatora su jedini operatori Ciju strukturu treba odrediti da bismo razumi-
jeli vezanje vodljivih elektrona na vanjska elektromagnetska polja. Formalno imaju
istu strukturu, a razlikuju se samo po vr$nim funkcijama eq (k+ q,k), Jo (k+q,k) i
Yap (K+q,k). Njihovim termodinamickim usrednjavanjem dobivamo inducirane ma-
kroskopske gustoce naboja, struje i dijamagnetske struje.

Veza izmedu nabojne vrine funkcije eq (k,k + q) i strujne vrine funkcije Jo (K, k+q)
je opceg oblika koji ne ovisi o definicijama neinteragiraju¢eg hamiltonijana (Dodatak
B2, [20]) _ '

8’?11‘1 t; k_J’(;‘(lli) - ;—Zq (k,k+q). (3.5.6)
Lako se vidi da ova relacija zapravo predstavlja alternativni nacin iskaza bazdarne

invarijantnosti promatranog racuna smetnje.

3.6 Vrsne funkcije u dugovalnoj granici

Za razumijevanje eksperimentalnih rezultata u jednovrpCanim sustavima najcesce je
dovoljno promatrati vezanje q ~ 0 fluktuacije naboja (struja) i vanjskih elektromag-

netskih polja. U tu svrhu promotrimo gornje izraze za vrSne funkcije u dugovalnoj
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granici q ~ 0.

Derivirajudi disperziju € (k) po @ komponenti valnog vektora dobivamo

J 4
J ke :a_ka[_’.ze k’}:

j=1 j=1

4
=it ) rige ™.
j=1

lk'l‘j

M-b

(=i)rjae

(3.6.1)

Usporedba s izrazom (3.4.8) u granici q — 0 daje

qde(k)

5Ok =evy (K). (3.6.2)

Jo (k+q,k) = Jg (k) =

Dakle, q ~ O strujna vr$na funkcija je direktrno vezana s grupnom brzinom.
Derivirajuéi izraz (3.6.1) jo$ jednom, dobivamo
d’e ( k- . k-
—IKI; _ —IK'I;
8kﬁ8ka ll‘; rial lg —i) i tj; rialjge J. (3.6.3)

Usporedba s izrazom (3.4.10) u dugovalnoj granici daje

m 92¢ (k)

Yap (K+q,k) = ¥ (k) = 72 kg kg (3.6.4)

Na kraju, razmatrajuéi izraz (3.5.6), dobivamo i nabojnu vrS$nu funkciju u istoj

aproksimaciji

ih .. qo
k.k+q) ~g(k) =¢gvg (k) — lim
q( q) ~q (k) = gva ( )quﬁog(kﬂ)_g(k)

ih dkg

= g (K) ==
Ve )lq de (k) (3.6.5)
hvg (K)

" 7o (K)
—1.

Izrazi (3.6.2) 1 (3.6.4) nam govore da su u dugovalnoj granici konstante vezanja iz-
medu vodljivih elektrona i vanjskih elektromagnetskih polja [vr$ne funkcije J (k + q, k)
i Yop (k+q,k)] opisane pomocu derivacija disperzijske relacije elektrona. Iste te ve-
licine smo u Poglavlju 2 prepoznali kao vazne elemente u definiciji efektivnhog broja
nositelja naboja nf{g, a ovdje ih prepoznajemo kao bitne dijagramatske sastavnice od-

govarajucih operatora gustoca.



Poglavlje 4
Formalizam jednadzbi gibanja

Kao §to smo napomenuli u proslom poglavlju, za objasSnjenje vecine eksperimental-
nih podataka u tipi¢nim jednovrpCanim sustavima, obi¢no je dovoljno opisati vezanje
izmedu q ~ 0 nabojnih fluktuacija i vanjskog elektromagnetskog polja, te takav ha-
miltonijan povezati s obi¢nim transportnim jednadzbama [20, 21]. U jako koreliranim
sustavima takav pristup nije zadovoljavajuci, jer eksperimenti pokazuju da odgovara-
juce relaksacijske funkcije jako ovise o frekvenciji (kao i o valnom vektoru). U ovom
poglavlju ¢emo uvesti takvu frekventno ovisnu funkciju guSenja fenomenoloski, a u
sljede¢em poglavlju ¢emo ju izvesti u najjednostavnijem slucaju. Tu funkciju obi¢no
zovemo memorijska funkcija. Ona predstavlja vlastitu energiju elektron-Supljina para.
No, prije nego li ugradimo tu funkciju u izraz za tenzor dinamicke vodljivosti, uvjerit
¢emo se da je izraz za vodljivost koji koristimo korektan i da je u suglasju s temelj-
nim relacijama iz makroskopske elektrodinamike. U tu svrhu ¢emo reizvesti izraz za
RPA! dielektri¢nu funkciju, rijesiti jednadZbu gibanja za x(q,t) u istoj aproksimaciji
(Dodatak A.3), te rijeSiti jednadZbe gibanja za opservablu <c£cck+q6> po p"d(q, )
(potpoglavlje 4.3) i po J"¢(q, ®) (potpoglavlje 4.4). Rezultat je izraz za idealnu vodlji-
vost u Drudeovom reZimu koji ¢e nam posluZziti kao osnova za fenomenoloSku zamjenu
in—il.

4.1 Dielektricna funkcija u aproksimaciji nasumic¢nih

faza

Kulonska interakcija izmedu dva proizvoljno odabrana elektrona je odbojna, pa se oko
svakog elektrona formira podrucje u kojem je mala vjerojatnost nalazenja drugog elek-
trona. Pod pretpostavkom da je cijeli sustav (elektroni i ionski ostaci) u prosjeku ne-
utralan, to podrucje odgovara distribuciji pozitivnog naboja koji kompenzira negativni

elektronski naboj. Stoga elektroni u vodi¢ima interagiraju efektivnom interakcijom

Lengl. random phase approximation.

23
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koja je kratkog dosega. Promotrimo sada to pitanje detaljnije koristeci aproksimaciju
nasumicnih faza (RPA).

U jednostavnom slu€aju razmatramo translacijsko invarijantni elektronski plin opi-
san hamiltonijanom koji se sastoji od kinetickog Clana, izraz (3.4.3), 1 interakcijskog

¢lana

1
H= H() +Him = 28 (k) Clto.Ck(; + ﬁ Z Z eZchlT(ﬂGcL_qmck/G/ckG.
ko kk'q#£0 oo’
(4.1.1)

Ovdje je vq = 4n/ q Fourierov transformat kulonskog potencijala jedini¢nog naboja.
Komponentu q = 0 isklju¢ujemo, jer ona kompenzira pozitivno nabijenu pozadinu u
modelu Zelea [22].

Strukturu dielektricne funkcije mozZemo odrediti iz definicije zasjenjenog potenci-

jala. Inducirana gusto¢a naboja i vanjski skalarni potencijal vezani su relacijom

p™ (q,0) = x (q,0) V" (q,0). 4.1.2)

Ovdje je x (q, ®) zasjenjena susceptibilnost. Inducirana gustoéa naboja p™“ (q, @) iz-
vor je skalarnog potencijala V™ (q, ), koji povratno utje¢e na nosioce naboja. Zbroj

vanjskog potencijala i induciranog potencijala zapisujemo kao
VI (q,0) =V (q,0) V™ (q,0) =V (q,0) + 040" (q, ). (4.13)

Aproksimacija nasumicnih faza govori da cijeli sustav moZemo efektivno promatrati
kao neinteragirajudi elektronski plin u prisustvu ukupnog potencijala V' (q, ®). Dakle,

definicijsku relaciju (4.1.2) moZemo alternativno pisati na nacin

P (q,0) = x0(q,0)V'" (q,0). 4.1.4)

Ovdje je xo (q, @) neinteragirajuca susceptibilnost koja se takoder naziva RPA-ireducibilna
dielektricna susceptibilnost. U gornjem izrazu se jasno vidi samosuglasnost ovog
pristupa. Naime, inducirana gustoéa p”?(q, ®) je odgovor na inducirani potencijal
Vind (q, ®) koji sam ovisi o iduciranoj gusto¢i. Kombinirajuéi gornja dva izraza indu-

ciranu gustoéu mozemo izraziti preko vanjskog skalarnog potencijala

p™ (q,0) = x*™ (q,0) eV (q,0), 4.1.5)

gdje je susceptibilnost Y (q, ®) dana sa

RPA X0 (9, ®)
x 7 (q,0) = . (4.1.6)
1—vgx0(q, ®)
Stoga je efektivna, zasjenjena kulonska interakcija medu elektronima dana sa
Vexl‘ )
Vil (q,0) = CH) 4.1.7)

1 vgx0(q, )
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Strukturu funkcije xo(q,®) u najnizem redu racuna smetnje smo odredili u Dodatku
A.3 koristeéi formalizam jednadzbi gibanja za xo(q,?).

Referirajuéi se na Poglavlje 3, povezat éemo neinteragirajucu susceptibilnost xo (q, ®)
s vodljivos¢u Oy (q, W) za q = gqéy. Za to nam je potrebna relacija (4.1.4), Oh-
mov zakon za inducirane gustoée struje, Ji(q, 0) = Y3 04p5(q, @)Eg(q, ®), te izraz
za longitudinalno elektri¢no polje (3.1.4) u bazdarenju Eq (q, ) = —igqV'” (q, ®).
Uvrstavajuéi te izraze u jednadzbu kontinuiteta wp™ (q, ®) — q-J"“ (q, w) = 0 kao

rezultat dobivamo
Ooa (qa ) - l_XO (q7 ) (4‘18)

Ovdje treba podsjetiti da ¢ (q,®) za q = g o 0znacava iskljucivo longitudinalnu
vodljivost, buduci da vezanje na skalarni potencijal ne moze opisati utjecaje transver-
zalnih polja.

Na kraju prepoznajemo nazivnik u (4.1.7) kao longitudinalnu dielektricnu funkciju

4w 4mi
€rpA (4 )—1——xO(q, )—H?oaa (q,), (4.1.9)

Uz q = gglq-

4.2 Kubo formula za tenzor vodljivosti

U mikroskopskoj bazdarno-invarijantnoj analizi tenzora vodljivosti Gy (q, @) obi¢no
polazimo od opéenite nezasjenjene korelacijske funkcije izmedu elemenata Cetvero-

komponentnog vektora struje (1, v = 0,x,y,z) [13]

Vﬂuv(‘];t):_%e <[ﬂ JV( q’o)]>ired
A 2D

Ovdje indeks ired oznaCava nezasjenjene, tj. RPA-ireducibilne korelacijske funkcije.
Nadalje, za operatore zapisane u Heisenbergovoj slici vrijedi J,, (q,t) = e/’ / "ju (q)e /h
i Ju (q,0) = Jy (q). Analiza zasjenjenog tenzora vodljivosti Gqq (q, ®) ide istim slije-
dom, ali uz koristenje zasjenjenih korelacijskih funkcija 7,y (q, ®).

Sukladno gornjem zapisu, operatore gustoce (3.5.2) 1 (3.5.5) sada zapisujemo kao

Ju (@) =Y Ju (kK of sekigo 4.2.2)
ko

s opCenitom vr$nom funkcijom

Jo (KK, ), =a=x,yz
Ju(k,k+):{e“((k +) H »z 4.2.3)
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Ovdje u = o = x,y,z ponovo oznacava tri strujne vrsne funkcije, a ¢ = 0 nabojnu, te
Ako dvaput parcijalno integriramo Fourier-Laplaceov transformat funkcije odgo-

vora Wy, (q,1),

Vit (q, ) = /Ooo dte“‘”‘"“l’w (q,), (4.2.4)
dobivamo .
Vi (q, 0) = o) [Py (@) = Dpy (0)]. (4.2.5)
Ovdje je
Dy (@) = ([Ju (a), H]; [Ju (—q)  H]))ired. (4.2.6)

Izrazi (4.2.5) 1 (4.2.6) su Kubo formule za nezasjenjenu Cetverostrujnu korelacijsku
funkciju 7, (q, @). Njihov detaljni izvod dan je u Dodatku A 4.

Slucaj u = 0 ocigledno predstavlja Kubov izraz za naboj-naboj korelacijsku funk-
ciju xo (q, ®) zapisanu pomocu veli¢ine Py, ¢ije cemo fizikalno znaenje sada utvr-

diti. U ovom slucaju prvo raCunamo komutator iz izraza (4.2.6)

[fO (q) 7H] ~ [fO (q),Ho [Zeq (k k+)ckgck+qm Z € Ck/ /Ck’c/]

Ko’
= Zeq (k, k) Z (S (k ) 6k+q,k’5cr,cr’ckgck’6/ —€ (k') 5k7k/6076/cltfglck+qc)
ko k'c’

= Zeq (k. k) (& (ky) — € (K)) of s Chrqo

= Zh‘hx ZJoc (k k+)ckgck+q0' = ZhCIaJoc (q).
¢ K 4.2.7)
Ovdje smo u zadnjem redu iskoristili relaciju (3.5.6) izmedu nabojne i strujnih vr$nih
funkcija. Primijetimo da komutator operatora gustoe naboja i neinteragirajuceg ha-
miltonijana definira operator gustoce struje. To nije niSta drugo nego operatorski oblik
jednadzbe kontinuiteta.
Dakle, veli¢ina ®( (q, @) je direktno vezana s nezasjenjenom struja-struja korela-

cijskom funkcijom

Dy (q, @ <<Zh61afa )Q_thﬁfﬁ(_‘n»m
B
= —Zl;,hzqaq;s«fa (a):J5(-a))),, (4.2.8)

= _hZVZ‘Iaﬂaﬁ (q, ) qp-
af

Uvrstavajudi taj izraz u Kubo formulu (4.2.5) dobivamo nezasjenjenu naboj-naboj

korelacijsku funkciju (odnosno dielektri¢nu susceptibilnost)

1
20(a,®) = 70 (4, @) = —5 ) doc [Tap (@, @) = Tap (a)] gp- (4.2.9)
op



4.3. JEDNADZBA KONTINUITETA I TRANSPORTNA JEDNADZBA 27

U opcenitom slucaju, q = Y, 90€q, veza izmedu neinteragirajuce susceptibilnosti i

elemenata tenzora vodljivosti je opcenitija od izraza (4.1.8). Njezin oblik je
1
%0(9,0) ==~ da0ap (4, ©) 9. (4.2.10)
af

Usporedujuci ovaj izraz s izrazom (4.2.9) dobivamo konacni rezultat, Kubo formulu za

vodljivost '
i
Oap (4, ®) = — [Tap (4, ®) — Tap (a)] 4.2.11)

Ovu opcenitu vezu tenzora vodljivosti 1 struja-struja korelacijske funkcije iskoristit
¢emo na kraju ovog poglavlja, te u Poglavljima 5 i 6. Dielektri¢nu funkciju € (q, @)
dobivamo uvrstavanjem izraza (4.2.9) u (4.1.9).

Za slucaj u = o, Kubo formule (4.2.5) i (4.2.6) daju osnovne izraze iz mikroskop-

ske teorije memorijske funkcije koju éemo koristiti u sljedeéem poglavlju [13].

4.3 Jednadzba kontinuiteta i transportna jednadzba

JednadZba gibanja za operator (clicclﬁqg) ,Jest

. d
ihi=(CkoChtao), = [CoChiqo: H]- (4.3.1)

Pomocu nje izveli smo jednadzbu gibanja za odzivnu funkciju x(q,7) (Dodatak A.3).
Alternativno mozemo promatrati jednadZbe gibanja za srednju vrijednost <Clicck+q0> te
JednadZba je oblika

i
lh;<ckgck+q>t = <[C1to-ck+q,H} )i 4.3.2)

Ona predstavlja polaznu jednadzbu u razmatranjima Fermijevih tekucCina. Rezultati
prezentirani u ovom i sljedeCem potpoglavlju se mogu povezati sa standardnim udz-
benickim rezultatima kao i s Boltzmannovim jednadZbama iz Poglavlja 2. Veza su

sljedeci zapisi za neravnoteznu funkciju raspodjele
(clicck+q6>,eiq'r =on(k,r,7) = f(k,r,1), (4.3.3)

te definicijske relacije za inducirane gustoée naboja p?(q,®) i inducirane gustoée
struje J14(q, )

, 1
p"(q,0 ZeSn P.q,®) =) edno(p, g, ®), (4.3.4)
k ko

J’"d Zeva k)én(p,q,® Zeva )on1(p,q, ). (4.3.5)
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U ovim definicijskim relacijama smo zapisali neravnoteznu funkciju raspodjele kao
zbroj dva doprinosa: i = 0 doprinos je parna funkcija varijable grupne brzine v (K), a

i = 1 neparna funkcija grupne brzine,

1
Sn(k,rt) =Y &ni(kr,t). (4.3.6)
=0

1

U slucaju koji nas ovdje zanima hamiltonijan je oblika
H =Hy+ H;,; + H, 4.3.7)

Ovdje H;,; opisuje dugodosezne elektron-elektron interakcije, medutim kao i1 u pot-
poglavlju 4.1 zadrzat éemo samo RPA doprinose. U H*?, bez smanjenja opCenitosti,
promatramo samo jednu komponentnu valnog vektora q, te uzimamo dugovalni limes
nabojne vrine funkcije, g (k,k+ q) = 1. Iz relacija (3.5.4) i (3.5.5) sada slijedi

H =Y eV (q,1) cf , 45Cko- (4.3.8)
ko

RjeSavanje jednadzbi gibanja (4.3.1) i (4.3.2) svodi se na racunanje komutatora.
Komutatore koji ukljuCuju neinteragirajuéi hamiltonijan Hy i interakcijski dio Hjy; iz-
racunali smo u Dodatku A.3. To su izrazi (A.3.5) i (A.3.8). Komutator koji ukljucuje
vezanje vodljivih elektrona s vanjskim skalarnim potencijalom daje

[Cltock+qo',HeXt:| = Zevexr (q,t) [C£6Ck+qdaclt/+qcfck’6/:|
Ko
= Z eV (q,1) [5k+q,k/+q366’c;rmck’c/ — Ok K 566/C£/+qolck+q0':|
Ko
=eV¥ (q,t) <C£Gck0 — cLLchkJqu) )
(4.3.9)
Jednadzba gibanja (4.3.2) sada se reducira na

ih% +e (k) —e(k+ q>} (o0 a0 = | (chatho) = (6 qoChtao) | V' (@,1),
(4.3.10)
gdje je V' (q,1) = V¥ (q,1) + vg(1/ V)Zk/(,e(cl‘;, 5/Ck/+qo')¢ alternativni zapis izraza
(4.1.3). U dugovalnoj aproksimaciji (biljeska na str. 18) koristeci (4.3.3) dobivamo

af(k
041~ ava (0] 31 (k,0.0) = 5L S quraWV (@ o). @31
Uvrstavajuci (4.3.6) u (4.3.11) dobivamo niz doprinosa koje ¢emo razvrstati po par-
nosti
{(0) + ln)sn()(k7 q, 0)) - Qava(k)5n1 (ka q, (D)} = {(CO + ”7)5’11 (k7q7 w) - Qava(k)

a0V (a0}

(4.3.12)

x 0np(k,q,0) +e
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Primijetimo da obje strane moraju i$¢ezavati za bilo koji 6ny(k, q, @) i bilo koji on; (K, q, ®).

Izraz na lijevoj strani predstavlja podintegralne funkcije u "jednadzbi kontinuiteta"

(@+in)p™(q,®) — got (q, ®) = 0. (4.3.13)

Ako desnu stranu pomnozimo sa vg(K), te sumiramo po k i o, dobivamo transportnu

jednadzbu za H = 0, (2.2.12), u rezimu idealne voldljivosti

df(k
Z { o+ in)ve(k)on; (k,q,0) — qav%c (k)ono(k,q,w) +e 3£§k§ qav(zx (k)V'(q, a))} =0.
(4.3.14)
Sada eliminiramo on;(k,q, @) iz
(CO + ”7)5”0(ka q, (D) - C]ava(k)anl (k7 q, (D) =0 (4315)

i1z (4.3.14), te iskoristimo izraze za induciranu gustou naboja (4.1.4) i (4.3.4). Do-
bivamo izraz za ¥(q, ®) koji je to¢an. Medutim, zamjena in — iI" u tom izrazu daje

krivi rezultat. Razlog tome je Sto zamjena in) — il" u izrazu (4.3.15),
(O)—l—lr)6n0(k q, ) (XVOC( )5?11 (k7q7 (D) :07 (4.3.16)
vodi do ociglednog narusenja jednadZzbe kontinuiteta

wp™(q,®) — qoJ7(q, ®) = 0. 4.3.17)

Dakle, fenomenolosko ukljucivanje relaksacijskih procesa je konzistentno s jed-
nadZbom kontinuiteta jedino ako ¢lan indn(k,q, ®) u jednadzbi (4.3.11) zamijenimo
saindn;(k,q, ). Dakle, jednadZba gibanja (4.3.2) se raspada na dvije jednadzbe: jed-
nadZbu kontinuiteta [(4.3.15) s ispuStenim i1 ¢lanom] i transportnu jednadZbu [(4.3.14)

sa in zamjenjenim sa i[']. TocCan rezultat je

_ oLy el (20509/92(K) wss)

[0
20(0, @) = €7 0w otil—gi(k)/o
I v va (k) (=9 f(k)/de(k))
02
(o ) . 4.3.19
OC(X((L ) Vé w+lr anZ( )/w ( )
U Drudeovom rezimu, g4 vr < @, dobivamo isti rezultat kao i u potpoglavlju 2.3,

2 eff

ie” ngy
Ooo (@) = . 4.3.20
ao (@) m @—+il’ ( )

4.4 Alternativni izvod tenzora vodljivosti

Korisno je uvjeriti se da isti izraz za tenzor vodljivosti u Drudeovom reZimu moZemo
dobiti jednostavnije tako da u jednadZbi (4.3.11) potencijal V'*(q, @) izrazimo preko
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Eq(q, ) te potom iskoristimo definiciju inducirane struje (4.3.5). Dobiveni rezultat
ne daje dobar izraz za 644 (q, ®) u Thomas-Fermijevoj granici, no za nasa razmatra-
nja to nije bitno, jer nas u ostatku ovog rada zanima samo Drudeov reZim. Naravno,
istu proceduru moZemo primijeniti na par jednadzbi (4.3.14) 1 (4.3.17). U tom slucaju
dobivam isti (tocan) rezultat kao i u proSlom potpoglavlju.

Kao $to smo gore spomenuli, induciranu struju moZemo zapisati pomocu neravno-

tezne funkcije raspodjele 6n (k,q, ) = <c£6ck+q6>w i grupne brzine vy (k) na nacin

ngd (q,0) = Oga (q,0) Eq (q, 0)

1
=7 éja (K, K1) (s Chiqo ) 4.4.1)

1
Ny Zeva (k)on(k,q,w).
ko

Strujna vr$na funkcija je ponovno jednaka umnosku grupne brzine i naboja e [izraz
(3.6.2)]. Koristimo bazdarenje E(r,z) = —dV'?(r,t)/dr [odnosno Eq(q, ®) = —igq
x V' (q,®)], te prevodimo jednadzbu (4.3.11) u formu

f (k) —f(ky)

[ +inn + & (k, k)] on (k,q, @) = ih g(ky, k)

vo(K)Eq(K). 4.4.2)
Direktnim uvrStavanjem on(K,q, ®) iz izraza (4.4.2) u definicijsku relaciju (4.4.1) do-
bivamo

’2f(k)_f(k+> 1

€ (k—h k) ho+ihin + € (k,k_,_) . 4.4.3)

Cer (4, 0) = %éih"’“ (k)

Ovaj rezultat odgovara dijagonalnom dijelu tenzora idealne vodljivosti za jednovr-
pcani sustav. Za q ~ 0 on se reducira na izraz (4.3.19). Relaksacijske procese mozemo
ponovo fenomenoloSki uvesti zamjenivsi adijabatski ¢lan 1 s mjerom relaksacije I'
koja ne ovisi o frekvenciji i valnom vektoru. Time dobivamo mikroskopski zapis
obi¢ne aproksimacije relaksacijskog vremena iz Poglavlja 2 koji je u suglasju s jed-
nadZbom kontinuiteta (4.3.17) u vodeéem €lanu u razvoju po gq/ ®.

4.5 Fenomenoloska memorijska funkcija

Osnovni problem ovako izraCunate vodljivosti Gy« (q, @) je da ona nije primjenjiva na
niskodimenzionalne sustave sa znacajnim interakcijama medu elektronima i to zbog
dva razloga [13]. Prvo i ve¢ spomenuto, eksperimentalni podaci pokazuju da mjera
relaksacije I" obicno ovisi o frekvenciji i o indeksu polarizacije «. Drugo, princip
kauzalnosti zahtjeva da je I'q (@) zapravo imaginarni dio kompleksne relaksacijske

funkcije. StoviSe, u anizotropnim sustavima s jakim interakcijama izmedu elektrona
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ona mora ovisiti i o valnom vektoru. Dakle, potrebno je generalizirati izraz (4.4.3)
barem na fenomenoloskoj razini.

U tom smislu, za opis mnogih slabointeragirajuéih elektronskih sustava uvodimo
tzv. memorijsku funkciju M (k,q, ®). Pomocu nje opisujemo makroskopsku funkciju
odgovora (u naSem slucaju dinamicku vodljivost). Dijagramatskim jezikom, memo-
rijska funkcija je vlastita energija elektron-Supljina para u aproksimaciji memorijske
funkcije [13]. U slucaju kada M (k,q, ®) ne ovisi o @, ona se reducira na mjeru re-
laksacije, tj. vrijedi M (Kk,q) =~ il'¢ (k). Ovdje je I'¢ (k) fenomenoloski uvedena mjera
relaksacije I' iz prethodnih potpoglavlja koja moZe ovisiti o k 1 o indeksu polariza-
cije o. Stoga, kako bismo izveli fenomenoloski izraz za vodljivost preko memorijske
funkcije, dovoljno je zamijeniti mjeru relaksacije I sa M (k,q, ®) u gornjem izrazu za

vodljivost

|2f(k) —f(k+) 1
£(k+7k) hw+hM(k7q7w)+8(k7k+)
4.5.1)

Korisno je opet provijeriti dugovalni limes, q — 0. Koristimo standardne aproksi-

l .
OCaa (q7 (D) = V Z lh|JOC <k7k+)
k,o

macije, uz pojednostavljenje M (k,q, ®) ~ My, (k, @), koje pretpostavlja ovisnost me-
morijske funkcije o smjeru q = g¢€q, ali ne i o iznosu. Rezultat je
.2 2
ie” 1 af (k) mvy, (K)
Ouo (W) = —— — . 4.5.2
ao (@) mvé( de(k) ) @+ My (ko) (45:2)

Glavna metoda za analizu izmjerenih spektara koeficijenta refleksije temelji se na

generaliziranoj Drudeovoj formuli koja se dobiva zanemarivanjem ovisnosti My, (k, ®)
ok, tj.

iezngf({/m ieznfxfg My (@)
0+My (@) mao (0]
Ovdje smo zapisali razvoj u visokoenergetskom reZimu, @ >> M/ (0). U sljede¢em ko-

Oqo (O) (4.5.3)

raku memorijsku funkciju pisemo na nacin My, (@) = M}, (@) +iM}, (®), te dobivamo
generaliziranu Drudeovu formulu

il (@) /m

Oua (0) ~ 4.5.4)

Ty (0)—io
Ovdje je n%J (0) = n%J / [1 + Aq ()] renormalizirani efektivni broj nosilaca naboja,
alg(®) =g()/[1+Aq ()] je renormalizirana mjera relaksacije. Koristimo oz-
nake Ay (0) =M}, (0) /o i Ty (w) = M} (®). Vazno je uoiti da izrazi za vodljivost
zapisani preko memorijske funkcije, iako puno opcenitiji, 1 dalje imaju strukturu vod-
ljivosti iz obi¢ne transportne teorije (2.3.5). Nadalje, realni i imaginarni dijelovi me-
morijske funkcije mogu se direktno povezati s eksperimentalnim podacima za inverznu
vodljivost. Iz gornjeg izraza slijedi

B eznafg 1 eznng{

1
Fa(®) = —* Re—7 I+ Ao (@) = —— Im—5- (4.5.5)
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4.5.1 Struja-struja korelacijska funkcija i memorijska funkcija

Uz pomo¢ Kubo formule za vodljivost, izraz (4.2.11), te izraza za vodljivost (4.5.2)

mozemo izraziti struja-struja korelacijsku funkciju na nacin (q — 0)

Toa () = Tga(0) — i00u(®) = Y Moo (K, ©)
ko

B e’ 1 df (k) 2
— kzc‘; {mw(k,O) + Evmvé(k) (— 88(k)) O+ MoK, w)} (4.5.6)

2 f(R)\ _Ma(k,®)
=y Lma(k) (‘ as<k)> ©+Ma(k, )

Ako u memorijskoj funkciji zanemarimo ovisnost o k, u visokoenergetskom re-
zimu, @ > M (0), dobivamo

. (4.5.7)

Taa(®) =

_eznng{ My () N_eznéfo{ Mo(@)  (Mo(®) 2_|_...
m O+My(o) m ® ®

Kao Sto ¢emo vidjeti u sljedeca dva poglavlja, prvi ¢lan u razvoju (4.5.7) igra vaznu
ulogu u mikroskopskom opisu vodljivosti BCS supravodic¢a, u normalnom i u supra-

vodljivom stanju.



Poglavlje 5
Memorijska funkcija

U dosadaS$njem dijelu rada promatrali smo modele za opis vodljivosti u normalnom
stanju elektronskog podsustava. Ovdje ¢emo poopditi formalizam racuna, §to ¢e olak-
Sati analizu u supravodljivom stanju. JednadZzbe koje ¢emo dobiti su opcenitiji oblik
jednadzbi gibanja iz prethodnog poglavlja. U njima se preko efektivne strujne vr$ne
funkcije ukljucuje rasprSenje elektrona na statickom neredu, na fononima, te na drugim

elektronima, na razmjerno jednostavan nacin.

5.1 Struja-struja korelacijska funkcija u rezimu ide-

alne vodljivosti

U ovom poglavlju nas zanimaju doprinosi korelacijskoj funkciji g (q, @) porijeklom

od rasprSenja elektrona na statickom neredu. Hamiltonijan je oblika
H = Hy+ H{ + Hjyp + H™ + HSY. (5.1.1)

Ovdje je Hy kineticki ¢lan (3.4.3), a H{* i H™ opisuju linearno i kvadratno vezanje
elektrona s vektorskim potencijalom A“?(q, @) [izrazi (3.4.7) i (3.4.9)]. RasprSenje na
statickom neredu opisano je sa

H =Y V(kK)csews (5.1.2)
kk'c

a H;,; je dugodosezni kulonski ¢lan. Radi lakSe usporedbe s izrazima iz proSlog po-
glavlja korisno je organizirati racun tako da su doprinosi razvrstani po potencijama od
IV (kK2

U prethodnom poglavlju koristili smo bazdarenje preko skalarnog potencijala. Ov-

dje ¢emo koristiti bazdarenje preko vektorskog potencijala, E4(q, ®) = (io/c)AY (q, 0).

33
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Ono nam omogucuje zapis inducirane struje kao

i(2,0) = © [7aal(a,0) - Tual@)] "4 (. 0)
c (5.1.3)

1
= _Eﬂaa(% a))A’o?t(q, ®) 4.

Bez smanjenja opCenitosti uzimamo jednu komponentu q u H{*, te dugovalnu granicu

za strujnu vr$nu funkciju, Jy (k,k+ q) = evy(K), te dobivamo
1 o
H{" = - Y AG(q,1)eva (K)cpgCkrqo- (5.1.4)
ko

Treba naglasiti da A%7(q,¢) moZemo koristiti za opis vezanja s elektromagnetskim
poljem obje polarizacije. U longitudinalnom slucaju ée H;, imati istu ulogu kao i u
jednadzbi (4.3.10). A" (q, @) ée dakle predstavljati longitudinalni zasjenjeni vektorski
potencijal.

U ovom bazdarenju jednadZbu gibanja za opservablu <c£0ck+qa)t mozemo dobiti
iz izraza (4.3.10) zamjenom V' (q,t) — —(vq(K)/c)A"(q,t). Rezultat je

[hw +ihn +€(k) —e(k+ q)} <Cko-ck+q6> |:<Cltgck0> - <C1t+qo-ck+qc>}

5.1.5
X (—%) eva (K)AY (q, o). ( )

Induciranu struju dobivamo uvrStavanjem izraza za (clT( +Ck+qo) o U definicijsku relaciju
4.4.1),

de Z evg(k CkGCk+qo>
(5.1.6)
____Z 2 2 f(k)_f(k+q) Atot(q )
hw+ihn +e(k) —e(k+q) ’
Dakle, doprinos nultog reda u |V (k,k’)|? struja-struja korelacijskoj funkciji je
0 k)— f(k+
7o (q, © Ze S — Sk +a) (5.1.7)

ha)+ihn +e(k)—e(k+q)

Ovaj izraz nije prikladan za manipulaciju oblika in — iI" preko koje fenomenoloski
ukljuCujemo relaksacijske procese. Na taj naCin u dugovalnoj granici dobivamo rezul-
tat 715([)(5)(];C ~ ¢, Kako je u Drudeovom reZimu gqvr < ®, ovaj doprinos i§¢ezava. Stoga,
da bismo ukljudili rasprSenje elektrona na statickom neredu u ovom formalizmu, po-
|2

trebno je procese rasprienja u Hj tretirati eksplicitno, pocevsi od |V (k,k’)|* doprinosa.

5.2 Rasprsenje na statickom neredu

Clan hamiltonijana H{ kojeg smo uveli u izrazu (5.1.1), opisuje rasprienje na stati¢-

kom neredu. Buduéi da su on i ¢lan H{* jednoCesti¢nog oblika, procese vezane uz
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rasprienje na statickom neredu mozemo efektivno ukljuciti u 7y (q, @) tako da defi-
niramo efektivno vezanje izmedu vodljivih elektrona i polja A%"(q,7) koje je linearno
uV(k,K),
H{Y = - Y AL (q.0) Y Y ja(kK)cp oo (5.2.1)
€ qa ko K
Efektivnu strujnu vrinu funkciju jo (K, k') moZemo odrediti na nacin izloZen u potpo-

glavlju 5.3, gdje dobivamo

) V (kK

Analogno definiciji operatora gustoCe struje, izraz (3.5.2), definiramo operator efek-

[Jo(k) —Jo(K')] . (5.2.2)

tivne gustoce struje,

Jo(@) =YY ja(k.K)ci s cxo- (5.2.3)
ko K
Zamjenom k+q — K" i evg(K) — ju(k,K') u jednadzbi gibanja (5.1.5) dobivamo
. Ly .
o+ it €000~ ()] ey ckio)o = {ehgora) ~ (chgere)] () JalkK)AZ (4, 0).
(5.2.4)
Direktnim uvrStavanjem izraza za <ch +CKk'c) o U definiciju inducirane efektivne struje
dobivamo
i 1 . ¥
ja!(a.0) = ¥ jalkK){cgwo)o
kk'c (5.2.5)
11 k) — f(K -
— Ly T )
cV &= ho+ifin + (k) — (k')

Doprinos struja-struja korelacijskoj funkciji koji je kvadratni u V (k,k’) poprima dakle
oblik

2] 2l , f(k)— f(k') N2
o 0,0) = sy TV OGK) P Sl b~ valK))’
(5.2.6)

gdje je K = k+ . Ovdje smo iskoristili definiciju efektivne strujne vrSne funkcije
Jja(k,K') te Cinjenicu da je J4 (k) = evy (k).

Da bismo dobili Zeljeni zapis vodljivosti koristimo u prvom koraku raspis
Va(k) — voc(k')]2 =va(K)[va(K) —va(K)] +va(K) v (K) — v (K)]. (5.2.7)

Nakon uvrStavanja u izraz (5.2.6) te zamjene k = K’ u drugom ¢lanu, kvadratni dopri-

nos tenzoru vodljivosti postaje

1 1
8 (ha)+ihn k) —e(K) T ho+ifn +e(k) - e(k)) ‘
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Ovaj doprinos moZemo povezati s razvojem tenzora vodljivosti po My (®)/® iz pros-
log poglavlja [izraz (4.5.3)],

2 eff
Oh(0) =~ 25 g ) )
. ie? 1 f(k)_f(k/) 1 N2 Voz<k/)
= v 2" O L e (‘ﬁ) vkl (I‘Va<k>>
1
stzi:lha)+ihn+se(k,k’)'

(5.2.9)
U izrazu u prvom retku su separirane sumacije po valnim vektorima k i k’. Da bismo
postigli separiranu formu i u drugom retku potrebno je naciniti neka pojednostavljenja.
Standardno se u izrazu |V (k,k’)|> k zamijeni sa kr, sa slicnim pojednostavljenjima u
ostalim faktorima. Sumacija po k sada daje nfxfO{, a sumacija po k" memorijsku funkciju

H(k L) = Mg](w).Rezultatje

=g (s (-5

v (5.2.10)
- 1
& ho+ihm + se (kg K)
2] NV (k/) ) !
My (k , @ V(k 7k 1— ] .
a ( F ) % | ( F )| ( V(x(kF) s—Zil h(D‘f‘lth +S8(kF7k/)

(5.2.11)
Bududi da se u kupratima svojstva elektrona uzduz Fermijeve plohe jako mijenjaju s
valnim vektorom, ova vrsta aproksimacije ne¢e nuzno biti dobra. No, mi moZemo de-

finirati memorijsku funkciju bez ikakvih pojednostavljenja u relaciji (5.2.9). Formalno

rjeSenje je
f(k)—f k') 1 / o (K
M0 = B L et (135 )
aa (5.2.12)
1
Xs_zj;lhw%-ihn +se(k, k')’

Ovaj izraz je u osnovi modela koji zovemo generalizirani Drudeov model za tenzor
vodljivosti. U njemu My (@) predstavlja My (K, ®) iz (5.2.11) koji je uprosjecen preko

Fermijeve plohe.

5.3 Racun efektivne strujne vrSne funkcije

Jedan nacin da odredimo strukturu efektivne strujne vrSne funkcije za rasprSenje na
statickom neredu, na fononima ili drugim elektronima, je da iskoristimo Kubo for-

mulu iz potpoglavlja 4.2 za slu€aj 4 = o. Za rasprSenje na statickom neredu prvi
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relevantni doprinos struja-struja korelacijskoj funkciji ocito je reda (H{)2 U komu-
tatoru [fa(q),H ] u Kubo formuli za nezasjenjenu struja-struja korelacijsku funkciju
[izrazi (4.2.5) 1 (4.2.6)]

1

Vo (g, 0) = — (ha)) —— [Paa (@) — Poa (0)], (5.3.1)
Do (@) = <<[f06 (a),H]; [foc (_q)aH]»Z)edv (5.3.2)

zadrZavamo samo doprinose linearne u V (k,k').

Koristeci pravila racuna komutatora iz Dodatka A.3, dobivamo

[Va(a),Hi] = [ZJa (kK +q)cyoChigo Y, V(k/7k//)clz/o-/ck”c’]
ko K'k" ¢’

= Zja(k,k+Q) Z V(kl,k”) <5k+q,k,56,dlcl—£gck”6/ - Sk,k/’SG,O"ch/O-/Ck—i-qG)
ko k'k" ¢’

=Y alkk+q) Y (V(k', k+q)c) cxo— VK, k)c;Gckﬂc)
ko Kk’

q—0 ¥ -
~ Y Ja(R)V (KK (oo — crotio)
kk'c

=Y V(kK) [Ja(k) —Ja(K)] ¢ gewo-
Kk’ (5.3.3)

Ovdje smo u treem i petom redu koristili ¢injenicu da je V (k, k') = V(K', k). Uvrsta-
vanjem tog izraza u Kubo formule (5.3.1) i (5.3.2) dobivamo

2 1 1. .
T, 0) == Y, ¥ =jalkK)jalki ki) | ((hoenos ol oci o))
Viwerr €
1Ry

~ ({6 wos ot o)) 5]
(5.3.4)

Ovdje smo efektivnu strujnu vr$nu funkciju jq (K, K’) povezali sa V (k,k’) na nacin

, V(KK

Ja(kK)=C (hw ) [Ja (k) —Jo(K')] - (5.3.5)

<<c£ -CKo> Cqu oK/ o ))ired je Fourierov transformat retardirane korelacijske funkcije

<<cl—i0ck'6, Ck cck/ >>lr€d’

((efatwoi i) = — 500 [(owols (e atiiolo])
T (5.3.6)
=5 | doe® M (e ewoic g 0) o

Da bismo odredili konstantu C u izrazu (5.3.5) potrebno je izraCunati korelacijsku
funkciju <<C£Gck/6,c£ oK, G ))ired j ysporediti dobiveni rezultat s izrazom (5.2.10). To
se moZe napraviti na viSe nacina, a rezultat je C = 1. Stoga je ju(k,k’) dobro dan

izrazom (5.2.2).
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5.4 Sila-sila korelacijska funkcija

U prethodnim raspravama smo se uvjerili koje sve prednosti ima formalizam jednadZzbi
gibanja za opservablu (cli +CK'c): U opisu odzivnih funkcija elektronskih sustava sa sla-
bim interakcijama. Dvije najvaznije su: (1) fizikalna transparentnost rauna, (2) tri-
vijalan nacin na koji se temperatura pojavljuje u racunu, preko funkcije distribucije
<cltock0'> ~ f(k). Glavni nedostaci metode su: (1) nepreglednost razvrstavanja dopri-
nosa viseg reda u smetnji Hj i/ili Hj, (2) relativno slaba zastupljenost ove metode u
udZbenickim raspravama.

Dakle, zanima li nas dinamicka vodljivost u sustavima s jakim interakcijama te
usporedba rezultata sa standardnim rezultatima potrebno je upotrijebiti temperaturno
ovisni racun smetnje. U ovom potpoglavlju ¢emo izvesti izraz za memorijsku funkciju
na ovaj nacin. Zbog kompletnosti analize promotrit ¢emo rasprsenje elektrona na fono-
nima. Treba naglasiti da se ova metoda obi¢no naziva racun vodljivosti preko sila-sila
korelacijske funkcije. Kao Sto ¢emo vidjeti rezultat je isti kao i kod koriStenja racuna
preko memorijske funkcije iz prethodnih potpoglavlja. Dakle, rijeC je o istom racunu
za koji autori koriste dva razlicita imena [12, 15]. Detalji racuna iz ovog potpoglavlja
nalaze se u Dodatku C.

Polazimo dakle od ukupnog hamiltonijana koji ukljucuje elektrone i fonone, te ve-

zanje medu njima oblika'

Z V(K k
kq'ov \/_

avq/ +a},_y)CloCho- (5.4.1)

Ovdje su ai_ ¢ 1 ayq fononski operatori stvaranja i ponisStenja, dok indeks v oznacava
fononsku granu. Gornji hamiltonijan ukljucuje rasprSenje na akusti¢nim i optickim fo-
nonima, kao i kanal rasprSenja koji odgovara statickom neredu (v = 0). Radi jasnoce
ogranicCit ¢emo se na akusti¢ne fonone te ¢emo indeks Vv ispustiti iz daljnjih zapisa.
Dijagramatski doprinosi sila-sila korelacijskoj funkciji koji su drugog reda u H7,
izraz (C.1.9), tj. u formalizmu jednadzbi gibanja izraz (5.2.9), predstavljeni su na Slici
5.2. Oni ¢ine vodeéi ¢lan ukupne korelacijske funkcije prikazane na Slici 5.1. Pro-
motrit ¢emo doprinos 2A koji sadrzi kao gradivni element vlastitu energiju elektrona
(preostala tri doprinosa iz (5.2.9), tj. (C.1.9) dobivaju se na isti nacin). Za taj doprinos

imamo
24 . j V(K k)
Toa' (q.i0,) =— = lhm s ) Ja / T (1)
}’l kk/
TH

c£+q,ccko (ag + aiq,)> )
(5.4.2)

x (Tz ckc(r)ckJrq/G(T)e H(aq, +a_g)e”

!Primijetimo da smo ¢lan hamiltonijana koji opisuje rasprienje na statickom neredu i pripadnu jakost

vezanja, izraz (5.1.2), takoder oznacili s H i V (k,k’). U ostatku rada to nece voditi do zabuna.
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Ovdje je k' = k+q’. Bududi da elektronski i fononski operatori komutiraju, koristenje

Wickovog teorema je znatno olakSano. Za fononski dio dobivamo

(T; eTH(az;, +a—q’)e_TH(aq/ _|_aT_q/)> _ (TTA(—q',‘L')A(q’,O))
—(T: A(q',0)A(—q', 7)) (5.4.3)
= Q)(q/,—‘[),

a za elektronski dio

(Te o (F)ek g0 (D)6l o 0)cko (0)) = (T o (F)era ()T e qro (D) 1 (0))
=Gk, —1)G(k+q',7).
(5.4.4)

Ovdje smo iskoristili definiciju fononskog propagatora D(q,7—1') = —(T; A(q,7)A(—q', 7))
te definiciju elektronskog propagatora G(k,7—1') = —(T; ckc(’c)clic(’c’ )). Dakle, do-
prinos vezan uz prvi od Cetri ¢lana sa Slike 5.2 moZemo pisati na nacin

|2
o=~ % s [ ) LI

kk'c
X Q)(qlv _T) G(k7 _T) g(k + qlv T)'
(5.4.5)
Kao $to je pokazano u Dodatku C.2, nakon Fourierovih transformacija taj izraz prelazi

u
1 1

(ihw,)2V

24,

Mg (4,i0,) ~ @G o) @G (0)] . (546)

gdje je

o2 (iwy,) =Y 7Kk 5 ZZZQ L iVe—i0,) G(K iV, +i0,) F(q i)
kk'c B h iV, iy,
(5.4.7)

Propagator 7 (q',iom,) = (|V(k,kK')|>/N)D(q,i®,) se obi¢no naziva sila-sila korela-
cijska funkcija. Za preostale dijagrame 2A;, 2B; i 2B, sa Slike 5.2 dobivamo tri
preostala ¢lana u (5.2.9), tj. (C.1.9). Takoder, rasprSenje na statickom neredu te na
drugim elektronima vodi do iste forme za izraz ®yq(i®,). Dakle, u generalnom slu-

¢aju dobivamo

1
T (4, i0,) ~ — oV [q)m (i) — D2, (0)], (5.4.8)
@511(1'(0"): Z [Ja(k) Jo( k' [32 ZZZQ iV —i0,)G(K iV, + i) Fy (qioy,).
kk'ov iVy iy

(5.4.9)

Ovdje #(q,i®,,) ukljuluje sve relevantne kanale rasprienja.
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K, K K
B A gu e S
gk k) kK Bk k) ik k)

Slika 5.1: Dijagramatski prikaz ukupne korelacijske funkcije 7y (q,i@,) sa istaknu-
tim vode¢im ¢lanom ~ (H{)z. Otvoreni kvadrati su efektivne strujne vrSne funkcije

(5.2.2), a crtkana linija sila-sila korelacijska funkcija, ¥ (q',i®,,).

y 28, 24, 2B, M 2B K
» S X » N X » ~ > X N X » -
0 0 = (e~ e+ e e e e e
o~k : X X X X
. - . - ; - g - . -
LK) ik k) LK § LK) AT R GO IR (D I 100 LK X T

Slika 5.2: Vodeci €lan u struja-struja korelacijskoj funkciji u formalizma jednadzbi gi-
banja [izraz (5.2.9)] i u formalizmu sa sila-sila korelacijskom funkcijom [izraz (C.1.9)].
Zaokruzeni dijelovi predstavljaju efektivne strujne vr$ne funkcije. Pune tocke pred-
stavljaju neinteragirajuée strujne vrs$ne funkcije. Doprinos 2A; predstavlja doprinos s
vlastitiom energijom elektrona, 2A, doprinos s vlastitom energijom Supljine, a dopri-
nos 2B = 2B 4 2B vrine popravke.

Na kraju, koristimo definiciju memorijske funkcije (izraz (2.4.1) i [15])

ﬂaa(O)M(X(w)N Ma(a)) Moc(w) 2
naa<w>=mwn““(0)[ o (M )+] (54.10)

)
m o

Ovdje smo u prvom retku napravili visokoenergetski razvoj. Konacno, koristeéi izraz

(5.4.8) za struja-struja korelacijsku funkciju dobivamo memorijsku funkciju. Rezultat

je

M) (@) = %thw Dl (@) — Dy (0) | (5.4.11)
Ovdie je funkcija ®2, (@) dobivena analiti¢kim produljenjem funkcije Py (i) (i@, —
o +in). Primijetimo da je razvoj (5.4.10) identian razvoju (4.5.7). Razlika je Sto
smo u Poglavlju 4 do struja-struja korelacijske funkcije dosli koriste¢i formalizam jed-
nadzbi gibanja, gdje je uvodenje memorijske funkcije fenomenoloski opravdano nje-
nom identifikacijom s vlastitom energijom elektron-Supljina para u dijagramatskom
racunu. S druge strane, ovdje je koriSten Matsubarin formalizam, te je memorijska

funkcija usla egzaktno.



Poglavlje 6

Dinamicka vodljivost BCS

supravodica

Bardeen-Cooper-Schriefferova teorija supravodljivosti opisuje kako privlacna efek-
tivna interakcija medu elektronima vodi do nestabilnosti sustava vodljivih elektrona
prema supravodljivom uredenom stanju. Ta nestabilnost nastupa kada odgovarajuca
amplituda rasprSenja elektrona postane proizvoljno velika. U tom sluc¢aju novo ravno-
teZno stanje se vise ne moze izvesti perturbativnim racunom. Drugacije reCeno, novo
ravnotezZno stanje nije perturbacija normalnog stanja sustava vodljivih elektrona.

U ovom poglavlju uvjerit ¢emo se da metodu jednadzbi gibanja iz prethodnog po-
glavlja moZemo koristiti za opis jednocestinih pobudenja u uredenom BCS stanju.
Prvo ¢emo dijagonalizirati BCS hamiltonijan i uvesti Nambuovu reprezentaciju. Zatim
¢emo odrediti strukturu hamiltonijana vezanja vodljivih elektrona s vanjskim elektro-
magnetskim poljem i na kraju izvesti Mattis-Bardeenov rezultat te komentirati pret-

postavke njegovog izvoda.

6.1 BCS hamiltonijan u aproksimaciji srednjeg polja

U BCS teoriji elektronski dio hamiltonijana ima oblik

Hy =Y e(k)cf c +ZMJ e wpew (6.1.1)
el — ko tko N k¢ -k} K LICK T -1
ko kK’
gdje V(k,K) predstavlja efektivnu privlaénu interakciju izmedu elektrona koja je od-
govorna za sparivanje elektrona u Cooperove parove'. U BCS teoriji V (k,k’) potjece
od interakcije elektrona s fononima, no u generalnom slucaju moze potjecati od bilo

koje vrste bozonskih modova. Ako definiramo operatore

b(K) = c_x ckrs b (k) = cfoc’y, (6.1.2)

!Primijetimo da je V (k,k’) imao drugaéije znacenje u prethodna dva poglavlja.

41
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i primijenimo aproksimaciju srednjeg polja® na b’ (k)b(k’), dobivamo efektivni jedno-

cesticni BCS hamiltonijan
HMFA ZS |:CkGCkG kaicikJ —Z [A(k)cltTcik¢+A* (k)c—kickT]
k

(6.1.3)
+Z£ +A(K)b*(K)].
k

Ovdje smo definirali pomoénu veli¢inu A(Kk) koja ima dimenziju energije, na na¢in
1 !/ /
A(K) kzc; Nv(k,k )b(K). (6.1.4)
U prethodna dva izraza termodinamicki prosjek operatora (6.1.2) oznacdili smo na na-
¢in (b(k)) = b(k) i (b'(k)) = b*(k). Da bismo pojednostavili raspravu, u ostatku ovog
rada pretpostavit ¢emo da je A(k) € R.

Gornji hamiltonijan je jednocestiCan, tj. bilinearan u elektronskim operatorima.
No, za razliku od vecine ostalih efektivnih jednocesti¢nih hamiltonijana on sadrzi Cla-
nove oblika cc i ¢c’ koji ne ¢uvaju broj elektrona. Nambu je predloZio jednostavan
trik da se taj hamiltonijan prevede u standardnu formu koju mozemo lako dijagonali-
zirati. On je uveo dvije vrste kvazicestica koje predstavljaju elektrone opisane sa k 1

i Supljine opisane sa —k |. U nedijagonalnoj {/k} reprezentaciji (I € {c,c}) moZemo

dakle pisati
o7 .
CkT:CClU c_k\L:CQk
Ck Cek (6.1.5)
lPk:(TT>:<C)7 lPIT(:(CZkCzk)'
C—ki Cck

Veli¢ine W 1 ‘I’IT( nazivamo Nambuovi spinori. Prvi dio u BCS hamiltonijanu (6.1.3)

sada postaje

AH =~ Zs ckCCk gkCEk} -3 [A(K)clcox +A(K) cchk}

k
= 281 clkclk - Z [A(k) CoCck T A(k) Ckcck]
”/ k (6.1.6)
= %; Zk: Clkcl'k
= leltAHel (k)\Pk.
k

U drugom redu smo definirali kratice & (k) na nacin: & (k) = —¢&.(k) =¢(k) >0. U

¢etvrtom redu zapisali smo hamiltonijan uz pomo¢ Nambuovih spinora, gdje je

_ [ ek)  —A(k)
AHez(k)—(_A(k> _g(k)>. (6.1.7)

2Pod aproksimacijom srednjeg polja podrazumijevamo transformaciju AB — A(B) + (A)B — (A)(B).
Greska od ove transformacije je drugog reda u devijacijama A i B od njihovih prosjec¢nih vrijednosti, tj.
AB—(A)B—A(B)+(A)(B) = (A—(A))(B— (B)).
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U Dodatku D.1 pokazano je da hamiltonijan (6.1.6) moZemo dijagonalizirati kao i

bilo koji efektivni problem s dvije vrste kvaziCestica/Cestica. Rezultat je

el— Z ZEL chCLk (6.1.8)

L=CC k

. . o e ge. .. . v v . . .
Ovdje su sa ¢;) 1 ¢k oznaCeni dijagonalizirani kvaziCestiCni operatori u Nambuovoj

reprezentaciji [izraz (D.1.4)]. KvaziCestiCna energija definirana je sa

— \/ec )2 +4A2(K) = £1/€2(k) + A2(k) = £E(K). (6.1.9)

Primijetimo da u generalnom slucaju disperzije Ec(k) i Ec(k) nemaju jednostavnu

ovisnost o valnom vektoru k, jer osim u disperziji €(k) ona postoji i u parametaru
uredenja A(K).

6.2 BCS jednadzba samosuglasnosti

Najjednostavniji nacin odredivanja samosuglasne BCS jednadzbe podrazumijeva mi-
nimizaciju termodinamickog potencijala po parametru uredenja. Alternativni nacin
zahtjeva koriStenje anomalnih Greenovih funkcija. On je dan u Dodatku D.2.

Ukupni hamiltonijan sastoji se od dijagonaliziranog dijela i dijela koji opisuje ko-

rekcije srednjeg polja

H= ZEL chch+Z[ Z%V(k,k/)b*(k)b(k’)] (6.2.1)
k/

Termodinamicki potencijal je dan sa

1
[9) *___ (u—Er(k / — ' 1"\ 1 * (1! ay
(b,b §ln [14€P +Zs (k) k/%Nv(k,k )b* (K )b(K")
(6.2.2)
Minimizacijom gornjeg izraza po parametru b*(k) dobivamo
IQ(b,b*) 1 PHEE) IEL(K) Lo 96 (K)
—_=—— — — ) =V(,k")b(k =0.
db* (k) ﬁLk,1+eﬁ(u—EL(k’))( h) ab*(k) k,zk‘j,NV( K )8b*(k) 0
(6.2.3)

U drugom ¢lanu vrijedi (db*(k')/db*(k)) = Ok x, pa je on jednak A(k). Nakon iz-
vrednjavanja derivacije dEL (k") /db* (k) u prvom ¢lanu dobivamo BCS samosuglasnu

jednadzbu,
Je(K) — fe(K')
Ec(K') —Ec (k')

Ak) =Y ]lVV(k,k’)A(k’) (6.2.4)

kl
Ova jednadzba igra centralnu ulogu kod odredivanja karakteristika supravodljivog sta-
nja u slabo vezanim® BCS supravodi¢ima. Ona je opéeg oblika u smislu da nikakav

engl. "weak coupling”
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uvjet nije postavljen na simetriju interakcije V (k,Kk’), te da vrijedi za arbitrarnu tem-
peraturu. U Dodatku D.3 razmatramo samosuglasnu BCS jednadzbu za dva izbora
interakcije V (k,k').

6.3 Minimalna supstitucija

U prethodnom poglavlju opisali smo rasprSenje elektrona na statickom neredu na efek-
tivan nacin, uvodeci efektivno vezanje vodljivih elektrona i vektorskog potencijala. To
nam je omogucilo koriStenje jednadZzbi gibanja koje znamo rijesiti i u kojima imamo
kontrolu nad zakonom sacuvanja energije. Sada ¢emo pokazati da iste jednadzbe giba-
nja moZemo Kkoristiti za opis korelacijskih funkcija u modelima s dvije vrpce. Hamil-
tonijan (6.2.1) nam je ovdje od primarnog interesa.

Prvo promotrimo linearno vezanje elektrona i vektorskog potencijala u izrazima
(3.4.7) 1 (5.2.1). Oni imaju istu strukturu; oba su umnozak vektorskog potencijala i

operatora gustoce struje*. Tu strukturu moZemo zapisati kao

1 .
H = =) AG'(a,1)Ju(-q), (6.3.1)
s
ako uvedemo pomo¢ni operator gustoce struje Jo(—q”) na nadin

A

=) = Yk + 4 K0 gk 632)
ko

U izvornom hamiltonijanu vezanja, H{, gustoéu Ju(—q) dobivamo za Ju(—q" —
—q), dok u efektivnom hamiltonijanu vezanja za Jo(—q) = L Jo(q'). U prvom slu-
¢aju je strujna vr¥na funkcija Jo (k4 q”, k) ~ evg(k), a u drugom je jq(k,k+q’).

Da bismo opisali vezanje Nambuovih kvaziCestica i vektorskog potencijala u ure-
denom BCS stanju potrebno je odrediti strukturu pomoénog operatora gustoce struje
(6.3.2) u {Lk} reprezentaciji. Koristimo vezu izmedu operatora C;k 1 czk, te dobivamo
(k// — k + q//)

Jo (—q") = Z [Joc (K", k)cli”TckT +Ja (K", k)clt"ickd
k

Z [Ja (k//’ k)clz,,TCkT —Ja (k//7 k>ck¢0£//¢}
k

Z [JOC (kﬂa k)cl-i"TCkT + JOC (_k7 _k”)c—k"iciki]
k (6.3.3)

Y, K s k' i)
] d

Y Ja(k" k) Y cjen

K ]

Y'Y Ja (K" k) Y U (1, LU (1, L) e i
k [ LL

4Izraz (3.5.1) je upravo takav eksplicitni zapis za H{™.
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Dakle,

Jo(—q") = ZZJgL(k+ q’, k)cz,Hq//CLk- (6.3.4)
LK

U Cetvrtom redu izraza (6.3.3) koristili smo relaciju Jo(—k,—Kk”) = Jo(k”,k), a u

izrazu (6.3.4) definirali smo strujnu vr$nu funkciju dvovrpcanog sustava,

JEH(K" k) = Jo (K" K ZUk//lmUk(l L). (6.3.5)

Direktnim uvrsStavanjem dobivamo

~
RO
L

.
=
N—

|
N
Py

5
=

I

Jo (K", ) (ugerage + viervie) = Jo (K" k)1 (K", k),

(6.3.6)
JEE(K" k) = JGE (K" k) = Jo (K" k) (i — vigriag) = Jo (K", k) p (K k)

[(K” k) i p(k”,Kk) su standardni udZzbeni¢ki BCS koherentni faktori vrste I [25]. Di-

rektnom supstitucijom dobivamo

1
Hext ZAext q,1) ZZJLL k_|_q’k) Lkt qCLKS (6.3.7)
T qQ L'L k
1
H = ZA”’ q.t ZZ jetkk+q')c L,kch/ (6.3.8)
L'LKK

Ovdje strujne vrsne funkcije odgovaraju onima iz izraza (6.4.7) odnosno (6.4.8).

6.4 Mattis-Bardeen model vodljivosti

Da bismo odredili tenzor vodljivosti u uredenom BCS stanju do drugog reda u V (k, k)
potrebno je proSiriti jednadzbe gibanja (5.1.5) i (5.2.4) u jednovrpCanim sustavima
u jednadZbe gibanja za sustave s viSe vrpci. Poopéenje je trivijalno: zamjenjujemo
kvantne brojeve k i k” sa Lk i L'k”. Rezultat je

[ha)+ i + EL(k) — Ep (k+ q)} <CLkCL’k+q>w = [<CszLk> - <C}i/k+ch’k+q>}
1 L'L tot 64.1)
X _Z ‘](X (k+q7k)Ao¢ (q7 (1)),
[+ inn + EL (k) — Epy(K)] <CszL’k’>a) = [(czkqu — <cz,k,cL/k/>}

, 6.4.2
(D) #erngao. O

Prva jednadzba gibanja sadrzi strujnu vr$nu funkciju JgL (k + q,k), dok druga, koja

opisuje doprinos koji je kvadratan u V (k,K’) sadrZi efektivnu strujnu vr$nu funkciju
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jEE (k k’). Doprinos nultog reda u induciranoj struji za dvovrpéani sustav dan je rela-

cijom’

; 1 ' :
I (o) = 5 VY J5E (kk+ @) (cjcriig)o (6.4.3)
k LI

S druge strane, kvadratni doprinos opisan je sa
77} 1 7!
d(q’ v Z Z]éL (k, k/) <CszL’k’>co- (6.4.4)
v Kk LL/

Direktnim uvrStavanjem iz jednadzbi gibanja dobivamo nulti 1 kvadratni doprinos struja-

struja korelacijskoj funkciji. Rezultat je

(0] 1 'L 2 fu(k) — fu(k+q)
oo (4, ®) = ng,ulJa Ktk i B _Eyiq (64
12,(q, ® ZZ| )2 fr(k) — fu (k') ‘ 6.4.6)

kk' LI/ h(l)—i—lhn +EL(k) —ELl(kl>

Ovi doprinosi imaju sli¢nu strukturu kao i doprinosi za jednovrpCane sustave [iz-
razi (5.1.7) 1 (5.2.6)]. Medutim, sada uz unutarvrpane doprinose tenzoru vodljivosti
imamo 1 meduvrpcane doprinose. U razli¢itim reZimima Ce razliciti doprinosi biti zna-
¢ajni. Nepromijenjen ostaje zaklju€ak da u kvadratnom ¢lanu moZemo stvarati realne
parove elektrona i Supljina zahvaljujudi relaksaciji impulsa na necistocama. U Dodatku
D.3 dobiveni su prethodni rezultati, ali u Matsubarinom formalizmu.
Strujne vrSne funkcije u n([x(]x(q, ®) dobivamo pomocu zamjene q” — q u (6.3.6),
T6F (k4 q,k) = Jo (K + @, K) (11 qui + Vi i) = Ja(k+q,K)I(k+q,k),

LL (6.4.7)
Joti(k + q, k) = ‘]a (k + q, k) (uk+qvk - Vk—i—quk) = JOC (k + q, k)p<k + q, k)

Sli¢no, efektivne strujne vrSne funkcije iz (6.4.6) su oblika

LL ! . / — ! !

k. K') = jo(K.K)(ukue +vive ) = jo (K, K)I(K,K'),

o (K K) = jo(kK)(uku +vivw) = ja(k K)I(k,K') (6.4.8)
J

.]OC (k7k/) = ja(kak,)@lkvk’ —Vkl/lk/) = .Ot(k7k/)p(k=k/)'

2]

U dugovalnoj granici (q — 0), efektivne strujne vr$ne funkcije u 74y (q, @) ostaju

[0]

nepromijenjene. Strujne vrine funkcije u gy (q, @) mozemo izvrijedniti. Rezultat je
Jg (k) = Ja(K),
JEE(K) o (uyevic — vicuk) = 0.

[0]

To znaci da meduvrpcani doprinos tenzoru vodljivosti, Gy (q, @), i8¢ezava, a unutar-

(6.4.9)

vrpCani doprinos ¢e biti vazan samo ako smo na dovoljno visokim temperaturama, jer

SPrimijetimo da i u jednovrpéanom slu¢aju (Poglavlje 5) i u dvovrpéanom sluéaju za inducirane

struje i korelacijske funkcije koristimo iste oznake.
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je taj doprinos proporcionalan broju termalno aktiviranih nosioca naboja. Stoga mo-
Zemo zakljuciti da u rezimu 7 =~ 0, za @ # 0, vodeéi ¢lan u tenzoru vodljivosti potjece
od |V (k,k’)|?> doprinosa,

Ju(k) — fu (K')
ho+ it + EL(k) — Ep ()

1
Ty (©) ~ v L lia(kK) 2, (k,K) (6.4.10)

Kk' LL’

Da bismo skratili zapis ovdje smo uveli oznaku c?,,(k,k’) za dvije vrste koherentnih

faktora vrste 11,

LI k k/ 2
et (kK) = % e {PkX),p*kK)}. (6.4.11)

6.4.1 Vodljivost u BCS supravodic¢ima s simetrije u visokoenerget-
skom rezimu
Iako je analiza u ovom poglavlju bila opcenita, sada éemo se ograniciti na slucaj pa-

rametra uredenja s simetrije gdje je A(k) = A. U tom slucaju kvaziCesti¢na disperzija
prikazana je na Slici 6.1.

L — e (k)
04 — Eg(k.m22) ]

02

Fermijev nivo

energija [eV]
=)
_—
12
>

02f

04}

e ' 0 ' K,
Slika 6.1: Disperzije Nambuovih kvazicestica uzduz linije (—kr,7/2a)-(kr,7/2a) za

T > T, (vrpce oznaCene sacic)i T < T, (vipce C i C). Zbog ilustrativnosti izbor
parametra procjepa je A = 0.06 eV.

Iz Bogoljubovljevih transformacija BCS hamiltonijana, dobili smo da je (Dodatak

D.1) @:%(H%)v vizl(l_%)' (6.4.12)

Primijetimo da oba elementa ovise o k preko €(k). MnoZenje izraza (6.4.10) s inden-

titetom

1= /_m d£6(£—£(k))/_w de'5(e' — e(K), (6.4.13)



48 POGLAVLIJE 6. DINAMICKA VODLJIVOST BCS SUPRAVODICA

omogucéava nam znacajno pojednostavljenje notacije. Koherentni faktori sada postaju

reer=wwr=[0-2'0-2) (090 5) |
2 12

i) 20205

1 | ee + AN
2 EE’ ’

(6.4.14)
gdjeje E = V&2 — A?i E' = /&> — A’2. Sli¢no dobivamo
1 e/ + AN
(e, e) = 5 (1 + T) . (6.4.15)

Tenzor vodljivosti je dan relacijom 0y (q, @) = (i/®)Teq(q, @), Sto vodi do

2
o2 (o) = 5’/ ds/ de' F(k, K )La (o, ,€). (6.4.16)

Ovdje smo podintegralnu funkciju faktorizirali na

fkK) = Z\ ja(k,K) \ 5(e—¢e(k))d (e —e(K)),
kk’
Z c]%U('s:g/) f(EL)— f(Ep)
2 ho+ihm+EL—Ep

(6.4.17)
La(w,e,€") =

Ll

Izraz (6.4.16) je rezultat za jednocCesticnu @ # 0 vodljivost u BCS supravodic¢ima s
simetrije. On ovisi o dva faktora. Prvi faktor, f(k,k’), sadrZi informaciju o grupnoj
brzini elektrona i o matri¢cnom elementu rasprSenja V (k,k’). On u potpunosti opisuje
normalno stanje i ne ovisi o procjepu A. Njega moZzemo jednostavno aproksimirati:
buducdi da su jednocesticna pobudenja znacajna samo u blizini Fermijeve plohe, A ~
le — €'| < (n/7), vrijedi f(k,K') ~ D2(EF)<<(1/V)\ja(k,k’)|2>>,7p (ovdje je D(E)
gustoda stanja). Drugi faktor, Lx (o, €,€’), opisuje efekte supravodljivog uredenja. Za
T =~ 0 unutarvrpcani doprinos iS¢ezava, dok meduvrpcani doprinos mozemo prevesti
na oblik

LM,M):PZ(&S')( L-2f(E) , 1-2f(E) ) 64.18)

2 ho+ihm+E+E  ho+iin—E—FE'

U slu¢aju T ~ 0 nemamo apsorbcije za i < A, te vrijedi f(E) = f(E’) = 0. Stoga

realni dio vodljivosti zapisujemo kao

27 €, e
o15(@) = ED2(EF) (1/V)]ja(k,K) FP/ ds/ de’p 6.4.19)

X (Ono,pEr + 6hw7—E—E’) :
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Ovdje J-funkcije dolaze iz izraza (6.4.18). Prelaskom na varijablu integracije E i E’

dobivamo
T 0 Et9(E2 A?)

(6.4.20)

oo EIG(E/Z_A/Z) AN
/
x /A dE E2 _ A2 (1 a EE’) (0.4 + dho—5-51).

Ovdje smo u koherentnom faktoru p?(g,€’) izostavili ¢lan sa €€, jer on zbog par-
nosti iS¢ezava nakon integracije u izrazu (6.4.19). U gornjem izrazu prva §-funkcija
daje uvjet E' = hw — E, a O-funkcija i — A > E. To odgovara pobudenju dviju kva-
ziCestica energija E i E’. Druga &-funckija ne daje fizikalan rezultat. Za realni dio

supravodljivosti kona¢no dobivamo

o= NPNY. ho-4 E(ho—E)—A?
01s(0) = EDZ(EF)“(I/V”JOC(k’k)‘ >>F”/A VEZ—A2\/(ho —E)2 — A%’
(6.4.21)

U normalnom stanju vrijedi A = 0, pa je omjer visokoenergetske dinamicke vodljivosti

u normalnom i supravodljivom stanju s simetrije

(6.4.22)

o1 5( /"“0 A E(ho —E) —A?

O1a(®)  hw 2_A2\/(hw—E)2—A?
Ovaj rezultat prikazan je na Slici 6.2. U slucaju T # 0, Fermi-Diracove funkcije ras-
podjele nece biti nula te ¢emo imati kvazicesticna pobudenja i za hw < A.

B o e L o o o e e o s e LA B
L 10
[ +SAMPLE A |
0.8-_ 0 SAMPLE B
[ 8 SAMPLE C o M
B = THEORY o S, +[+ ~
§ 0.6 | e ++
= . g
20T & ost &
g I 5| *
0" 0.4 Y
I e
(-1
0.2} . 45
< o
N +*ad +39
i 00 ek e lo0f)
[ Fre Jeo
0_|||| T R T R ||_ ||||||||| Tnnnu ||||||||| loai g et ar e e diteglraey
o [ 20 30 40 50 P
0 3 9 12 1 ]
6 ® [meV] 3 FREQUENCY & (cm™)
(a) (b)

Slika 6.2: (a) Mattis-Bardeenov rezultat (6.4.22) za A = 3.03 meV. Rezultat je dobiven
zapisom izraza (6.4.22) preko kompletnih elipti¢kih integrala E(@) i K(a), gdje je
o =(w—2A)/(@w+2A) [12]. Primijetimo kako kvaziCesticna pobudenja nemamo
sve do w = 2A = 6.06 meV, jer moramo stvoriti dvije kvazicCestice. (b) Apsorbcija
supravodljivog olova na T = 2 K. Puna linija je Mattis-Bardeenov rezultat, dok su

toCke eksperimentalne vrijednosti. [12, 26]



Poglavlje 7
Naddopirani kuprati

U potpoglavlju 1.2 sazeli smo eksperimentalne rezultate elektrodinamickih svojstava
supravodljivih kuprata. Uzimajuéi antiferomagnetsku fazu kao ishodi$nu, mijenjajuéi
temperaturu i dopiranje dobivamo Cetri razlicite faze [Slika 1.1(b)]: (i) Fermijeva te-
kuéina (desno od naddopiranog supravodljivo uredenog stanja) ¢ije je glavno svojstvo
puna Fermijeva ploha [Slike 1.6(e,f) 1 1.8] (ii) usko podrucje iznad optimalno dopi-
ranog supravodljivo uredenog stanja koje karakterizira otpornost proporcionalna sa T
[Slika 1.3(b)] (iii) faza s AFM pseudoprocjepom koju karakterizira suzavanje Fermi-
jevih lukova sa smanjivanjem dopiranja od 6 =~ 0.15 do & ~ 0.05 i sa snizavanjem
temperature od 7* do T, [Slike 1.5(b) i 1.6(a,b,f)] (iv) supravodljivo uredeno stanje
koje karakterizira parametar uredenja d,>_,» simetrije [Slike 1.5(b), 7.2].

U ovom poglavlju éemo opisati osnovne karakteristike supravodljivo uredenog sta-
nje naddopiranih kuprata te istraziti u kojoj mjeri moZemo u opisu tog dijela faznog
dijagrama koristiti rezultate prethodnog poglavlja, tj. Sto treba uciniti da izraze za di-
namicku vodljivost iz prethodnih poglavlja prevedemo u formu prikladnu za analizu

naddopiranih kuprata.

7.1 Supravodljivo uredeno stanje naddopiranih kuprata

U naddopiranim kupratima razlikujemo temperaturne rezime 7 > T, 1 T < T.. Obi¢ni
Drudeov model ne moze objasniti vodljivost ni za T > T, niti za T < T,. U prvom
slucaju vodljivost ovisi o frekvenciji na na¢in @Y, gdje je v < 2 [Slika 1.2(b)], dok
u drugom slu€aju imamo znacajnu redistribuciju spektralne teZine na energijama ma-
njima od 2A(K) [Slika 1.4(b)]. U oba temperaturna reZima imamo smanjenje efek-
tivnog broja nosioca naboja s obzirom na nominalnu koncentraciju elektrona n [Slika
1.5(a)].

50
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Slika 7.1: (a) Ovisnost efektivne mase elektrona o frekvenciji (b) Ovisnost relaksa-
cijske funkcije o frekvenciji u Lay_,Sr,CuQy4 porodici kuprata [2]. Oba mjerenja su

izvrSena na sobnoj temperaturi.

A
k,

|+

M
k,
+ .
Fermijeva
ploha

Slika 7.2: Shematski prikaz parametra uredenja d,»_,» simetrije na kruznoj Fermi-

jevoj plohi centriranoj oko tocke M = (x/a,m/a). Parametra uredenja je nula na
(+kr,tkr), gdje mijenja predznak. Eksperimentalna Fermijeva ploha prikazana je

na Slici 1.8.

Na Slici 7.1(a) je prikazana ovisnost efektivne mase elektrona my efs ¢ (@) u genera-

. e
liziranom Drudeovom modelu o @. Ona neovisno o dopiranju saturira na mafdc R 2m.
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To odgovara ukupnom broju nositelja naboja nfxfO{ ~ (0.5 u unutarvrp¢anoj Vodljivosti

S druge strane, my et ¢ (@ = 0) =~ 5m u naddopiranom reZimu govori da je naa ~n/5
efektivan broj nositelja naboja u Drudeovoj unutarvrpcanoj vodljivosti te da se sma-
njenje s dopiranjem pribliZzno na nacin n oc 8. Ti eksperimentalni rezultati govore
da relaksacijska funkcija I'¢(®) ovisi o frekvencul, te da u analizi moramo Koris-
titi barem jednokomponentni generalizirani Drudeov model! [izraz (4.5.4)]. Na Slici
7.1(b) vidimo da je ovisnost relaksacijske funkcije o @ neuobiCajena za sva dopiranja
osim za ona koja odgovaraju naddopiranom rezimu. U tom slu¢aju je Ty (®) o< ®?,
Sto je tipi¢no za Fermijeve tekuéine. To je konzistentno s oblikom Fermijeve plohe u
naddopiranim kupratima prikazanim na Slici 1.8. Buduc¢i da je Fermijeva ploha zatvo-
rena, te je gusenje /i/T(®) razmjerno malo za i < 100 meV, moguée je prilagoditi
obi¢nu BCS teoriju za studiranje supravodljivog stanja naddopiranih kuprata. Tu nema
nastanka AFM pseudoprocjepa i efekti redistribucije spektralne teZine u cyq (@) vide
se tek na temperaturama blizu 7, (i ispod T.-a). Mattis-Bardeenov rezultat (6.4.22)
iz prethodnog poglavlja opisuje standardne supravodice (Slika 6.2) sa supravodljivim
parametrom uredenja s simetrije. Kod naddopiranih kuprata parametar uredenja ima
dy_y
hw < 100meV na Slici 1.4(b)]. To znaci da pretpostavka iz potpoglavlja 6.4.1 da je

» simetriju $to omogucava kvaziCesticna pobudenja sve do @ = 0 [pobudenja za

A(k) = A ovdje ne vrijedi, te se moramo vratiti na op¢i izraz (6.4.10) koji opisuje

vodeci €lan u tenzoru vodljivosti,

T () ~ ZZUakk’)ch( ) fulk) — fu (k) (7.1.1)

Viwir ho +ihn + Ep (k) — Ep(K')’

te na¢i nacin kako tu sumaciju po potencijama od (H] )2 progiriti do beskona¢nosti.

7.2 JednadZzba samosuglasnosti za parametar uredenja
d,2_,» simetrije

U primjeru u Dodatku D.3.1 je pokazano kako BCS jednadZba samosuglasnosti (6.2.4)
uz odabir privlaéne interakcije koja ne ovisi o valnom vektoru (V (k,k') = =V < 0)
vodi do parametra uredenja s simetrije (A(k) = A). Kako bismo rjesili BCS jed-
nadZbu samosuglasnosti u opéenitom slu¢aju, moZzemo pretpostaviti da je V (k, k') =
AW (K)W (K'). Parametar uredenja je sada A(k) = AW (k).
Najjednostavniji slucaj koji opisuje parametar uredenja d »

2y simetrije je W (k) =
cos(kya) —cos(kya), tj.

V(k,k') = Vi [cos(ka) — cos(kya)] [cos(kia) — cos(k;a)} , (7.2.1)

IPrimijetimo da su velicine iz Poglavlja 4, ny = n%J /[1+ Ag(®)], To(®) = To(@)[1+ Ag(®)] i

mild @ — [1+ Ag(®)]meq ekvivalentni nadini za razmatranje efekata parametra Aq (®).
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Sto vodi do
A(K) = Afcos(kya) —cos(kya)l, (7.2.2)

te do jednadzbe samosuglasnosti (D.3.5),

1 —2fc(K
T=50 Zw2<k')A<k'>E($§). (72.3)
k/

Rjesenje jednadZbe Ce biti nesto sloZenije od rjesenja prikazanog na Slici D.1.

7.3 Dinamicka vodljivost u supravodljivom uredenom

stanju naddopiranih kuprata

Ovaj diplomski rad se bavi razjaSnjavanjem svih elemenata koji su potrebni da bismo
razumijeli dinamicku vodljivost BCS supravodica s simetrije na temperaturama iznad
i ispod 7. Rezultati su standardni izrazi (4.5.2) za Gyq(®) pri temperaturama 7 > T,
te (6.4.21) za Re{ogq(®)} pri temperaturama T < T.. U naddopiranim kupratima
izraz (4.5.2) je i dalje valjan, te se racun vodljivosti Oy (@) svodi na ratun memo-
rijske funkcije My (k, @) $to moZe biti prili¢no sloZeno, ¢ak i u naddopiranom rezimu

Ger je m&d (@ = 0) ~ 5m). No, da bismo dobili kvantitiativni opis Re {Caa(w)} za

T < T, potrebno je izraCunati th(}x(a)) za Kk ovisan parametar uredenja, numericki ri-
jesiti dobivene sume po k i K/, te potom naciniti resumaciju doprinosa u Ty (®) po
potencijama od (H{)2 do beskonacnosti. To je potrebno uciniti zbog toga Sto sada
prag za stvaranje jednocesticnih pobudenja nije viSe 2A, nego ovisi o valnom vektoru
k na nacin 2A(k) = 2A|[cos(kca) — cos(kya)] i u tom slucaju nije moguce naciniti stan-
dardna pojednostavljenja iz Mattis-Bardeen analize (potpoglavlje 6.4). Taj problem
je vrlo sloZen i ostavljamo ga za buduca istraZivanja. Potpuno analogno moZze se is-
traziti 1 ovisnost mikrovalne vodljivosti i elektronskih Ramanovih spektara o simetriji

parametra supravodljivog uredenja.



Zakljuéak

U ovom radu smo temeljito istraZili osnovne elemente potrebne za razumijevanje di-
namicke vodljivosti BCS supravodica s simetrije, te predloZili na¢in poopcenja Mattis-
Bardeenove analize u slu¢aju s parametrom uredenja koji ovisi o valnom vektoru, ilus-
triravsi to na primjeru naddopiranih kuprata.

Izveli smo izraze za elektricnu vodljivost u Drudeovom i Boltzmannovom forma-
lizmu. Potom smo u aproksimaciji ¢vrste veze istraZili vezanje vodljivih elektrona s
elektromagnetskim poljem. Rezultat te analize su izrazi za vr$ne funkcije Jo (k+q, k) i
Yap (K+q, k). Pokazali smo da u dugovalnoj granici (q — 0) te vrine funkcije moZemo
izraziti pomocu derivacija disperzije elektrona po komponentama valnog vektora.

Za bazdarenje preko skalarnog potencijala uvjerili smo se kako je fenomenolosko
ukljucivanje relaksacijskih procesa (in — iI') u izraz za vodljivost (4.3.19) konzis-
tentno s jednadzbom kontinuiteta. Medutim, kako relaksacijska funkcija u jako ko-
reliranim sustavima ovisi o frekvenciji i valnom vektoru, fenomenoloski smo uveli
memorijsku funkciju My (K, @) definiranu kao vlastitu energiju elektron-Supljina para.
Pomocu nje smo formulirali generaliziranu Drudeovu formulu (4.5.2) koja dobro opi-
suje obi¢ne metale i naddopirane kuprate za T > 7.

Za bazdarenje preko vektorskog potencijala ukljucili smo rasprSenje na statickom
neredu preko efektivnog vezanja vodljivih elektrona i polja A%”(q, ) na na¢in kako se
to obi¢no radi u Mattis-Bardeenovoj analizi normalnog stanja BCS supravodic¢a. Novi
element tog pristupa je efektivna strujna vr$na funkcija jo (k,k’). Odredili smo dopri-
nos memorijskoj funkciji koji je kvadratan u V (k,k’) [izraz (5.2.12)].

JednadZbe gibanja operatora gusto¢e u normalnom stanju na prirodan su nacin pro-
Sirene na uredeno BCS stanje koriste¢i u Nambuovu reprezentaciju. Struktura jed-
nadzbi gibanja ostaje ista, 1 one daju nulti 1 kvadratni doprinos u struja-struja korela-
cijskoj funkciji. Zakljucak je da u rezimu 7 ~ 0 < T, vodeci ¢lan u tenzoru vodljivosti
potjece od |V (k,k’)|> meduvrp&anih doprinosa [izraz (6.4.10)]. Taj rezultat je opéenit.
Specijalno, za A(k) = A reproducirali smo Mattis-Bardeenov rezultat (6.4.21). On vri-
jedi za supravodice s simetrije 1 zabranjuje kvaziCesti¢na pobudenja sve do hm = 2A.
Na kraju kratko raspravljamo sloZeni problem kvantitativnog opisa dinamicke vodlji-
vosti naddopiranih kuprata u reZimu 7' < T¢, u kojima supravodljivi parametar uredenja

imad,

2_y2 simetryju.
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Dodatak A

Izvodi nekih vaznih relacija

A.1 Linearizirana samosuglasna Boltzmanova jednadzba

Derivacije funkcije raspodjele (2.2.11) po tri varijable su oblika

af_ . iqr—iot

at - _lwg(k)e )

o _ . arion

= = iqr—i A.l.1l
o iqg(k)e : ( )

a_f _ afO (k) + ag (k) eiq~r—ia)t
ok dk dk ’

gdje derivacije po k piSemo na nacin

o0 4 (1)
ap de (k)
M:Zavﬁ( ) dg (k) (A.1.2)

ap 5 dp dvg (k)
Ovdje je v (k) = de (k) /dp grupna brzina elektrona. UvrStavajuéi gornje elemente u
Boltzmannovu jednadzbu (2.2.9), dobivamo

| . B fo (K) £, 98K
ilo—q-v(k)+i(k)]g (k) = gE- V e (K) +azﬁfmaﬁ B e ) AL3)

. 2o (K) g 95(k) B
Fe W50 L 19 e G

Ovdje je 1/mqp (k) = %€ (k) /0 pad pp tenzor reciprotne efektivne mase. Treci lan
na desnoj strani jednadzbe (A.1.3) i§¢ezava, jer je (v(k) x H) - v(k) = 0 po definiciji.
Drugi Clan je parna funkcija od k¢, pa ¢e njegov doprinos u induciranoj struji biti nula.

Zapisom preostalih ¢lanova po komponentama, dobivamo

i[o—k-v(k)+iT (K)]g(k) = Y ¢Eqva(k) %JZ)(%) N
q v dg(k) (A.1.4)
B Rl )
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56 DODATAK A. IZVODI NEKIH VAZNIH RELACIJA
A.2 '"Parcijalnaintegracija'' efektivne koncentracije vod-

ljivih elektrona

Izraz (2.3.6) za efektivnu koncentraciju elektrona mozemo zapisati na nacin

eff B dk (98 8f0( )
nelyg = hzz / o ke kg (A2.1)

Ocigledno vrijedi
d [de(k) _ d%’e(k) de (k) dfy (k)
s B0 | = T2 g+ R )

Sto vodi do

m 2
dk {8k { 8;}((:) fo (k)} + a;kfzxk) fo (k)} : (A.2.3)

Za odredivanje prvog Clana u vitiCastoj zagradi koristimo se trikom. Naime, za konac¢ni
q, izraz (A.2.1) mozemo zapisati kao

10e(k) fo(k+q) — fo(q)
nd (q / . A24
Ako u prvom pribrojniku podintegralne funkcije izvr§imo zamjenu k + q = k, dobi-
vamo
gy = lim __mz/ dkd {Va (k—q)fo(k) _va(K)fo(k)
92—0 N (2m) da qa
.m dk va (k) —ve (k—q)
= lim — / k A25
qa—0 h ; (Zn)dfo( ) da ( )
dk m 9%¢ (k)
- Z/ et ok P®

Sto znaci da prvi ¢lan izraza (A.2.3) iS¢ezava. Koristeci definiciju tenzora reciprocne
efektivne mase Yo (k) = mo?e(k)/0pg dpg, dobivamo izraz (2.3.7).
Primjecujemo da u 1D slucaju izraz (A.2.3) predstavlja rezultat standardne parci-

jalne integracije po k.
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A.3 Susceptibilnost u aproksimaciji nasumicnih faza

U T = 0 formalizmu, zasjenjena dielektricna susceptibilnost (zasjenjena naboj-naboj

korelacijska funkcija) definirana je na nacin [23]

([p(a,1),p(=q,0)]), (A3.1)

gdjeje p(q) =Yxo ecli &Ck+qo operator gustoCe naboja elektronskog podsustava, (3.5.5).
Radi jednostavnosti, susceptibilnost zapisujemo kao x (q,¢) = (1/V) Y ks ex (K,q,1),
gdje je

x (K, q,7) = —%9 () ([(chocriqo), P (—4,0)]). (A3.2)

Ovdje, kao i u glavnom tekstu, podskript ¢ oznaCava zapis operatora u Heisenbergovoj
slici A, = eH!/MAe=H1/h,

Jedan nacin da odredimo ¥ (k, q,7) je da promotrimo odgovarajucu jednadzbu giba-
nja. Kada kombiniramo tu jednadzbu s jednadZbom gibanja za operator (cleckJrqg) "
izraz (4.3.1), dobivamo

10 (k.0.0) =8 (1) {[(choeao), P (~0.0)])

i (A.3.3)
- 59 (1) < [cfmcch,H] ,;ﬁ (—q,0) >

Gornju jednadZbu gibanja rjeSavamo raunajuci komutatore. Koristeéi relacije [cicp,c3] =

ci[ea 3]+ er,e3)en i [cicz,c;m] = 523CIC4 - 6146‘;62 dobivamo

ClT(CkJrq,ﬁ (—‘l)] = Z [C£Ck+q> CIT(/Ckuq} = Z <5k+q,k/cltckuq - 5k,kquLCk+q)
K K

S
= kT CkiqCkta

(A.34)

[click+Q7H0i| = ZE (k/) |:Click+(b C]T(/Ckl] - Ze (k/) (6k/7kcltlck+q o 6k/7k+quT(Ck/)
K K’
=—e(k)—e(k+q)] C£Ck+q,
(A.3.5)
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t _ 1 t t t
[Hint,CkaJrq] Y Z Uy’ [Ck’+q’ck’ck”—qfck”7CkaJrCI]
k/k// !
1 t t t t t t
= _E k/§ /vq/ {Ck’—i-q’ck/ |:Ck,,_q,ck//, Cka_Hl] + |:Ck’+q’ck/’ Cka+qi| Ck,,_q,ck//}
T T
Z vq’ck'+q'ck’ Z <5k”,kck/uq/ck+q - 5k”fq’,k+qckck”>
k/ ! k//
i i) o

) Z Vg Y, <5k/7kck’+q’ck+q - 5k’+q’,k+qckck’> O —q K

k//q/ k/

_ T + F +
= 5 l;, vq’ {Ck+q’ck’7q’ck’ck+‘1 + Ck/+q/ck7q,Ck+qu/
q

_C£,+q,click+q+q/ck/ — Clzclz,iqcklckJrq,q/} .
(A.3.6)
UvrStavanjem gornja tri komutatora u jednadzbu gibanja (A.3.3) dobivamo Sestero-
CestiCne Clanove u susceptibilnosti. Stoga koristimo aproksimaciju nasumicnih faza,
koja je aproksimacija srednjeg polja u kojoj parove u dvocesticnim ¢lanovima izraza

(A.3.6) zamjenjujemo njihovim prosjecnim vrijednostima (biljeska na str. 42)
1
i ~ i i i i
|:Hint7 Ckck+q:| ~ — E Z Uq/ |:Ck+qlck+q<ck/_qlck,> + <Ck+q’ck+q>ck’—q’ck,
k'q'#£0
el exiq)ets . ow +of (cf )
k—q/ Sk+a/ Ok K T O Ck+q \Cpr 1 g K (A.3.7)
_C£,+q,ck/ <Ci{;ck+q+q’> — <c£,+q,ck/)ci{;ck+q+q/
—c;((ckJrq,q/ <C1T(’chk> - (clT(ckJrq,q/}chqck + konst. | .
Koristeéi relaciju <ckck/) Ok f (k), gdje je f (k) ponovo Fermi-Diracova raspodjela,

dobivamo da su drugi 1 treci ¢lan jednaki, kao 1 peti 1 osmi. Ostali ¢lanovi su nula.
Stoga vrijedi
Hip,clc vg | f (kK+q) = f(K) ¢l o (A3.8)
inty CxCk+-q q q kK'—q “k
k/ /

Uvrstavajuci komutatore (A.3.4), (A.3.5) 1 (A.3.8) u jednadzbu gibanja (A.3.3), te

prelaskom u inverzni prostor, dobivamo

(ho+imm +e(k)—e(k+q) ) x (k,q,0) = (f(k+q)— f(k)) <1+vq Y x(K.q,0)
k'c’
(A.3.9)

Sumirajudi po k i po spinu dolazimo do jednadzbe za x (q, @)

1 1 f(k+q)—f(k)
(A.3.10)
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Cije je rjeSenje
X0 (q7 (D)

RPA
X q,0) = . (A.3.11)
(,®) 1 —vq20(q, ®)
Ovdje xo (q,®) oznacava neinteragirajucu susceptibilnost elektrona,
1 k+q)—f(k
X0 (q,0) ==Y k) —f(k) (A.3.12)

VE&nho+inm+e(k)—e(k+q)

A.4 Opéenite Kubo formule

Kako bismo izveli opéenite Kubo formule, prvo moramo izvesti jednu vaZnu relaciju.

Parcijalno ¢emo integrirati
O((A:B)) o = —i® / dre ¢ (A, Bo)). (A1)
0

Ovdje su A; 1 By operatori zapisan u Heisenbergovoj slici u vremenu ¢ i u t = 0. Koris-

teéi standardni izraz d,A; = (1/ih)[A, H], nakon integracije dobivamo

({80 =—i{ oo B[] - [Car e A, B) |
- ® 1 = (io-n)r
:—l{—iw_nqA,B])—%w_n/o drelio=m) <[A,H],B>}.

(A.4.2)

Pustajuéi adijabatski parametar 1 u nulu, te koriste¢i (A.4.1), kona¢no dobivamo

0((A;B))o = ([A,B]) + %(([A,H] :B)) o
1 (A4.3)
= ([4,8]) - {{4: B, H])) o-

Ovdje drugi red vrijedi zbog mogucnosti pomicanja vremenske varijable ¢ unazad.

U nasem slucaju, izraz (4.2.1), imamo

i *° H _ A A~ N A ir
Vituu (q,0) = _5/0 dee’ ([ 1 (q,1) T (—4,0)]irea = (i (@) T (—@))) i
(A4.4)
Koristeci prvi red izraza (A.4.3), za gornju korelacijsku funkciju dobivamo

O((u (@) 3 ()6 = (o (@) Ju () + 5 (Vi (@), H]: T (—@)))™.
(A.4.5)
S druge strane, koristeci drugi red izraza (A.4.3) za drugi pribrojnik gornjeg izraza,

dobivamo
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Ovdje za @ = 0 ocito vrijedi
(Vi (@), H] Ju (—@)]) = 2 ({u (@) H: [ (@) HD) 5% (A4.7)

Bududi da je ([, () ,Ju (—q)]) = 0, kona¢no dobivamo

A A

Vit (q,0) = (Ju (@) Ju (—q) 5 = %(([Ju (), H]:Ju (—q)))




Dodatak B

Vezanje vodljivih elektrona i
elektromagnetskog polja

B.1 Vezanje s vektorskim potencijalom

Pocinjemo od neinteragiraju¢eg hamiltonijana (3.4.2). Minimalnom supstitucijom (3.4.5)

dobivamo
ext : ext
= —¢ c Cnir e (iq/he)Ry- A (R 1) ,—(iq/he) (Ru+1; ) A Ryt ) (B.1.1)
;‘/Z no j
Ovdje su r; definirani s izrazom (3.4.1). Nakon 8to se pokrate Clanovi sa R, ostaje

nam 4
Hom—tY Y chotniryge” /1A (Ra), (B.1.2)

nG j=1
gdje je R =R, + (1/2)r;. Buduéi da traZimo linearni i kvadratni ¢lan u vektorskom

potencijalu, razvijamo eksponencijalnu funkciju do kvadratnog ¢lana te dobivamo

—tZ Z CnoCnirio [l + (_h—lcqrj A (ﬁ,t)) +

no j=
1 [ —ig 2
- ext
+2(hc A™ (R, z)) }

Prvi ¢lan u uglatoj zagradi oCito odgovara neinteragiraju¢em hamiltonijanu, drugi li-

(B.1.3)

nearnom vezanju, a tre¢i kvadratnom Vezanju. Linearni ¢lan zapisujemo kao

HE = hcht y Z Choenir oA (R 1) (B.1.4)

no j=

U reprezentaciji delokaliziranih orbitala
T

1
Cn+rj6 = ﬁzk:e

Aext (§7 l‘) — ZAext (q’ l‘) eiq.i,
q

—ik-R,—ikr;
C
ko’

(B.1.5)
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linearni ¢lan postaje

. 4
—igt 1 (AR iar;/2—iki R +-iko R +-iko-T
ext ext iq-R,+iqr;/2—ik;-R,+iky) R, +iky-r; T )
I—I1 __ZNZA (q’t)z Zeq atiqr;/ 1" Ry 2Ry +iKp Jcklock25r]7
q

hC no k1k2j=1
(B.1.6)
odnosno
it 1 - 4
Hext_ h;] Zﬁ Z Aext(q)efk].Rn+k2.Rn+q.Rnclzldck26Zelkz-rﬂ»lq.rj/er
n klqu JZI
(B.1.7)

U gornjem izrazu prepoznajemo sumu (1/N) Y, exp{—i(k; —ko —q) R} = 8, k,+q
te stoga uz zapis k, = ki k| = k+ ¢ dobivamo

Hext EZ ext Zr ezkr,—i—zqr]/Z il

fic e Ck+q6
. . (B.1.8)
lq
B _nglAgd(q);{ ( h ) Zr e T e +qdck"}

Konac¢ni izraz za linearni ¢lan vezanja vodljivih elektrona na vektor potencijala mo-

Zemo jezgrovito zapisati kao

1
H{" = ==Y A5 (q,1) Y o (k+q.K) ], ¢ 5Cko
C qo ko

Jo (k+q,k) Zr ¢ ikta/2)y,
j=1

(B.1.9)

gdje je Jo (k+ q,k) o komponenta strujnog verteksa.
S druge strane, skupljajuéi treCe ¢lanove iz uglatih zagrada minimalno supstitu-
iranog hamiltonijana (B.1.3) moZemo izraziti kvadratni ¢lan u vezanju sa vektorskim

potencijalom

2
Hzext tz Z 5 [ r;- . Aext (Rn —}—I'J,t)} C,Tlaanrrjg
"o J=l (B.1.10)
et

2,
S (R TT) E
no ] 1
Kao i kod analize linearnog ¢lana, prelazimo na reprezentaciju delokaliziranih orbitala
(B.1.5), te kvadratni ¢lan postaje

Hy" = h2 22 ZZ{ Y riarjpAg’ (d",1) A (d',1)
=l afdd’ (B.1.11)

w o/t (Rutr;) id"-(Rytr;) Z oK R ik Rtk CLG Clyo -
kiky
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Znajuéi sumu (1/N) Y, exp{iR,- (ki +ko+q +q")} = O, _k,_q—q"- te stoga vrieci
zamjenu k) =Kk i k1 = -k —q —(q", dobivamo

ext hz ZZZ{ Z }"]a}"]ﬁAeXt /i )A%xt(q/7t)x
=1 "afdq” (B.1.12)

Xelq .rjelq -rj Ze’k'”ciquuq”ockf’ }

Definirajuci varijable kao q = q' +q”, tj. q” = q — q’, dobivamo

et ¢ k)
= o Jg’l (xﬁzq/qrj arjpAG’ (a—d',1) AF" (d',1) kzc;el(Hq) Sel g otko
2
=, LA )45 (0 > (% )z O ko
qq’ o c
(B.1.13)

Na kraju, jezgroviti zapis kvadratnog ¢lana vezanja sa vektorskim potencijalom postaje

2

1 t l
Hzex 2mc2 qanﬁAex q-— q7 )Af}x q7 ZYOC[; k+qak)ck+qgck67

) (B.1.14)

Tup (.80 = 35 % rrpe 40
=1

B.2 Veza nabojne i strujne vrsne funkcije

Razmatrajuci jednadZbu kontinuiteta

ih%ﬁ (@) =q-J(q) (B.2.1)
moZemo dobiti korisnu relaciju koja povezuje nabojne i strujne vr$ne funkcije. Buduci
da u formalizmu jednadzbi gibanja vrijedi i dp (q) /ot = [p (q) ,H'], za izbor q =
qafq, rjesSavamo

hatu (@) = [P (@) . (B22)
gdje je HS! = Yo € (K) c;(wck(j elektronski dio neinteragirajueg hamiltonijana Hy.

Znajuci oblik operatora gustoce naboja (3.5.5), komutator glasi

[cﬂackJqu,Hﬂ Zg k') [ckcckﬂg,c:{/c,ck/c/] [e (k-l—q)—s(k)]clicckﬂc.

(B.2.3)
Za sve komponente k to znaci
hqa kZJa (k,k+q)cf ckiqo = kZeq (k,k+q)cf ckiqo (B.2.4)
Sto daje izraz (3?5.6) ’
o (kk+q) _ie oo (B.2.5)

e(k+a)-e(k) ga



Dodatak C

Racun vodljivosti preko sila-sila
korelacijske funkcije

C.1 Izvod sila-sila korelacijske funkcije

Izvest ¢emo opdi oblik sila-sila korelacijske funkcije, te je potom ilustrirati na primjeru
rasprSenja elektrona na fononima. Izvod slican ovome moZe se naci u [12], a poopéenje
metode sa sila-sila korelacijskom funkcijom u [24].

Sli¢no kao i u izvodu Kubo formule, sila-sila korelacijske funkcije dobivamo nakon

dvostruke parcijalne integracije struja-struja korelacijske funkcije

1 B . . .
Taa(a,i0) = — /O A7 O (T; (g, 7) T (—q,0)). C.1.1)

Razlika je u tome da ovdje to ¢inimo u temperaturno ovisnom formalizmu. U gor-
njem izrazu T; je operator vremenskog uredenja. Parcijalno integrirajuci s obzirom na

Jo(q, 7), dobivamo

1

o (60:700) =~ 74,8~ 4,0) — Ja(~0.01a(0,0)

11 b dda(q,T) -
_’_VE/O dre <TTTJ(X(—(17O)>

(C.1.2)

Prvi ¢lan u gornjem izrazu je konstanta integracije te za njega vrijedi,

(C.1.3)
Ovdje smo u prvom redu iskoristili svojstvo cikli¢nosti traga. Bududéi da korelacijska

funkcija ovisi samo o razlici izmedu vrijednosti T varijable, izraz (C.1.2) mozemo
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pisati i na nacin
o, T') ;
Taa(q, i) = / dz '™ <TT —_— Jou(—q,—7)).  (C.1.4)
Vza)n -0

Parcijalno integrirajuéi gornji izraz s obzirom na Jy (—q, —7), dobivamo

Toa(q, i) :% ! < {Ja(‘I) %2;) r'_o] >

/Bth eia)nr<TT dfoc(‘L T) dfa(‘la ) >

z(on)2 0 dr dv’ |,
(C.1.5)

Prvi ¢lan je ponovo konstanta integracije. Drugi ¢lan ovisi o vremenskoj promjeni

<|~A

struje (koli¢ine gibanja), te ga stoga nazivamo sila-sila korelacijska funkcija. Buduéi
da je sila proporcionalna jakosti vezanja V (k,K’), ratun vodljivosti preko sila-sila ko-
relacijske funkcije je izrazito koristan ako traZimo rjeSenje do kvadratnog doprinosa
u V(k,K'), jer je upravo on vodeéi ¢lan. Pritom trebamo voditi racuna da i konstanta
integracija bude izraZena do kvadratnog doprinosa.
Za sila-sila korelacijsku funkciju potrebno je odrediti (dJy(q,7)/dt) = (1/ih)

x [Ju(q),H]. U sluéaju hamiltonijana koji opisuje elektron-fononsko vezanje, izraz
(5.4.1), to se svodi na ra¢un komutatora [J¢(q),H]]. Sli¢nost strukture hamiltonijana
rasprSenja na statiCkom neredu, izraz (5.1.2), sa spomenutim hamiltonijanom, te Ci-
njenica da elektronski i fononski operatori komutiraju, za rjeSenje daje isti izraz kao i
(5.3.3), uz zamjenu V (k,k') — V(k,kK') = (V(K' k) /VN)(aq + aiq,). Stoga vrijedi

Ja(@),H) = Y V (kK)o (k) ~Jo(K)]cggexs- (C.1.6)
kk'c
Za konstantu integracije u izrazu (C.1.5) raunamo pripadni komutator. Koristeci

komutatorske relacije iz Dodatka A.3, dobivamo
[fa(q), [ja(q)aH{” =

Z]a k k+q)ckcck+q67 Z V p p )[J(X(p) —Ja(p/)]C;G/CP/G/]
pp'c’

_Zfa (kk+a) Y. V(p,p)Valp) —Ja(®)llcrochqosc] CporCp'o’]
pp'c’

= Zja (k,k+q ZV p,p’)[]a (p) —Ja (p/)] {&(-H],pC]—ZGCPIG - 5k,p’cgock+qo}
ko pp’

ZJa V (kK)o (k) = Jo(K)]cpocxo — Y., Ja(K) k) e (K') —Jo (K)]ef o ko
kk'c kk'oc
=Y V(K K)Ja(k) —Jo(K)Pel ewo
kk'c

(C.1.7)
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Ovdje smo u dugovalnoj granici u drugom pribrojniku izvrsili zamjenu k = k'!.

Izraz (C.1.6) govori da je (dJy(q,7)/d7) ~ V(k,K'), te stoga sila-sila korelacijska
funkcija u izrazu (C.1.5) ima kvadratni doprinos u V (k,k’) u vodecem ¢lanu. S druge
strane, konstanta integracije u izrazu (C.1.5) je linearna u V (k,K’), te zahtjeva razvoj

do kvadratnog ¢lana preko matrice

S(B) =TTexp{—i/OﬁhdrH{}.

Dobivamo,

o] )= | s @), Yela?)) ]

m—/oﬁhdr<T1H{(T) [Ja(Q) %

([t i)

o))

(C.1.8)
Ovdje doprinos nultog reda u V (k,K’) i§¢ezava, te, bududi da je H] ~ V (k,k'), ostaje
samo kvadratni doprinos kao vodeci ¢lan. Doprinose viSih redova ne razmatramo.
Sada znamo vode¢i ¢lan i u konstanti integracije, izraz (C.1.8), i u sila-sila korela-
cijskoj funkciji za struja-struja korelacijsku funkciju [izraz (C.1.5)]. Oba vodeca Clana
su kvadratna u V (k,k’) i odredena komutatorima (C.1.6) i (C.1.7). Stoga njihovim uvr-
Stavanjem u izraz (C.1.5), dobivamo doprinos struja-struja korelacijskoj funkciji koji
je kvadratan u V (k,K’). Rezultat je

pr V(kK)?
2] (e i) — / o, |V (k,K)|
nOC(X(q7la)n) - lha)n 2ka/ [‘](X J(X k)] /0 dT (el T—1>T
% (Te (ck+q’ock<’ (aq/ +a_g)) CroCkiqoldy + aiq’)>'
(C.1.9)

Ovdje ¢lan sa exp{i®, T} odgovara sila-sila korelacijskoj funkciji kako smo je zvali u

izrazu (C.1.5), dok ¢lan s —1 odgovara konstanti integracije.

! Ako promotrimo komutatore (C.1.6) i (C.1.7) primijeéujemo da oni imaju istu strukturu. Svakom
sljede¢om parcijalnom integracijom dobivamo dodatni operator gustoée struje, Jo (q), kao ¢lan komu-
tatora. Njihov broj odreduje potenciju razlike strujnih vrinih funkcija, Jo (k) — Jo(K'). Stoga opcenito
vrijedi

(@), V@), V(@) Y]] 'R0 Y G K (k) — T (K"l i
kk'c
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C.2 Doprinos koji sadrzi vlastitu energiju elektrona

Promotrimo primjer iz (C.1.9) koji u sebi sadrZi vlastitu energiju elektrona kao gradivni
element. On vodi do izraza (5.4.5). Fourierove razvoje propagatora

G(k Ze’v” K,iv,)
zv,,

Gk+q,7)= Ze G (K+q,ivin) (C.2.1)
zvm

D(q Ze’“’mT@ i)
za)m

uvrStavamo u (5.4.5) te dobivamo

ph L
2A1 Z J2 Z Z Z 3 / dre(lwn—i-za)m—i-zvn—zvm)rg(k’ iv,)

kk'c it v 0 (C2.2)
X G(k+q',ivin) F(q,icoy).

Ovdje je ponovo 7 (q',iv,,) = (|V(k,K')|?/N)D(q',iv,,) kratica za sila-sila korelacij-

sku funkciju. Integracija po vremenu je trivijalna,

/ﬁh dT e(iw"+iw’”+iv”7ivm)7 — 1 eiﬁh(wn+wm+vn*\’m) — 1
(@ + O+ Vi — Vi)
= B8iw,+icm+ivn,ivs
(C.2.3)
te na koncu dobivamo
2Al] Z J2 2 ZZZSlwn‘i‘lwm‘i’lvmlva(k Wn)g(k/»ivm)fr(q/aiwm)
kk'o IV i@y [V
— Zjé( ZZZQ V) GK vy i@y, + i) F(qiwy,).
kk'c ( IVy iy,
(C2.4)

Buduc¢i da su iv, 1 i@, nijeme varijable, moZemo ih lako redefinirati. Konac¢ni rezultat
je izraz (5.4.7). Na isti nacin se odreduju doprinosi funkciji @y (i®,) koji potje¢u od
2A; 1 2B dijagrama sa Slike 5.2.



Dodatak D

Izvodi za supravodljivo stanje

D.1 Bogoljubovljeve transformacije i matrica transfor-
macije

Kako bismo hamiltonijan (6.1.6) prikazan u {I/,k} reprezentaciji doveli u dijagonalni
oblik, uvodimo nove fermionske kvaziCesticne operatore koji su linearna kombinacija

elektronskih operatora stvaranja i poniStenja,

M) = (M 7 [ K = e (D.1.1)
V_k¢ Vk Uk C x|

Ovo preslikavanje zovemo Bogoljubovljeva transformacija, a sa Uk oznacavamo ma-
tricu transformacije. Funkcije uk 1 vk su obi¢no realne. Operatori ¥y zadovoljavaju

antikomutacijske relacije za fermione,

(oo} = S Ooor (ko Wo'} = Rt} =0, (D.1.2)

ako je ispunjen uvjet normiranosti ui + vi = 1. Uz ovaj uvjet dobivamo inverznu

et \ [ Uk VK Yiet
(ka ) - (‘Vk ”k> <VT ) -
-k{ -k|

Kao i elektronske operatore u izrazu (6.1.5), sada i kvaziCestiCne operatore zapisujemo

transformaciju od (D.1.1),

u Nambuovoj notaciji. Vrijedi

VET = Cgka Y—x| = Czk- (D.1.4)

Sa L € {C,C} oznacavamo indekse kvazicesti¢nih vrpca u Nambuovoj {Lk} reprezen-

taciji. Matrica transformacije Uk dijagonalizira problem ako je ispunjeno

Ec(k) 0 )

0 Ec(k) (D.1.5)

Uy Ho Uy = (
Trebamo odrediti disperzije Ez (k) i matricu transformacije Uy.
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Matricni oblik Schroedingerove jednadZbe elektrona opisane hamiltonijanom (6.1.6)
je
Y U(LD) [AH{)’ (K) — E(K)& | = 0. (D.1.6)
I'e{c,c}

Analogno preslikavanju (D.1.1), definiramo
che = Y Uk(L,D)ch. (D.1.7)
]

Ovdje su Uk(L,1) koeficijenti matrice transformacije. Iz matri¢nog oblika Schroedin-
gerove jednadzbe (D.1.6), zal = c il = ¢ dobivamo

Uk(L;c) [ec(k) — E (k)] + Uk (L, c)A(k) = 0, (D.1.8)

Uk(L,c)A* (K) + Uk (L, c) [e:(k) — EL(k)] = 0. (D.1.9)

Ako podijelimo prethodne izraze dobivamo kvadratnu jedndzbu za Ey (k),
E7 (K) + (—&.(k) — &:(k)) EL(K) + & (k)& (k) — A% (k) = 0. (D.1.10)

Rjesenja gornje jednadZbe su upravo disperzije kvazicestica u Nambuovoj { Lk} repre-
zentaciji [izraz (6.1.9]).
Uvrstavanjem L = C u izraz (D.1.8), uz oznaku &..(k) = &.(k) — &.(k), dobivamo

Uk (C,c) [ec(k) ; (k)+4A2(k)}+Uk(g,g)A(k):0. (D.1.11)

Zbog unitarnosti gornji izraz mozZemo zapisati kao

2A(k)
(k) + \/ k) +4A%(k

Uk(c,C) = U (c,C). (D.1.12)

Sli¢no dobivamo i uvrStavanjem L = C u (D.1.8). Elemente matrice transformacije u

izrazu (D.1.3) mozemo takoder pisati na naéin

U = (YD) UL cos % sin %) (D.1.13)
Uk(LL) Uk(LL) —Sinw COS@

Ovdje je ispunjen uvjet korespodencije s normalnim stanje, tj. Ug(c,C) — 1 kada
A — 0. Kako bi se uvjerili da ovo jest matrica transformacije u nasem slucaju, trebamo
izraziti pomo¢nu fazu 6(k) (u pomocnoj fazi je sadrzana cijela ovisnost o valnom

vektoru). Iz izraza (D.1.12) dobivamo
G(k) 2A(K)

(D.1.14)
2 k) + \/ k) 4-4A%(k

tan
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Ovdje vrijedi tan(6(k)/2) € R za svaki k. KoriStenjem trigonometrijskog identiteta

2tan @
tan@(k) = m, (DllS)
za pomo¢nu fazu 0 (k) dobivamo
4A(k
tan 6 (k) =
2(&.(k) — €c(k))
(D.1.16)
_ Ak)
- e(k)’

Konac¢no, uvrStavanjem matrice transformacije (D.1.13) u pocetni hamiltonijan

(6.1.6), direktno dobivamo dijagonalni oblik hamiltonijana, izraz (6.1.8).

D.2 Izvod BCS jednadZbe samosuglasnosti preko ano-

malne Greenove funkcije

Iz definicije procjepa A(K), izraz (6.1.4), proizlazi da trebamo odrediti termodina-
micki prosjek operatora B(k). U tu svrhu uvodimo anomalnu Greenovu funckiju'
G(k,T) = (Trc_k| (T)ckt (0)). Ona opisuje korelaciju izmedu elektrona. U normalnom
stanju ona je strogo nula. S druge strane, u supravodljivom stanju imamo sparivanje
elektrona suprotnih valnih vektora i spinova, §to znaci da su takvi elektroni koreli-
rani. Tu korelaciju opisujemo upravo anomalnom Greenovom funkcijom. 1z definicije

operatora le(k), izraz (6.1.2), imamo

b(k) = (c_ijcp) = (checa) = Gk, T=0)

= ZUk(Q,L)Uﬁ(C,LI)<CszUk>
77,

=Y Un(e, LU (e,1) G (K, T = 0) (D.2.1)
L

_ZUk ¢, YU (¢,L)— ZQL ,i0y)

Ovdje smo u drugom retku iskoristili transformaciju iz {/k} u {LKk} reprezentaciju.
Nadalje, u tre¢em retku smo izostavili anomalne doprinose u {Lk}, jer korelacije na
razini kvaziCestica ne postoje ({Lk} je dijagonalna reprezentacija). Bududi da su kva-
ziCestice slobodne Cestice, njihova Greenova funkcija je po definiciji

1
ihw, — & (k)

!Obi¢na elektronska Greenova funkcija je G(k,t) = —(T; ckg(r)c£6(0)>, a druga anomalna Gre-

GL(k,iw,) = (D.2.2)

enova funkcija je ?T(k, 7) = (T cT_k i(’L’)C;ET(O». U dijagonalnoj {Lk} reprezentaciji kvaziCesti¢na
Greenova funkcija je G1(k, 7) = (T; ch(’c)czk(O)).
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Ovdje je &1 (k) = Er (k) — 1, gdje je u kemijski potencijal. Matsubarina suma (1/8) Y., Gr(K,i®,)
je Fermi-Diracova raspodjela za kvaziCestice, f,(k) [2]. Stoga, izraz (D.2.1) uz defini-

cju matrice transformacije (D.1.13) postaje

b(k) = —cos o (k) sin b( >fc(k)—|—cos 6 (k) sin 6( )fg(k)
] ’ 023
= [fe(k) — fe(k)] 7 sin 0(k).
Za odredivanje sin 0 (k) koristimo trigonometrijsku relaciju
1— k
sing (k) = L~ ¢ 0k) D2
tan (k)
2

Uvrstavajuéi izraz (D.1.14) za tan(0 (k) /2), te izraz (D.1.16) za cos 0 (k), dobivamo
24(k)  2A(K)

sinO(k) = = :
g2 +4n2(k) Ecc(k)

(D.2.5)

Iz definicije parametra supravodljivog uredenja (6.1.4), dobivamo BCS jednadZzbu sa-
mosuglasnosti [izraz (6.2.5)].

D.3 Primjeri BCS jednadZbe samosuglasnosti

D.3.1 Primjer 1: Niskotemperaturni supravodici

Najjednostavniji slucaj opisuje BCS niskotemperaturne supravodice za koje je ispu-
njena granica slabog vezanja kT, < wp (@Wp oznacava Debyevu frekvenciju). On je
definiran sa A(k) = A(k') = A#0i V(k,K') &~ —V} u rasponu frekvencija —wp < 0 <
wp. Samosuglasna jednadzba, izraz (6.2.4), nam daje

1 = Vol-— 2fg(k/) D(EF)VO @p do eﬁ\/m -1

N 2 2 Lo Vg
®  dw Vw2 4+ A2 o
=VoD(Er) |  ————tanh pvor+aty
0 V24 A? 2

Ovdje je pretpostavljeno da je gustoca stanja u blizini Fermijevog nivoa konstanta, pa
D(EF) stoji ispred integrala. Nadalje, u prvom redu iskoristili smo ¢injenicu da je
fe(K) =1— fe(K') = [PE + 1], gdje je E = V@2 +A2. U drugom redu iskoristili
smo parnost podintegralne funkcije. Ponasanje jednadzbe (D.3.1) analiticki moZemo
izraziti u granicama T — 0 1 T — T,. Za ostale temperature prebacujemo integral u

bezdimenzionalni oblik

5 !sinhn dz 1.76 §
~ tanh | — —/ 1 —|—z2> ) D.3.2
1 /0 V1472 ( 2 1 ( )
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Ovdje definiramo parametre 6 = A(T)/Ag, T =T/T., N = 1/(VoD(EF)) i op/Ao =
sinhn. U slabo vezanom slucaju za jakost vezanja mora vrijediti VoD(Er) < 1 [].
Izborom parametra 1 i koriStenjem univerzalnog zakona za BCS supravodice, Ay ~
1.76kgT., dobivamo rezultat (Slika D.1).

4
A,=3.03 meV
T,=20K |
>
L
& _
e
3
0 1 | L | 1 | L 1 | 1
0 5 10 15 20 25 30

T [K]

Slika D.1: Ovisnost parametra supravodljivog uredenja o temperaturi u slucaju supra-

vodica s simetrije.

D.3.2 Primjer 2: Faktorizirani V (k,k’)

Ako pretpostavimo faktorizaciju jakosti interakcije, V (K, K') = AW (K)W (K'), iz izraza
(6.2.4) dobivamo

/) 1— ZfQ(k/).

A /
A(k) = ﬁW(k) §W(k Ak 200 (D.3.3)
MnoZe¢i obje strane sa faktorom Y W (k)(1 —2fc(k)/E(k)), dobivamo
1-2fc(k) A 2 2fc / —2fc(K')
zk:W(k)A(k)W =N Zk:W (k)A(k ] [ZW (k')A 200 ]
(D.3.4)
Nakon kracéenja, za rezultat dobivamo
Ly w22k (D3.5)

E(K')

D.4 Korelacijska funkcija u dvovrp¢anom sustavu u Mat-

subarinom formalizmu

Cilj nam je izvesti nulti i kvadratni doprinos korelacijskoj funkciji za dvovrpcani sus-

tav. U Poglavlju 6 to smo napravili preko formalizma jednadZbi gibanja, a ovdje ¢emo
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isti rezultat dobiti u Matsubarinom formalizmu.

Kao i u Dodatku C.1, kreemo od struja-struja korelacijske funkcije

1 [Bh . R R
Taala,i@) =~ /O dt O (T; Jo(q", T)u(—q",0)). (D.4.1)

Za operator gustoCe struje uzimamo pomocni operator gustoce struje za dvovrpCani

sustav definiran u izrazu (6.3.4). Iz gornjeg izraza dobivamo

Br .
ﬂaa( la)n - _ ZZ Z JLL k—|—q” k)JLlL1 (kl _q//,k1>/ dt &'
V& I L L 0

X (Ty CL’k+q” (7) CLk<T)C1TJl K —q" (0) CLik, (0)).
(D.4.2)

Na termodinamicki prosjek u gornjem izrazu primjenjujemo Wickov teorem,

(Tg--) == (Tr ek (O)CZ’k—l—q”(T» (T: CLk(T)szlkl_q// (0))

: : (D.A4.3)
+ <TT CL’kJrq”(T)CL’Iklfq//(O)) <TT Clel (0>ch(T)>-

Buduéi da korelacije na razini kvazicestica ne postoje, ¢lanovi (cc) i (cc') isCeza-
vaju. Koriste¢i definiciju Greenovih funckija za kvaziCestice (biljeSka na str. 70), izraz
(D.4.2) postaje

T’ i0n) = 5 YT Y T+ a” K6 (o~ ) / dt ¢t
kk]LL’L L,

X Op/ L15LL’5k k+q”gL’(k+qN>_ )GL(K,T)

/ dTelw” ZZJLL k+q Kk JLL/(k,k—i—qH)
k LU

(D.4.4)

x G (k+q",—7)GL(k, T).

Zbog izraza (6.3.4) vijedi JA (k, k+q") = JEL(k+q" k), pa stoga imamo

Taa(q,io,) = — ZZ\JLLk+ " K)| / dt "Gy (k+q",—7)GL(k, 7).
k LL'
(D.4.5)

Kako bismo izracunali gornji integral potrebno je izvrSiti Fourierov razvoj propagatora
[izraz (C.2.1)]. Dobivamo

IL'L_/ de e 52 Y, " Gu(k+q" ipn)e” P GL(K, ipm)
IPniPm

Z G (k+q",ipn) GL(K,ipm) B2 / de e/ (Otp=m) (D.4.6)
lpnlpm

B Z G (k+q",ipm — i) GL(K, ipm)

iDm



74 DODATAK D. 1ZVODI ZA SUPRAVODLIJIVO STANJE

Ovdje je integral u drugom redu 6 (p,, — @, — pn). Nakon redefirniranja nijeme vari-
jable izraz (D.4.5) postaje

Toa (", i@,) = ZZ L ) P2 Y 6K, ip) G (K" ip + i@,).  (DAT)
kLT B i
Buduc¢i da su kvazicestice slobodne Cestice, Matsubarina suma za kvazicesti¢ne Gre-
enove funkcije je jednaka Matsubarinoj sumi neinteragirajuih Greenovih funkcija.
RjeSenje takve sume je eksplicitno dano u vecini prikaza Matsubarinog formalizma
[12]. Konacno, struktura doprinosa korelacijskoj funkciji za dvovrpCani sustav je
K’ =k +q//)

* Ta" > Julk) —fu(k) . D.4.8
i q @ §’1§7‘ ‘ ho +ihm + Ep (k) — Ep(K”) ( )

Ovdje smo izvr$ili analitiCko produljnje i@ — ® + in. lako u nazivniku kvazicestiCne
Greenove funkcije imamo &; (k) = Er (k) — u, u izrazu (D.4.8) kemijski potencijali
se pokrate.

Kona¢no, doprinos korelacijskoj funkciji u nultom redu u V(k,k’) moZemo po-
vratiti zamjenom q” — q u gornjem izrazu. Dobivamo upravo doprinos (6.4.5). U
tom slucaju strujne vrsne funkcije u dugovalnoj granici postaju upravo Jy (k) iz iz-
raza (6.4.7). Kvadratni doprinos dobivamo zamjenom J5(k” k) — jEL(k — ¢/ k) i

sumirajuéi po q’. U tom slu¢aju dobivamo upravo doprinos (6.4.6).
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