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Uvod

Bernhard Riemann bio je njemacki matematicar koji je djelovao sredinom 19. stoljeca.
Smatra ga se jednim od najvecih matematiCara svijeta i ¢ovjekom s dubinskim uvidom
u esencijalnu ujedinjenost matematike. ZaduZio je brojna podru¢ja matematike, od kojih
najznacajnije analizu, teoriju brojeva i diferencijalnu geometriju.

16. prosinca 1851. godine obranio je doktorski rad “Temelji generalne teorije funk-
cija kompleksne varijable” pod mentorstvom velikog Johanna Carla Friedricha Gaussa.
Riemannova doktorska disertacija sastoji se od tri dijela. U prvom dijelu je geometrijski
proucavao svojstvo holomorfnosti funkcije. Preciznije, pokazao je da je uvjet holomorf-
nosti funkcije ekvivalentan uvjetu konformalnosti do na to¢ke domene u kojima je deri-
vacija funkcije jednaka nuli. U ostatku rada, ideja vodilja mu je bila promotriti analiticke
funkcije, ne na ravnini, nego (kako je sam Riemann rekao) “...na plohi proSirenoj po rav-
nini.” U generalnom istrazivanju tog pitanja, Riemann se okrenio topologiji. Utvrdio je da
se ponaSanje analitiCke funkcije na nekoj plohi moZe reducirati na proucavanje funkcija na
jednostavno povezanim domenama i na odredivanje skokova funkcije na rezovima grana-
nja, to jest krivuljama u kompleksnoj ravnini na kojima analiticke funkcije koje poprimaju
viSe vrijednosti u tocki imaju prekid. Da bi to dokazao, proveo je temeljito istrazivanje
koje je vodilo do prvih rezultata o Riemannovim plohama. [8]]

Nakon njihovog zacetka, Riemannove plohe su naSle primjenu u mnogim podrucjima
matematike. Njihovo mjesto u Langlandsovom programu odgovara Riemannovoj ideolo-
giji o ujedinjenosti matematike.

U korijenima Langlandsovog programa su teSke slutnje iz teorije brojeva za koje je
matemati¢ar Robert Langlands 1967. godine naslutio da se mogu rijesiti metodama har-
monijske analize - preciznije, prou¢avanjem automorfnih funkcija. Prirodno se postavlja
pitanje kako pristupiti rjeSavanju tih slutnji. Jedna moguénost je nastaviti marljivo raditi u
podrucju, dok se kao druga mogucnost, zbog ve¢ uocenih veza teorije brojeva i harmonijske
analize, namece potraga za sli¢nim strukturama i vezama u drugim podru¢jima matema-
tike. Pokazalo se da se koncepti u teoriji brojeva mogu povezati s geometrijom. U tome je
klju¢nu ulogu imao André Weil uocivsi da su most izmedu teorije brojeva i Riemannovih
ploha u geometriji krivulje nad kona¢nim poljima. Veza krivulja nad kona¢nim poljima i
Riemannovih ploha sastoji se u tome da rjeSenja algebarske jednadzbe moZemo potraziti



2 SADRZAJ

u prirodnim brojevima modulo neki prost broj ili u kompleksnim brojevima. Kako ¢emo
vidjeti u radu, rjeSenja jednadzbe y* +y = x* — x* nad kompleksnim brojevima odgovaraju
torusu, koji je jedan od osnovnih primjera Riemannovih ploha. [3]

Teorija Riemannovih ploha koju izlazemo u radu sastoji se od uvodenja pojma Rieman-
novih ploha i1 osnovnih primjera istih. Zatim se prou€avaju preslikavanja medu Rieman-
novim plohama i prenose se teoremi kompleksne analize nad C na funkcije definirane na
Riemannovim plohama. U drugom poglavlju rada govorimo o integraciji na Riemannovim
plohama. Da bismo mogli integrirati, moramo definirati diferencijalne forme. Konstrukcija
se provodi na sli¢an nacin kao u R?, do na ¢injenicu da Riemannova ploha samo lokalno
izgleda kao podskup od C =~ R? pa moramo uskladiti definiciju ovisno o svakoj karti sa
Riemannove plohe u C. [7]] 1 [2]] su glavna literatura po kojoj je rad pisan. U svakom
poglavlju su rijeSeni dodatni zadaci iz istih knjiga za temeljitije razumijevanje obradene
teorije.



Poglavlje 1

Riemannove plohe

1.1 Definicija Riemannovih ploha i osnovni primjeri

Neka je X topoloski prostor. Kao §to smo spomenuli u uvodu, na X Zelimo definirati
kompleksne funkcije. To nam sugerira da bi lokalno X trebao biti koordinatiziran.

Definicija 1.1.1. Kompleksna karta na X je homeomorfizam ¢ : U — V, gdje je U < X
otvoren skup u X, a V< C otvoren skup u kompleksnoj ravnini. Za kartu ¢ kaZemo da je
centrirana u p € X ako je ¢(p) = 0.

Pogledajmo jedan jednostavan primjer karte na X = R2.

Primjer 1.1.2. Za proizvoljni otvoreni skup U < R? definirajmo ¢y(x,y) = x + iy. Jasno
Jje da se radi o homeomorfizmu uz inverz ¢;1 (x +iy) = (x,y).

Napomena 1.1.3. i) Uocimo da je restrikcija karte takoder karta. Preciznije, za U, otvoren
podskup od U ikartu ¢ : U — V na X, ¢|,, : U — ¢(U,) je kompleksna karta na X.

ii) Kartu ¢ : U — V zovemo lokalna koordinata tocke x € U zbog cCega cesto koristimo
slovo z umjesto ¢.

Primjer 1.1.4. Neka je ¢ : U — V kompleksna karta na X i  : V. — W holomorfna
bijekcija dva otvorena skupa u kompleksnoj ravnini. Tada je W o ¢ : U — W takoder karta
na X. Neprekidnost inverza slijedi po teoremu kompleksne analize o holomorfnosti inverza

bijektivne holomorfne funkcije. Na ovu operaciju moZemo gledati kao zamjenu koordinata
na X.

Htjeli bismo da kompleksne funkcije definirane na X budu analogoni holomorfnih i,
opéenitije, meromorfnih funkcija na C. No, x € X se moze na¢i u domeni mnogih ka-
rata na X. Da bismo mogli dobro definirati holomorfnost funkcije na X i prenijeti teoreme

3



4 POGLAVLIJE 1. RIEMANNOVE PLOHE

kompleksne analize u teoriju Riemannovih ploha, o ¢emu Ce biti rijeci u sljede¢im potpo-
glavljima, uvodimo sljedecu definiciju:

Definicija 1.1.5. Neka su ¢, : U, — Vi i ¢, : Uy — V, dvije kompleksne karte na X.
KazZemo da su ¢y i ¢» kompatibilne ako je Uy N U, = & ili je ¢, o ¢f1 : 91 (U nUy) —
&> (Uy n Uy) holomorfna. Funkciju T = ¢, o ¢1_1 zovemo funkcija prijelaza izmedu dvije
karte.

Primjer 1.1.6. Uz oznake iz primjera 1.1.4. karte ¢ i Y o ¢ su kompatibilne.

Sada smo u mogucénosti definirati kompleksnu strukturu na X kojom osiguravamo da
na okolini svake tocke x € X postoji karta kojom definiramo koordinate.

Definicija 1.1.7. Kompleksni atlas A na X je familija A = {¢, : U, — V,} medusobno
kompatibilnih karata tako da vrijedi X = |, U,. Dva kompleksna atlasa A i B su u
relaciji ako je svaka karta iz jednog kompatibilna sa svakom kartom iz drugog. Lako se
provjeri da se radi o relaciji ekvivalencije.

Kompleksna struktura na X je klasa ekvivalencije kompleksnih atlasa na X.

Napomena 1.1.8. Treba primijetiti da je kompleksna struktura jedinstveno odredena kom-
pleksnim atlasom na X zbog cega se obicno tako i zadaje.

Konacno, definirajmo Riemannovu plohu:

Definicija 1.1.9. Riemannova ploha je povezan Hausdorffov topoloski prostor X koji za-
dovoljava drugi aksiom prebrojivosti te je na njemu zadana kompleksna struktura. Ako je
X i kompaktan, govorimo o kompaktnoj Riemannovoj plohi.

Napomena 1.1.10. Zahtjev da X zadovoljava drugi aksiom prebrojivosti je prirodan na
nacin da sve Riemannove plohe koje moZemo pronaci na primjer u C" imaju prebrojivu
bazu. Takoder, ako kompleksna struktura na X moZe biti definirana prebrojivim atlasom,
onda X mora zadovoljavati drugi aksiom prebrojivosti. To slijedi iz ¢injenice da C ima
prebrojivu bazu B, ¢, : U, — V, iz prebrojivog atlasa su homeomorfizmi pa po definiciji
imaju neprekidne inverze i X = | J, .y U, . Tada familija {¢,'(B) : n € N,B € B} je
prebrojiva i ¢ini prebrojivu bazu za X.

Napomena 1.1.11. Ako je X Riemannova ploha, onda pod “karta na X’ ¢emo smatrati
kompleksna karta koja pripada nekom atlasu iz kompleksne strukture na X.

Primjer 1.1.12. X = R? te neka je kompleksna struktura S zadana atlasom koji smo
spomenuli u primjeru 1.1.2., {¢y(x,y) = x + iy : U = R’otvoren}. Tada je X sa S
Riemannova ploha. Nazivamo ju kompleksna ravnina.
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Prvi nacin definiranja Riemannovih ploha koji sugerira definicija bi bio da na zadanom
topoloskom prostoru X definiramo kompleksnu strukturu. Medutim, pri konstrukciji kon-
kretnih primjera jednostavnije je familiju bijekcija zadati na skupu X pa preko funkcija u
familiji inducirati topologiju na tom skupu i zatim provjeriti ostala svojstva koja topoloski
prostor mora zadovoljavati da bi bio Riemannova ploha. Slijedi opis kako precizno to
napraviti:

Lema 1.1.13. i) Neka je X topoloski prostor i {U,} otvoreni pokriva¢ od X. Tada vrijedi:
U c X je otvoren u X < skupovi U, n U su otvoreni u U, za svaki « iz indeksnog skupa
pokrivaca.

ii) Neka je X skup i {U,} familija podskupova od X takva da su dane topologije za svaki
U,. Tada je skup T = {U < X : U, n U otvoren u U,} topologija na X.

Dokaz. i) Ako je U otvoren u X, onda je jasno svaki U, n U otvoren u X kao presjek dva
otvorena skupa u X. Za dokaz drugog smjera primijetimo: U = U n X = | J, U, n U.
Svaki U, n U je otvoren u U, pa je jednak presjeku U, i nekog otvorenog skupa u X. Kako
su oba otvorena, radi se o otvorenom skupu. I njihova unija je otvorena pa imamo da je U
otvoren.

ii) Tvrdnju treba provjeriti po definiciji topologije:
)X, suu7 jersuU,, S iz topologije na U, za svaki a.
2) Ui; Vi € T za proizvoljnu familiju {V;} < T jer (U, Vi) N Us = U,;(Vi 0 U,) je iz
topologije na U, za svaki a.
3) (o, Vie T jer (2, Vi) n Uy = (._;(Vi n U,) je iz topologije na U, za svaki . O

Pretpostavimo da nam je dana familija bijekcija {¢, : U, — V,}, gdje su U, pod-
skupovi od X, a V,, otvoreni poskupovi od C. Na V, imamo topologiju nasljedenu od C.
Skup U u U, definiramo otvorenim ako i samo ako je ¢,(U) otvoren u V,. Sada moZemo
primijeniti drugu tvrdnju gornje leme i zakljuditi da je familija 7 = {U < X : U, n U
otvoren u U, } topologija na X. Sumirajmo nacin zadavanja Riemannove plohe:

x Zadamo skup X.

* Pronademo prebrojivu familiju podskupova od X {U,} koji pokrivaju X.

* Za svaki a pronademo bijekciju ¢, : U, — V, za V, otvoren podskup od C.

* Provjerimo da je za svaki a, 8 ¢,(U, n Ug) otvoren u V,. Time smo definirali
topologiju na X prema gornjim primjedbama te da je U, otvoren za svaki « i
da su ¢, po definiciji karte.

* Provjerimo da su karte medusobno kompatibilne 1 da je X povezan i
Hausdorffov topoloski prostor.

Nakon $to znamo Sto su Riemannove plohe i kako se mogu konstruirati, pogledajmo
osnovne primjere istih.



6 POGLAVLIJE 1. RIEMANNOVE PLOHE

Riemannova sfera

Slika 1.1: S? [6]

U ranijem tekstu smo za primjer Riemannove plohe spomenuli kompleksnu ravninu:
(Rz’ {pv(x,y) =x+iy:UC R? otvoren}).

Riemannova sfera je kompaktifikacija kompleksne ravnine. To moZemo shvatiti intuitivno,
ali i doslovno, koristec¢i topoloski pojam kompaktifikacije topoloSkog prostora. Dakle, na
X = Cuw, w ¢ C, definiramo topologiju 7 u{C\Ku{wo}}, gdje je 7 euklidska topologija
na C. S ovom topologijom X je kompaktan Hausdorffov topoloski prostor i homeomorfan
je sa sferom S2 u R?. Ove ¢injenice su dio elementarne topologije i njihovi dokazi se mogu
pronaéi u [9]. Riemannovu sferu ¢emo definirati na jo$ dva nacina, a zatim ¢emo pokazati
da su sva tri uvedena topoloska prostora homeomorfna.

Neka je S? jedini¢na sfera u R?, S2 = {(x,y,w) € R® : x> + y* + w? = 1}, prikazana
na slici[l.1} Definiramo kartu ¢; : $2\{(0,0, 1)} — C projekcijom to¢aka sa sfere iz tocke
(0,0, 1) na xy-ravninu pri ¢emu poistovjecujemo C i R*: ¢;(x,y,w) = %= + i=*- . Lako
2Re(z) 2Im(z) |z>—1
22417 [z]2+17 [z]>+1
niramo kartu ¢, formulom: ¢, (x,y,w) = HLW — iHLW, gdje smo kompleksni broj dobiven
projekcijom iz (0,0, —1) na xy-ravninu konjugirali da bi funkcija prijelaza medu kartama
2Re(z) —2Im(z) 1—|z[?
[eP+17 2241 2 Jz2+1

se provjeri da je ¢, ' dan formulom: ¢;'(z) = ( ). Na sli¢an nacin defi-

bila holomorfna. ¢, je dan formulom: ¢,"'(z) = ( ). Lako se provjeri
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daje T : C\{0} —» C\{0}, T = ¢o¢, ' (z) = 1. Na ovaj natin smo definirali koordinatu za
svaku tocku na S? i osigurali da na preklapanju domena karata imamo holomorfnu funkciju
za zamjenu koordinata. S? s relativnom topologijom na R? i sa kompleksnom strukturom
induciranom atlasom {¢;(x,y,w) = = i, $2(x,y,w) = = — it} je kompak-
tna Riemannova ploha koju oznatavamo C.. Jer je R? Hausdorffov topoloski prostor koji
zadovoljava drugi aksiom prebrojivosti, isto vrijedi i za S 2. Takoder, S? je povezan i kom-

paktan.

Prisjetimo se, projektivni pravac, CP' je skup jednodimenzionalnih potprostora od C?.
Zaskup {(Az, Aw) : 1 € C\{0}}, gdje su zi w fiksni kompleksni brojevi, ne oba 0, koristimo
pokratu [z : w]. Slijedeci gornje upute, definiramo Riemannovu plohu:
Up={[z:w]:2#0}, U ={[z:w]:w#0}
$o:Up = C.do([z:w]) =Ti¢1: Ui = C,gi([z:w]) =
Dobra definiranost preslikavanja je jasna. Lako vidimo da su ¢y 1 ¢; bijekcije. Pogledajmo
na primjer za ¢y:

* surjekcija je jer za predstavnike elemenata od Uy moZemo uzeti [1 : w] pa ¢o([1
w]) =w, Vwe C.

» injekcija je jer ako L = *2 onda [z; : wy]| = [z :
Takoder, ¢o(Uy N U;) = C* sto Jje otvoren podskup od C.
¢oo ¢, : C* — C* ¢y o ¢;'(s) = 1/s je holomorfno preslikavanje pa su karte kompati-
bilne.

CP! je povezan jer je unija skupova Uy i U; koji su povezani i imaju neprazan presjek.
Povezanost svakog od tih skupova slijedi iz povezanosti od C jer je ¢y homeomorfizam.
Kada bi postojala separacija (Vo, V;) skupa CP', onda jer su Uy i U; povezani i imaju
neprazan presjek moraju biti oba sadrzani u tocnom jednom V;, i = 0, 1 Sto je kontradikcija
s definicijom separacije (oba su neprazni skupovi).

CP' je Hausdorffov jer ako su p,q € Uy ili p,q € U, onda postoje disjunktni otvoreni
skupovi kojima ih moZemo razdvojiti jer su U;, i = 0, 1 Hausdorffovi. To opet slijedi jer
je C Hausdorffov i ¢;, i = 0, 1 homeomorfizmi. Za slu¢aj kada je p € Uy\U, i g € U;\Ub,
vidimoda p = [1:0]ig = [0: 1]. Tada su ¢, ' (K(0,1))i¢;'(K(0,1)), K(0,1) = C
otvorena jedini¢na kugla, otvoreni i disjunktni u CP' jer ¢, (K(0,1)) = {[1 : w] : |w| €
[0,1)}, a ¢, ' (K(0,1)) = {[z: 1] : |z] € [0,1)} te ¢, (K(0, 1)) sadrZi p, a ¢, ' (K(0,1))
sadrzi q.

CP' je kompaktan jer je CP' = ¢, '(K(0,1)) U ¢, '(K(0,1)). Praslika kompaktnog
skupa po homeomorfizmu je kompaktan skup i unija dva kompaktna skupa je kompak-
tan skup. JoS preostaje provjeriti da vrijedi skupovna jednakost. Skup na desnoj strani
jednakosti je jasno podskup skupa na lijevoj strani, a obratna inkluzija slijedi iz:

* ako je z = 0 ili w = 0, onda su predstavnici redom [0 : 1], [1 : 0]

* ako je z # 0iw # 0, i neka je na primjer |z| < [w|, ondaje [z:w]=[2:1]¢€

le2]
22

= [z2: wa]
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¢;'(K(0,1)). U daljnjem tekstu ¢emo kompleksni projektivni pravac kratko oznacavati P'.
Ako pokaZemo da su C, i P! homeomorfni, onda uz gornju napomenu da je S? home-
omorfna s C U {00} dobivamo homeomorfnost sva tri topoloska prostora.
2Re(w?) 2Im(wZ)  |w|>—|z|?
(W22 w122 ]2 422
pravca P' na Riemannovu sferu C,, je homeomorfizam. Njegov inverz dan je formulom

1: X +i>], ako (x,y,u)# (0,0,1
8- (va’ I/t) — {[ o 1*14] ( ) ( )

Propozicija 1.1.14. Preslikavanje f : [z : w] — ( ) projektivnog

[0:1], inace.

Dokaz. Pokazimo da su preslikavanja f i g medusobno inverzna:
fog=1id:
* (x,y,u) # (0,0,1)

Re(T+it) 2Im(F=+its) —1+| 5 +it )

— . X .y —s Tu 1—u 1,7“ 1—u 1—u —
(X,y, Lt) [1 P T ll—MJ (1+|liu+i1iu|2’ I +ips P I+ 5+ )
— ( 25 zliu 1 — 2 ) —
1+(liu)2+(ﬁ)2’ 1+(liu)2 (ﬁ)2’ 1+(liu)2+(liu)2
. 2x(1—u) 2y(1—u) 2(1—u)? . 9 o) 2 .
= ((1_M)2+x2+y2a (=)t 292 1 (1_u)2+x2+y2) ={*+y +u* =1} = (x,y,u)

* (x,y,u) = (0,0,1)
(0,0,1) — [0: 1] — (0,0, 1)

gof=id:
D s ame g Re(wd) | ;m(u) —
(22 W] = (e e ) > (U e+ ] = [1 e 2] = [2: ). gdje smo

= = 2 2
Koristili (e, 2ot ML) — (0,0,1) <2 =0
*x 7 =

[0:1]— (0,0,1) — [0: 1]

Time smo provjerili da su preslikavanja medusobni inverzi. JoS preostaje vidjeti da je svako
od njih otvoreno preslikavanje.

Neka je U otvoren skup u P!. Po definiciji, to znaci da su za preslikavanja ¢y : Uy — C,
Yo(lz:w]) = Ziyy: Uy — C,¢i([z: w]) = £ iz definicije projektivnog pravea (U N
Up) i (U n U,) otvoreni skupovi u C. Trebamo vidjeti da je f(U) otvoren u C,,. Opet
po definiciji, treba provjeriti da su skupovi ¢;(f(U)\{(0,0,1)}) i ¢-(f(U)\{(0,0,—1)})
otvoreni u C, gdje su ¢, i ¢, karte na Riemannovoj sferi: ¢, (x,y,w) = lfw + iﬁ,
$2(x,y,w) = = — iy Primijetimo da vrijedi f(U) = f((U n Up) v (U n Uy)) =
f(U N Uy) v f(U n Uy) pa je dovoljno provjeriti da su f(U n Uy) i f(U n Uy) otvoreni
u C,,. Pogledajmo za f(U n Uy), dokaz za drugi skup ide analogno.

¢1(f(UUy)) =¢i({p; (W) : [1:w] € U Up}) = (U n Uy), $to je otvoren skup po
pretpostavci.

81 UNU(0,0,~1)}) = ({8, () [1:w] € UnUoP\{(0.0.~1)}) = b

Sto je otvoren skup jer je funkcija z — % homeomorfizam i po pretpostavci je ¥ (U N Uy)
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otvoren. U oba argumenta smo koristili da je preslikavanje f na toCkama iz U, upravo </>1_1 ,
a takoder vrijedi da je f na toCkama iz U, jednako ¢, "
Nekaje U — C,, otvoren. Po definiciji to znaci da su ¢ (U\{(
otvoreni. Pokazimo da su skupovi ¢o(g(U) n Up) i ¢¥1(g(U)
Uo(8(U) ~ Uo) = wo({[1: 15 + i) : (x.y.u) € U\{(0.0.1)
= o({[1: ¢ (xy,u)] : (x,y,u) € UN{(0,0,1)}}) = 1 (U\{(O,
po pretpostavci.

Zax # 0iliy # 0 vrijedi [1 : - +i7=] = [{5 — iy« 1] jer zbog x* + y* + u? = 1
vrijedi (1% + it=) - (7= —ips) =

0,0,1)})i¢2(U\{(0,0,—1)})

U, ) otvoreni.
1) =
0,1)}), Sto je otvoren skup

1. Tada za preslikavanje g vrijedi i formula:

[+~ —i=—:1], akox#0iliy+#0
g:(xy,u)— <[0:1], (x,y,u) = (0,0,1)
[1:0], (x,y,u) = (0,0,—1).
(&) 2 U) = ([ — i 1] (o) € DV(0.0.1)}}) =
= ¢i({l2(x,y,u) 2 1] = (x,y,u) € UN{(0,0, —1)}}) = ¢2(U\{(0,0,—1)}), 8to je otvoren

skup po pretpostavci. ]

Kompleksni torus

Slika 1.2: C/L [6]

Fiksirajmo dva kompleksna broja w; i w, koji su linearno nezavisni nad R. Definiramo
aditivnu podgrupu od C: L = Zw; + Zw,. Na skupu X = C/L definiramo topologiju preko
kanonskog preslikavanja 7 : C — X tako da je U < X otvoren ako i samo ako je 7~ (U)
otvoren u C. Iz definicije dobivamo da je 7 neprekidno preslikavanje.

Iz povezanosti od C preko neprekidnog preslikavanja 7 dobivamo da je X povezan. C
je povezan putevima i « je surjekcija pa je put izmedu p,ge X, p =71+ L,g =20+ L
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jednak ro f : [0,1] — X, gdje je f : [0,1] — C put u C od z; do z,. Poznata je ¢injenica
da povezanost putevima povlaci povezanost topoloskog prostora.

Skup P = {tjw| + hw, : 11,1 € [0, 1]} nazivamo fundamentalni paralelogram. Pri-
mijetimo da je 7(P) = X. To vrijedi jer za svaki z + L, z € C postoji w € P tako da je
z+ L = w+ L. Kako su w; 1 w; linearno nezavisni nad R, a dimenzija vektorskog prostora
C nad R je 2, skup {w,w,} mu je baza. Tada postoje jedinstveni a,a, € R takvi da je
Z = @ w; + @w,. Uz notaciju: |x| = najvedi cijeli broj manji od xi {x} = x — | x| vidimo
daimamo: @ w; + aywy + L = {@;}w) + {@}wy + L, gdje je {@; }w; + {az}w, € P. Time
dobivamo da je 7|, : P — X surjekcija pa jer je P kompaktan u C i 7 neprekidna funkcija,
n(P) = X je kompaktan topoloski prostor.

Takoder lako vidimo da je X Hausdorffov. Nekasu p,ge X, p =21+ L,g =2 + L,
21,22 € {hw + hw, @ 1,1 € [0,1)} = P'. P’ je Hausdorffov jer ima relativnu topologiju
obzirom na C. Ako su U,V < P’ otvoreni disjunktni skupovi koji separiraju z; i z,, onda
n(U) in(V) separiraju p i q jer je 7 na P’ bijekcija.

Primijetimo da je 7 otvoreno preslikavanje. Za U < C otvoren, zanima nas je li 7(U)
otvoren u X. Dakle, treba vidjeti da je 7! (7(U)) otvorenu C. No, 7~ ' (n(U)) = ., (U+
w), §to je otvoren skup jer je translat otvorenog skupa u C otvoren skup.

Konac¢no, definirajmo karte na X. Kako je L diskretan skup u C, postoji € > 0 tako da
je |w| > 2¢,Yw € L. Oko svakog z, € C pogledajmo otvorenu kuglu K(zo, €) < C. Tada je
7k (o) * K (20, €) = (K (20, €)) homeomorfizam. Injekcija je zbog svojstva da element iz
L ima normu > 2e, surjekcija po definiciji, a gore smo vidjeli da je 7 neprekidno i otvoreno
preslikavanje. Atlasom {7T|I;(]ZO’€) : (K (zo,€)) — K(z0,€) : 20 € C} zadajemo kompleksnu
strukturu na X. Jer je X kompaktan, moZemo ga reducirati na konacni atlas pa vidimo da
X zadovoljava drugi aksiom prebrojivosti.

Jos preostaje provijeriti da su karte kompatibilne.
b1 = il o 7(K(21,€) = K(21,€), 2 = gl o 7(K (22, €)) = K(2,€),

U :=n(K(z1,€)) nn(K(z2,€)).

$10¢," : $2(U) > ¢1(U), $106,'(2) = ¢u(n(z)) € {z+ w: we L}

T := ¢ 0¢, !, T(z) — z je neprekidna funkcija koja prema gornjoj jednakosti vrijednosti
poprima u L. Kako je L diskretan, 7(z) — z mora biti konstantna na komponentama pove-
zanosti od ¢, (U). Time dobivamo holomorfnost od 7.

Zakljucujemo, C/L s opisanom kompleksnom strukturom je Riemannova ploha koju
zovemo kompleksni torus.

Na slici [1.2] je prikazan torus. Iz definicije torusa kao kvocijentne grupe C/L je jasno
da u fundamentalnom paralelogramu poistovjeCujemo paralelne stranice. Tada, uz malo
imaginacije, vidimo da spajanjem jednog para paralelnih stranica dobivamo valjak, a zatim
spajanjem drugog para upravo objekt prikazan na slici. Sa slike takoder mozemo primijetiti
da je svaka tocka na torusu jedinstveno odredena s dvije kruznice - intuitivno ih nazovimo
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horizontalna 1 vertikalna kruznica. Ovo opaZanje mozZemo i formalizirati, Sto je sadrzaj
sljedece propozicije.

Propozicija 1.1.15. Kompleksni torus C/L je homeomorfan sa S' x S'.

Dokaz. Primijetimo da svaki element iz C/L moZemo na jedinstveni nacin zapisati kao
w+ L, gdjejew € {fw, + hw, : 1,1, € |0, 1)}. Argument postojanja tog zapisa isti je kao
gore, a jedinstvenost slijedi iz (t; — #))w) + (b —t))wr, e L=t —t, € Zit, — 1, € Zno
-t <1,i=1,2.

Konstruirat ¢emo homeomorfizam izmedu C/Li S! x S!, gdjeje S' = {ze C: |z| =
1}. Tvrdimo daje ® : C/L — S' x S!, ®(tjw; + hw, + L) = (¥, e* ™) trazeni
homeomorfizam. @ je surjekcija jer je t — e za t € [0, 1) parametrizacija za S'. @ je
injekcija jer ¥ = ¥ < cos(2nt,) = cos(2xt,) i sin(2nt)) = sin(2nt)) =t — 1, € Z
< 1; = t]. Jos treba vidjeti da je ® neprekidno i otvoreno preslikavanje.

Na S! imamo relativnu topologiju odredenu topologijom na C, ana S! x S' produktnu

topologiju kojoj je baza {U; x U, : U, U, otvoreniu S'}.
Neka je V = U, x U, bazni element topologije na S! x S!. Trebamo provjeriti da je
O~ (U; x U,) otvoren u C/L < n~ (O~ (U; x U,)) otvoren u C. Primijetimo da je
O Uy x Uy) = {tiwy + hwy, + L : t; € ()71 (U)), 1, € ()71 (U,)}, gdje su skupovi
Vi = ()71 (U,), V, = (e*)~1(U,) otvoreni u [0, 1) jer je t — €*™" homeomorfizam.

S == {nhw +hwy : 1 € V1,5 € Vo, 7 (OHU; x Uy)) = e (w+ S) paje
dovoljno pokazati da je S otvoren u C. No S je slika restikcije preslikavanja (¢;,%,) —
1w + hw, koje je linearno pa je homeomorfizam. Time smo pokazali da je ® neprekidno
preslikavanje. Pokazimo da je otvoreno.

Neka je U = C/L otvoren < 71 (U) otvorenu C < S := {fjw; + hw, : hw; + hw, +
L € U} otvoren u C jer skupovi u uniji 7~ (U) = | J,; (w+ S ) su disjunktni. Tada je skup
S":={(t1,) : hw) + hw, € S} takoder otvoren jer je ¢ — fw; + Lw, homeomorfizam.
O(U) = {(eM,e*™™) : (t,1,) € S'}. Za fiksnu tocku (e, e*™2) € ®(U) jer je S’
otvoren u C moZemo uzeti otvorenu kuglu oko (#,%,) u S’. Tada postoje otvoreni intervali
I il, uR okot;, 1, redom tako da I, x I, < te kugle. Tada je (e*")(1;) x (e**")(I,) otvorena
okolina to¢ke (e*™"1, ¢*2) u ®(U). Time je dokaz zavrsen. m

Glatke afine i projektivne ravninske krivulje

Glavni predmet proucavanja u algebarskoj geometriji su nultocke skupa polinoma u afi-
nom ili projektivnom prostoru. Sada ¢emo pokazati da se tim skupovima moZe pridruZziti
kompleksna struktura kojom afine i1 projektivne ravninske krivulje postaju Riemannove
plohe.
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Kao pomo¢énu tvrdnju, pokazimo da su grafovi holomorfnih funkcija Riemannove plohe.
Neka je V < C povezan, otvoren skup i g1, g2, . . . , &, holomorfne funkcije na V.

X:={(z8(2)....8l(2) : z€ V}

je graf funkcije (g1,...,8,) : C — C" u C*""!. Na X gledajmo relativnu topologiju
odredenu topologijom na C"*!,

n:X —V,n(z,8(2),...,8:.(2)) = zprojekcija na prvu koordinatu. 77(z) = (z,£1(2),...,gn(2))
je inverzna funkcija od 7. Da je 7 otvoreno preslikavanje, dovoljno je provjeriti na bazi to-
pologije. n((Up x Uy x -+ x U,) nX) = (Uyn V) n gy (U1) n -+ 0 g ' (Uy), gdje
suU;,i =0,...,n otvoreni skupovi u C. Holomorfne funkcije su posebno i neprekidne pa
imamo da je 7((Uy x Uy x --- x U,) n X) otvoren skup. Neka je U < V otvoren skup.

i (U) = (Uxg(U)x - xg,(U)) n X je otvoren skup u X jer su holomorfne funkcije
otvorena preslikavanja. Zaklju¢ujemo da je  karta na X koja ujedno odreduje kompleksnu
strukturu. Dakle, X je Riemannova ploha.

Neka je f € C[z, w] kompleksni polinom u dvije varijable. Neka je
X ={(zw)eC*: f(z,w) = 0}

skup svih nulto¢aka polinoma f. Na X definiramo relativnu topologiju odredenu topologi-
jom na C2. Da bismo na X dobili kompleksnu strukturu, koristit ¢emo Teorem o implicitnoj
funkciji preko kojeg zaklju€ujemo da X lokalno izgleda kao graf neke holomorfne funkcije
pa moZemo primijeniti gornju konstrukciju.

Teorem o implicitnoj funkciji
Neka je f € C[z, w] polinom i neka je X = {(z,w) € C*: f(z,w) = 0}.
Neka je p = (zo,wo) € X. Pretpostavimo da je g—fv( p) # 0. Tada postoji holomorfna funk-
cija g definirana na okolini od zj tako da je X na nekoj okolini od p = (z9,wp) jednaka
grafu w = g(z). Stovise, g’ = —’Z—-z % blizu z.

Definicija 1.1.16. Afina ravninska krivulja je skup nulto¢aka u C* kompleksnog polinoma.
Polinom je nesingularan u toc¢ki p = (z0,wo) ako je %(p) # 0ili g—f(p) # 0. Afina
ravninska krivulja je nesingularna u p ako je polinom f kojim je definirana nesingularan

u p. Krivulja X je glatka ako je nesingularna u svakoj svojoj tocki.

Neka je X glatka afina ravninska krivulja definirana polinomom f(z, w). Pretpostavimo
dautocki p € X je g—f;(p) # 0. Tada X na nekoj otvorenoj okolini tocke p je graf ho-
lomorfne funkcije g koja postoji po Teoremu o implicitnoj funkciji. Kartu na toj okolini
definiramo kako je ranije opisano. Konstrukcija je analogna ako vrijedi Z—{( p) # 0. Tada X
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lokalno oko p izgleda kao (h(w), w) za neku holomorfnu funkciju / pa za kartu koristimo
projekciju na drugu koordinatu.

Provjerimo da su karte kompatibilne. Ako su obje karte projekcija na istu koordinatu,
na primjer prvu, ﬂ(l) U -V, 7r§2) : Uy — V), tada je ﬂgz) onil)_l : ﬂgl)(Ul NnUy) —
ﬂgz)(Ul N Uz),

72 o7V (2) = 717 ((z,g(z))) = z identiteta pa je jasno holomorfna.

Ako su projekcije na razli¢ite koordinate, imamo: ngl) U -V, nﬁf) : Uy — V), tada je
7 o 70! :ngl)(Ul N U,) — ﬂgz)(Ul N U,),

7P on 7 (2) = 2P ((z,g(z))) = g(2) $to je holomorfna funkcija po Teoremu o implicitnoj
funkciji.

X je Hausdorffov i zadovoljava drugi aksiom prebrojivosti jer ima relativnu topologiju
obzirom na topologiju na C.

Da bi bio Riemannova ploha, jo§ trebamo provjeriti da je povezan topoloski prostor.
Medutim, to nije uvijek slucaj. Na primjer, za f(z,w) = (z+w)(z+w — 1), X je unija dva
pravca koja su disjunktna i time ocito X nije povezan. Pozvat ¢emo se na teorem koji daje
dovoljan uvjet za povezanost od X, a moze se pronaci u [[10]]:

Teorem
Ako je f(z,w) ireducibilan, tada je X povezan.

ZakljuCujemo, za f ireducibilan i nesingularan, X sa opisanom kompleksnom struktu-
rom je Riemannova ploha.

Pogledajmo sada uz koje uvjete na polinom f(z,w) = w? — h(z) glatka ravninska
krivulja je Riemannova ploha. Koriste¢i taj polinom definira se kompaktna ploha zvana hi-
perelipticka Riemannova ploha koja se moZe vizualizirati. Radi se objektu koji ima izgleda
kao viSe ’spojenih” torusa. To¢nije, ako je stupanj polinoma A(z) jednak 2g + 1, g > 1,
onda je ploha ’spoj” g torusa.

Propozicija 1.1.17. i) f(z,w) = w* — h(2) je ireducibilan polinom ako i samo ako h(z)
nije kvadrat nekog polinoma.

ii) f(z,w) je nesingularan polinom ako i samo ako h(z) ima razlicite korijene.

Dakle, Riemannovu plohu X zadanu sa f moZemo dobiti ako i samo ako h(z) nije kvadrat
nekog polinoma i ima razlicite korijene.

Dokaz. i) = Pretpostavimo da je f ireducibilan polinom i pretpostavimo suprotno tvrdnji,
da je h(z) kvadrat nekog polinoma h(z) = k*(z). Tada f(z,w) = w* — h(z) = w* —k*(z) =
(w — k(z))(w + k(z)) pa dobivamo kontradikciju s pretpostavkom da je f ireducibilan
polinom.
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Slika 1.3: degh =5

<« Pretpostavimo da /(z) nije kvadrat nekog polinoma. Kada bi f(z, w) bio reducibilan,

nekonstantni polinom koji ga dijeli mora biti oblika P(z)w + Q(z), za P, Q € C[z], P # 0.

Ne mozZe biti stupnja veceg od 2 u varijabli w jer je f(z,w) stupnja 2 u varijabli w. Ako je

stupnja jednakog 2, onda f(z,w) = (A(z)w* + B(z)w + C(z))D(z) pa polinom D(z) mora

biti nul—polinom jer f(z,w) nema monom oblika p(z)w.

f(z,w) =w* = h(z) = (Pi(9w + 01(2)) (P2(2)w + 0a(2))

= Pi(2)Pa(z )W + (P1(2)22(z) + P2(2) 1(2))w + Q1(2) Q>

Pl( )Pa(z) = 1, P1(2)Q2(2) + P2(2)Q1(2) = 0, 01(2)Qa(2)
Pi(2)0a(z) + P2(2)Q1(z) = 0/ - Pi(2)

P1(2)02(2) + i(2) =0/ 0s(2)

P3(z2)05(z) = h(z), §to je suprotno pretpostavci. ZakljuCujemo, f(z, w) je ireducibilan.

ii) Primijetimo da je u tockama sa w koordinatom # O polinom nesinularan jer je g_va = 2w.

7)<

||”_\||

—h(z)

Dakle, trazimo uvjet kada je g—f = —g—’z’ # 0 u to¢kama oblika (zo, 0). Iz definicije polinoma
f vidimo da je zo nultotka od h pa dobivamo ekvivalenciju: $%(z9) # 0 <> h ima razligite
nultocke. O

U projektivnom prostoru, ravninske krivulje dobivaju dodatno svojstvo - kompaktnost.
Uvodenje kompleksne strukture na projektivne ravninske krivulje uvelike je zasnovano na
opisanom pridruZivanju u afinom slucaju.

Prisjetimo se definicije projektivne ravnine:

P? = skup jednodimenzionalnih podskupova od C’

Za elemente od P? koristimo oznaku [x : y : z|, gdje su x,y,z € R ne svi 0. Dakle, vrijedi
[x:y:z] =[Ax:Ay: Ag], 1€ C~.

Up={[x:y:z]:x#0}, U ={[x:y:z]:y#0}, U, ={[x:y:2]:z+# 0} uuniji daju
PP2. Svaki od njih je homeomorfan s afinom ravninom C?. Na primjer, za Uy homeomorfi-
zam je dan formulom: [x :y : z] — (%, £). Inverz Salje (a,b) € C*u [1 : a : b]. Topologiju
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na P? definiramo kao kvocijentnu topologiju dobivenu preslikavanjem 7 : C*\{0} — P2,
n((x,y,z)) = [x : y : z]. Jo§ primijetimo da je P> kompaktan. Svaki element iz P? se
moze zapisati kao neki od [1 : ¢ : s],[t : 1 : s|,[t:s: 1], || <1, ]s| < 1 pa sku-
povi oblika na primjer 7({(1,y,z) : [y] < 1,|z] < 1}) pokrivaju P* i kompaktni su jer su
{(1,,2) : |y| <1,]z|] < 1} kompaktni u C*\{0}.

Polinom je homogen ako ima isti stupanj svakog monoma i stupanj polinoma se de-
finira kao stupanj nekog njegovog monoma. Neka je F(x,y,z) € Clx,y,z] homogen po-
linom stupnja d. Iako nema smisla evaluirati F na tockama iz P2, zbog F(Ax, Ay, Az) =
A?F(x,y,z) ima smisla gledati skup X = {[x : y: z] € P> : F(x,y,z) = 0}. X zovemo
projektivna ravninska krivulja definirana sa F.

Definicija 1.1.18. Homogeni polinom F(x,y,z) je nesingularan ako ne postoji rjesenje

sustava
o OF _OF 0F _

ox dy 0z

u P2 (ili ekvivalentno u C*\{0}).

Cilj nam je pokazati da je za nesingularan homogen polinom F' X Riemannova ploha.
Definirajmo X; = X n U;. Za na primjer i = 0, vidimo da vrijedi:
Xo = {(a,b) € C* : F(1,a,b) = 0}, $to je afina ravninska krivulja.

Lema 1.1.19. Neka je F(x,y,z) homogeni polinom stupnja d. F je nesingularan ako i
samo ako je X; glatka afina krivulja u C* za svakii = 0, 1, 2.

Dokaz. Dokazat ¢emo tvrdnju obratom po kontrapoziciji.

Pretpostavimo da postoji X; koji ima singularnu tocku. Zbog simetrije mozemo uzeti i = 0.
Neka se radi o to¢ki (a,b) € C*. Tada vrijedi F(1,a,b) = &(1,a,b) = 5 (1,a,b) = 0.
Jedino treba vidjeti da vrijedi i g—f(l,a, b) = 0. To slijedi iz Eulerove formule, koja glasi:
d-F = Z?:() xi%. Dokaz Eulerove formule slijedi dokazom za slucaj kada je F monom
jer su obje strane jednakosti aditivne.

d-F=d-x;° x{' XTI = (@ +d—ap—a)) - xg” - xf! D Z?:o xig—i.
Pretpostavimo sada da je F singularan u tocki [x : y : z] i bez smanjenja opéenitosti
uzmimo x # 0. Tada je (%, £) singularna tocka na Xj. o

Neka je sada F nesingularan homogen polinom stupnja d. Na sljedeci nac¢in mozemo
vidjeti da je nesingularan homogen polinom ireducibilan. Pretpostavimo da vrijedi:

F(x,y,2) = G(x,y,2) - H(x,y,2)
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Tada G, H moraju biti takoder homogeni. U suprotnom, rastavom svakog od G, H na kom-
ponentne homogenosti i mnoZenjem dobivamo da F ima viSe od jedne komponente homo-
genosti, Sto je kontradikcija. Sada po Bezoutovom teoremu u projektivnoj ravnini vrijedi
da postoji toka p € P? takva da G(p) = H(p) = 0. Deriviraju¢i F = G - H po svakoj
varijabli dobivamo da je u p vrijednost derivacije jednaka O pa je F singularan u p, Sto
je kontradikcija. Zbog toga su polinomi koji definiraju Xy, X;, X, takoder ireducibilni, a
prema gornjoj lemi smo vidjeli da su i nesingularni. Slijedi da su Xj, X;, X, Riemannove
plohe. Kako je X = X u X; U X,, kompleksnu strukturu na X definiramo preko karata na
X;. Vidjeli smo prije da su to projekcije na koordinate, za na primjer X su [x : y : z] — 2
ili [x:y:z]— =

PokaZimo na jednom primjeru da su karte kompatibilne. Neka je tocka p = [xo : yo : 20] iz

Xon X;1U < Xy, U < X, otvorene okoline oko p na kojima gledamo karte a : U — V,
(1,2,30) GL150)

F(1,%, L OF(2 2 .
B : U — V. Pretpostavimo da vrijedi —2—* # 01 —%—" # 0. Tada je

ofx:y:a]) = LiB([x:y:2]) = 2 Boa'(w) = B([1: w: gWw)]) = L2 %0 je
holomorfna funkcija jer je g holomorfnaiw # Ona U n U'.

Primijetimo da je X kompaktan kao zatvoren podskup kompaktnog topoloSkog pros-
tora P?. Zaklju¢ujemo, za nesingularan homogen polinom F glatka projektivna krivulja je
kompaktna Riemannova ploha.

1.2 Funkcije na Riemannovim plohama

Prisjetimo se definicije holomorfne funkcije:

Definicija 1.2.1. Neka je U < C otvoren, 7o € U. Funkcija g : U — C je holomorfna u
20 € U ako postoji kompleksan broj g'(zo) tako da vrijedi

¢'(z0) = lim 8(2) — 8(z0)
720 Z — 20

Ako je g holomorfna u svakoj tocki od U, onda kaZemo da je g holomorfna na U.

Neka je X Riemannova ploha, p € X te W < X okolina od p. Nekaje f : W — C
funkcija.

Definicija 1.2.2. Funkcija f : W — C je holomorfna u tocki p € X ako postoji karta
¢:U—V,peUtakodaje fop~ :¢p(Un W) — C holomorfna u ¢(p). Funkcija f je
holomorfna na W ako je holomorfna u svakoj tocki od W.

Zapravo, definicija holomorfne funkcije ne ovisi o izboru karte. Neka je s : U' — V’
neka druga karta na okolini tocke p iz kompleksne strukture na X. Po definiciji, karte ¢ i
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su kompatibilne. Vrijedi:
fo¢~ " je holomorfna na okolini od ¢(p) < f oy~ je holomorfna na okolini od ¥(p)

jer foy ™l = (fop™!)o(poy™"), aobje funkcije komponirane na desnoj strani su
holomorfne. Analogno se pokaze i obrat tvrdnje.

Napomena 1.2.3. Odmah moZemo primijetiti da su karte na X holomorfne funkcije jer
¢ o ¢! = id jest holomorfna funkcija na C. Takoder, definicija holomorfne funkcije na
kompleksnoj ravnini koju smo preko karata (x,y) — x + iy definirali kao Riemannovu
plohu se podudara sa standardnom definicijom holomorfne kompleksne funkcije.

Za f, g holomorfne funkcije na X vrijedi da su funkcije f + g i fg holomorfne. Ako je p € X
takva da je g(p) # 0, onda je ﬁ holomorfna oko p. To slijedi iz ¢injenice da ista svojstva
vrijede za holomorfne funkcije na C.

Definicija 1.2.4. Ako je W < X otvoren podskup Riemannove plohe X, skup svih holomor-
Jfnih funkcija na W oznacavamo:

Ox(W) =0(W) ={f: W — C: f holomorfna}
U istom duhu éemo definirati funkcije na X koje imaju singularitete.

Definicija 1.2.5. Neka je U — C otvoren, zp € U. U* := U\{zy} zovemo punktirana
okolina od z,.

Funkcija g : U* — C holomorfna na svojoj domeni u tocki zy ima:

i) uklonjivi singularitet ako postoji holomorfna funkcija h : U — C tako da g = h na U*,

ii) pol reda m ako postoji holomorfna funkcija h : U — C takva da h(zy) # 0 i prirodan
h(z)

broj m tako da vrijedi g(z) = oy
iii) esencijalni singularitet ako z nije niti uklonjivi singularitet niti pol od g.

Neka je X Riemannova sfera, W < X otvorena okolina od p te funkcija f : W\{p} — C
holomorfna.

Definicija 1.2.6. i) f ima uklonjivi singularitet u p € X ako i samo ako postoji karta
¢:U —V, pe U, tako da funkcija f o ' : (U n W) — C ima uklonjivi singularitet u
¢(p)-

ii) f ima pol reda m u p € X ako i samo ako postoji karta ¢ : U — V, p € U, tako da
funkcija fo ¢~ : ¢(U N W) — C ima pol reda m u ¢(p).

iii) f ima esencijalni singularitet u p € X ako i samo ako postoji karta ¢ : U — V, p € U,
tako da funkcija f o ¢! : (U n W) — C ima esencijalni singularitet u ¢(p).
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Lako se provjeri da definicija vrste singulariteta funkcije na Riemannovoj plohi ne ovisi
o izboru karte. Dokaz se temelji na ¢injenicama da su funkcije prijelaza medu kartama
holomorfne te funkcija koja je kompozicija funkcija od kojih jedna ima singularitet u tocki
20, a druga je holomorfna u toj tocki ima u z, singularitet iste vrste kao i prva funkcija.
Nama Ce najzanimljivije biti meromorfne funkcije:

Definicija 1.2.7. Funkcija f na X je meromorfna u tocki p € X ako je ili holomorfna ili
ima uklonjivi singularitet ili ima pol u p. f je meromorfna na otvorenom skupu ako je
meromorfna u svakoj njegovoj tocki.

Napomena 1.2.8. Definicija meromorfne funkcije na kompleksnoj ravnini koju smo preko
karata (x,y) — x + iy definirali kao Riemannovu plohu se podudara sa standardnom
definicijom meromorfne kompleksne funkcije.

Za f, g meromorfne funkcije na X vrijedi da su funkcije f + g i fg meromorfne. Ako g nije
identicki 0, onda je § meromorfna u p. To slijedi iz ¢injenice da ista svojstva vrijede za

meromorfne funkcije na C.

Definicija 1.2.9. Ako je W < X otvoren podskup Riemannove plohe X, skup svih mero-
morfnih funkcija na W oznacavamo:

Mx(W) = M(W) ={f: W — C: f meromorfna}

Neka je X Riemannova ploha, W — X otvorena okolina od p te funkcija f : W\{p} —
C holomorfna. Neka je ¢ karta na X oko p. Tada je funkcija f o ¢! holomorfna na
punktiranoj okolini od ¢(p) pa ju moZemo razviti u Laurentov red:

fod™'(2) =D cu (z—o(p)
nez

Koeficijenti Laurentovog reda jasno ovise o izabranoj karti, a red moZemo korisiti za pro-
vjeru vrste singulariteta funkcije u tocki.

Neka je f meromorfna funkcija na X u tocki p. Tada moZemo definirati red funkcije
f u to€ki p preko Laurentovog razvoja funkcije f o ¢! oko ¢(p) za neku kartu ¢ na X:
ord,(f) = min{n : ¢, # 0}. Potrebno je provjeriti da definicija ne ovisi o izboru karte.
Oznacimo sa z koordinatu iz C dobivenu kartom ¢, a sa w koordinatu za neku drugu kartu
. Oznacimo sa T (w) = z funkciju prijelaza medu tim kartama. Imamo f(w) = f o T'(w).
Jer je T holomorfna bijekcija, vrijedi T~' o T = id /' = T~"(T(w)) o T'(w) = 1 =
T'(W(p)) # 0= zaT(w) = ¢(p) + D an(w —¥(p))" ai # 0. U razvoju u red funkcije
T (w) slobodni ¢lan je ¢(p) jerz = T(w)i T = ¢ o ~! pa evaluiramo T u ¢(p). Konacno,
imamo u razvoju u red funkcije fo7 (w) ¢lan s najmanjim prirodnim brojem kao indeksom:
cm - al'(w — y(w))™, gdje je m red funkcije f(z) u tocki ¢(p). Time smo dokazali dobru
definiranost.
Direktne posljedice definicije reda funkcije u tocki su:
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e Ako je ord,(f) > 0, p je nultocka reda ord,(f) od f. Ako je ord,(f) < 0, p je pol
reda ord,(f) od f. Ako je ord,(f) = 0, p nije ni pol ni nultocka od f.

o ord,(fg) = ord,(f) + ord,(g)

. ordp(g) = ord,(f) — ord,(g)

1.3 Preslikavanja medu Riemannovim plohama

Nakon §to smo definirali Riemannove plohe i funkcije na njima, htjeli bismo definirati i
preslikavanja medu njima. Vidjeli smo pri definiciji funkcija da nam je holomorfnost bitno
svojstvo te ga definiramo i za preslikavanja:

Definicija 1.3.1. Preslikavanje F : X — Y je holomorfno u p € X ako i samo ako postoje
karte p, : Uy > VinaXspeUyi¢y: Uy — VonaY s F(p) € U, takoalaje¢>20Fo¢>1_1
holomorfna u ¢,(p). F je holomorfno preslikavanje ako i samo ako je holomorfno na
cijelom X.

Kao $to je bio slu€aj 1 kod definicije funkcije na Riemannovoj plohi, lako moZemo
vidjeti da definicija holomorfnog preslikavanja u tocki p ne ovisi o izboru karata.

Akoje gy o F o ¢1_1 holomorfna funkcija na okolini od ¢, (p), onda za karte |, ¥, na X, Y
redom imamo Y, 0 Foyr; ' (z) = (Y20, ') o (¢roFod, ") o (¢ 0¥ ")(2) Sto je holomorfna
funkcija jer je kompozicija holomorfnih.

Takoder, slicnim argumentom se pokaze da je kompozicija holomorfnih preslikavanja
holomorfno preslikavanje i da je kompozicija holomorfnog preslikavanja s meromorfnom
funkcijom meromorfna funkcija.

MozZemo se pitati kada Riemannove plohe smatramo istima. Odgovor je standardan:

Definicija 1.3.2. Izomorfizam medu Riemannovim plohama X i Y je holomorfno preslika-
vanje F : X — Y koje je bijektivno i Ciji je inverz F~' : Y — X takoder holomorfan.
Izomorfizam sa X u X nazivamo automorfizam. Ako postoji izomorfizam medu Riemanno-
vim plohama X i Y, kaZemo da su X i Y izomorfne.

Primjer 1.3.3. Ranije smo vidjeli da postoji homeomorfizam medu C, i P! dan formulom

2Re(wz) 2Im(wz) |w]* — |z]?
W+ 227 [w]* + |27 [w]* + 2]

).

[2:w] = (

Koristeci karte na Co, i P! lako se provjeri da se radi o holomorfnom preslikavanju. Pre-
ciznije, sve kompleksne funkcije koje dobijemo komponiranjem s kartama su identitete koje
su jasno holomorfne.
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Sada ¢emo uvesti korespodenciju izmedu meromorfnih funkcija na Riemannovim plo-
hama 1 holomorfnih preslikavanja istih. To ¢e nam omoguciti da preko geometrijskih ar-
gmenata (koriste¢i holomorfna preslikavanja izmedu Riemannovih ploha) dobijemo infor-
maciju o meromorfnim funkcijama na X i obratno.

Propozicija 1.3.4. Za Riemannovu plohu X, postoji 1-1 korespodencija izmedu skupova

{meromorfne funkcije f na X}
i
{holomorfna preslikavanja F : X — C,, koja nisu identicki jednaka x}.

Dokaz. C., smo skupovno definirali kao jedini¢nu sferu u R? i pridruzili joj karte dobivene
stereografskom projekcijom iz toc¢aka (0,0, 1) i (0,0, —1) kako bismo dobili strukturu Ri-
emannove plohe. U dokazu ove propozicije ¢emo pokratiti oznake. To¢ku (0,0, 1) ¢emo
oznacavati s o0, a sve ostale sa z € C koje su im pridruZene preko projekcije iz (0,0, 1).
Preciznije, definiramo karte na C, uz krac¢u notaciju:
¢1: (Co)\{0} = C,

$1(2) =z

koja odgovara projekciji iz (0,0, 1),
¢2 : (C)\{0} = C,

koja odgovara projekciji iz (0,0, —1). Primijetimo da odgovara funkciji prijelaza izmedu
prvotno definiranih karti na C,,.
Neka je f : X — C meromorfna funkcija. Definiramo: F' : X — C,,

F(x) f(x) , ako x koji nije pol od f
X) =
0 , ako je x pol od f

Treba vidjeti da je F holomorfno preslikavanje.

Ako x nije pol od f, onda za neku kartu ¢ na X oko x ¢ija domena ne zahvaca niti jedan pol
od £, koja postoji jer su polovi diskretni, imamo ¢, o F oyy~! = f oyy~! §to je holomorfna
funkcija.

Ako je x pol od f, onda izaberimo centriranu kartu ¥ na X oko x takvu da na domeni f
nema nultoCaka, koja postoji jer su nultocke diskretne. Tada imamo:
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Da bi to bila holomorfna funkcija, samo treba provjeriti holomorfnost u 0. No, jer f ima
pol u x, & ima nulto¢ku barem prvog reda. Tada:

G(z) — d _
i G —GO) . ga)  [g(0) =1
=0 Z z—0 z 0 d>1

za holomorfnu funkciju g.
Obratno, neka je F : X — C,, holomorfno preslikavanje. Definiramo funkciju f : X —
C,

1

5cF - nhaokolini tocke koja je iz F~'(0)

e {¢1 o F , na okolini to¢ke koja nije iz F~'(o0)

Jer je ¢1 o F o ¢y~! holomorfna po definiciji od F, dobivamo da je u tockama x ¢ F~'(o0)
funkcija f holomorfna. U tofkama x € F~!(0): foy !(z) = m pa dobivamo
tvrdnju jer je 1 kroz holomorfna funkcija meromorfna funkcija. |

Sljedecom propozicijom ¢emo biti korak do vaznog teorema koji govori o zanimljivom
svojstvu holomorfnih preslikavanja medu kompaktnim Riemannovim plohama.

Propozicija 1.3.5. (Lokalna normalna forma)

Neka je F : X — Y holomorfno preslikavanje definirano u p € X, koje nije konstantno.
Tada postoji jedinstveni prirodni broj m > 1 koji zadovoljava: za svaku kartu ¢, : U, —
Vo na Y centriranu u F(p) postoji karta ¢; : Uy — V| na X centrirana u p tako da

$2(F (97 (2))) = "

Dokaz. Neka je ¢, : Uy, — V, karta na Y, F(p) € U, i neka je karta centrirana u
F(p). Uzmimo proizvoljnu kartu  na X centriranu u p. Tada je 0 nulto¢ka od T'(w) =
¢2(F (¢, "' (w))). Taylorov razvoj od T je tada:

T(w) = Z aw'
izm
gdje je m takav da je a, # 0. Jasno, m > 1 jer T(0) = 0. Tada T(w) = w"S (w), gdje
S(0) # 0. Jer je S(0) # 0, mozemo na okolini od 0 pronaci m-ti korijen slike po S te
okoline. Dakle, 3R(w) holomorfna funkcija tako da S (w) = R(w)™. (R(w) = emlog(S™),
kompleksni logaritam je dobro definiran na okolini to¢ke # 0) Imamo 7' (w) = (WR(w))™.
Jerje (WR(w)) = R(w) +w - R'(w), u(w) := wR(w), t/(0) # 0. Po teoremu o implicitnoj
funkciji u(w) je invertibilna. Tada je ¢, = poy isto karta na X centrirana u p. Ako stavimo
z = u(w), dobivamo:

$2(F (7' (2))) = 2 (F(y™ (1 (2)))) = T(™"'(2)) = T(w) = (u(w)") ="
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Jedinstvenost od m dobivamo iz topoloskih svojstava preslikavanja F' koja su neovisna o
izboru koordinata. U gornjem dokazu smo vidjeli da F(p) ima to¢no m praslika. z|' = 2
= (%)m = 1 iz Cega zakljuCujemo da mnoZenjem nekog z, koji je praslika, sa svim m—tim
korijenima iz jedinice dobivamo sve praslike. O

Tada je smislena sljedeca definicija:

Definicija 1.3.6. Multiplicitet od F u p € X, kojeg oznacavamo mult,(F), je jedinstveni
prirodan broj m > 1 takav da postoje lokalne koordinate oko p i F(p) u kojima F ima
oblik 7 — 7"

Iz dokaza gornje propozicije vidimo da mozemo vrlo lako odrediti multiplicitet pres-
likavanja u tocki. Radi se o najmanjem pozitivnom cijelom broju koji je indeks ne-nul
koeficijenta iz razvoja preslikavanja u Taylorov red uz bilo koje dvije karte oko p i F(p).

Definicija 1.3.7. Neka je F : X — Y nekonstantno holomorfno preslikavanje. Tocka p € X
Jje tocka grananja za F ako je mult,(F) > 2. Tocka 'y € Y je ogranak za F ako je slika
tocke grananja za F.

Primijetimo da tocke grananja ¢ine diskretan skup na X jer su nultoc¢ke derivacije holo-
morfne funkcije. Time odmah i ogranci ¢ine diskretan skup na Y. Lagano je vidjeti Cemu je
jednak multiplicitet od F u tockama domene kada je F' zadan kao pridruzeno preslikavanje
meromorfnoj funkciji f. 1z dokaza propozicije o korespodeniciji meromofnih funkcija i
holomorfnih preslikavanja dobivamo:

Lema 1.3.8. Neka je f meromorfna funkcija na Riemannovoj plohi X, s pridruZenim holo-
morfnim preslikavanjem F : X — C U .

a) Ako je p € X nultocka od f, onda je mult,(F) = ord,(f).

b) Ako je p pol od f, onda je mult,(F) = —ord,(f).

¢) Ako p nije ni nultocka ni pol od f, onda je mult,(F) = ord,(f — f(p)).

Dokazimo sada najavljeno lijepo svojstvo koje zadovoljavaju holomorfna preslikavanja
na kompaktnim Riemannovim plohama:

Teorem 1.3.9. Neka je F : X — Y nekonstantno holomorfno preslikavanje medu kom-
pakinim Riemannovim plohama. Za svaki'y € Y, definiramo dy(F) := 3}y, mult,(F).
Tada je d,(F) konstantno, neovisno o y.

Dokaz. Prvo primijetimo da nam je dovoljno dokazati da je preslikavanje y — d,(F) lo-
kalno konstantno, to jest na nekoj otvorenoj okolini od y, € Y vrijedi da je y — d,(F)
konstantno preslikavanje. To vrijedi jer je Y povezan pa kada bi postojale barem dvije vri-
jednosti ny, n, iz Z koje to preslikavanje poprima, onda skupovi {y € Y : d,(F) = n;} i
{ve Y :d,(F) # ni} su otvoreni, neprazni i disjunktni, $to ne moze biti.
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Uoc¢imo jedan poseban slucaj kada je lako izraCunati multiplicitet preslikavanja u toCkama
domene. Neka je pripadna holomorfna funkcija danas: f : D — D, f(z) =7",D = {z €
C : |z] < 1}. Tada je jasno tocka O multipliciteta m jer je z” razvoj u Taylorov red oko 0
od f, a svaka druga to¢ka iz D je multipliciteta 1 jer je f'(z) = m-z"!' = 0 <z = 0.
Tocka zo € D\{0} ima to¢no m praslika, koje su m—ti korijeni iz z. Iz svega navedenog
zakljuCujemo da je d, na D identicki jednako m, dakle, konstantno.

Primijetimo da nam u gornjim argumentima nije bilo nuzno da se radi o jedinicnom disku,
ve¢ smo mogli uzeti proizvoljnog polumjera.

Kada bi f bio disjunktna unija gore opisanih preslikavanja, s moguée razli¢itim m—ovima,
onda i dalje imamo da je d, konstantno, to¢nije, identicki jednako sumi m—ova. Pod f je
disjunktna unija preslikavanja mislimo da je domena preslikavanja unija disjunktnih otvo-
renih skupova koji se svaki preko karte preslikava u disk oko 0 1 slika preslikavanja je disk
oko 0.

Neka je sada y € Y fiksan i {xy,...,x,} < X njegove praslike po F. Po prethodnoj propo-
ziciji za lokalnu koordinatu w centriranu u y postoje koordinate zi, ..., z, centrirane redom
u xi, ..., X, tako da F u tim lokalnim koordinatama ima oblik z — z”. Sada nam jedino
preostaje dokazati da postoji okolina oko y na kojoj svaka to¢ka ima sve praslike u uniji
okolina od x, ..., x,, 0zna¢imo ju sa U. Kada to ne bi bio slu¢aj, onda postoji niz (y,)en
u Y koji tezi prema y, takav da svaki y, ima prasliku koja nije sadrzana u U. Oznacimo
taj niz praslika sa (z,),eny < X. Jer je X kompaktan, taj niz ima konvergentan podniz
(2p(n) )new — z € X. No, F je neprekidno preslikavanje pa vrijedi F(z) = y. X\U je zatvo-
ren skup pa z ¢ U, Sto je kontradikcija s izborom od U.

Dakle, d,(F) je lokalno konstantna funkcija, pa po prvoj napomeni u dokazu dobivamo da
je 1 konstantna. O

Time je motivirana definiicija:

Definicija 1.3.10. Neka je F : X — Y nekonstantno holomorfno preslikavanje medu kom-
paktnim Riemannovim plohama. Stupanj od F, uz oznaku deg(F'), je cijeli broj d,(F), za
bilo koji y e Y.

Korolar 1.3.11. Holomorfno preslikavanje medu kompaktnim Riemannovim plohama je
izomorfizam ako i samo ako je stupnja 1.

Dokaz. Ako je izomorfizam, onda mu lokalna normalna forma u svakoj to¢ki kodomene
mora biti identiteta jer za veci eksponent m na okolini nule dobivamo da tocke imaju m
praslika, Sto ne moZze biti jer je preslikavanje po pretpostavci injekcija.

Za dokaz obrata, u sljedeéem potpoglavlju dokazat cemo da je svako holomorfno presli-
kavanje medu kompaktnim Riemannovim plohama surjekcija. Da se radi o injekciji dobi-
vamo iz toga Sto je lokalna normalna forma identiteta oko svake tocke, dakle injektivna.
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Jo§ se moramo pozvati na teorem kompleksne analize koji tvrdi da je inverz holomortne
funkcije holomorfan. O

Javlja se joS jedna zanimljiva posljedica teorema o tome kako povezujemo geometriju
od X s meromorfnim fuunkcijama na X.

Korolar 1.3.12. Ako je X kompaktna Riemannova ploha koja ima meromorfnu funkciju f
s jednim jednostrukim polom, onda je X izomorfan s C.

Dokaz. Kao ranije, funkciji f pridruZimo holomorfno preslikavanje F : X — C,,. Jer f
ima jedan jednostruki pol, co ima jednu prasliku oko koje je lokalna normalna forma iden-
titeta zbog jednostrukosti pola. Po teoremu znamo da je tada deg(F) = 1, a po prethodnom
korolaru da je F izomorfizam. O

Za kraj potpoglavlja, dokazimo joS jedan lijepi rezultat koji pokazuje kako se topoloska
kompaktnost Riemannovih ploha prenosi na algebarsku o njihovim svojstvima.

Teorem 1.3.13. Neka je f nekonstantna meromorfna funkcija na kompaktnoj Riemannovoj
plohi X. Tada je

> ord,(f) = 0.

p

Dokaz. Nekaje F : X — C v oo pridruzeno holomorfno preslikavanje funkciji f. Neka su
{x;} < X tocke koje se preslikavaju u 0 po F, a {y;} = X tocke koje se preslikavaju u co.
U svim ostalim toc¢aka na X je ord,(f) = O jer je u njima f holomorfna i ima vrijednost
razlicitu od 0.

Po teoremu o konstantnosti preslikavanja d,(F) zakljucujemo da je

Z mult,,(F) = Z mult, (F).

Ranije smo komentirali da je mult,(F) = ord,(f), ako je p nulto¢ka od f i mult,(F) =
—ord,(f), ako je p pol od f.
Kombinirajuéi gornja dva zakljuc¢ka dobivamo tvrdnju teorema. O

1.4 Klasic¢ni teoremi kompleksne analize

U ovom potpoglavlju pokazat cemo kako se klasi¢ni teoremi kompleksne analize pre-
nose u teoriju holomorfnih preslikavanja medu Riemannovim plohama. To je svojstvo koje
bismo prirodno zahtijevali jer su Riemannove plohe generalizacija kompleksne ravnine kao
domene meromorfnih funkcija. Dokazi su direktni iz definicije pa nismo puno propustili
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pozivajudi se ranije na njih. Propozicijom|1.3.4|sve teoreme koje pokaZzemo za holomorfna
preslikavanja prenosimo na meromorfne funkcije na Riemannovim plohama.
Osim §to teoreme kompleksne analize prenosimo u teoriju Riemannovih ploha, neke
od njih moZemo alternativno dokazati iz do sada razvijene teorije Riemannovih ploha.
Takoder, navest cemo 1 teoreme koji nemaju analogone u kompleksnoj ravnini jer ¢e se
odnositi na kompaktne Riemannove plohe.

Nasljedeni teoremi

Teorem 1.4.1. Neka je F : X — Y I-1 holomorfno preslikavanje medu Riemannovim
plohama. Tada je F izomorfizam izmedu X i F(X).

Dokaz. Jer je po pretpostavei F : X — F(X) bijekcija, po definiciji izomorfizma Rieman-
novih ploha treba provjeriti da je F~!' : F(X) — X holomorfno preslikavanje. Invertira-
njem funkcije ¢, o F o ¢]_1 koja je definirana na okolini neke tocke p € X i holomorfna,
dobijemo daje ¢; 0o F~' o ¢, ! funkcija na okolini od F(p) koja je holomorfna po teoremu
o holomorfnosti inverza holomorfne kompleksne funkcije. O

Za sljedeca dva teorema, dokaz ide sli¢nim argumentima pa ¢emo ih samo iskazati.

Teorem 1.4.2. Neka su F i G dva holomorfna preslikavanja medu Riemannovim plohama
XiY. Ako je F = G na podskupu S od X koji ima gomiliste u X, onda je F = G.

Teorem 1.4.3. Neka je F : X — Y nekonstantno holomorfno preslikavanje medu Rieman-
novim plohama. Tada za svaki y € Y praslika F~'(y) je diskretan podskup od X.

Alternativno dokazani teoremi 1

Teorem 1.4.4. Neka je F : X — Y nekonstantno holomorfno preslikavanje medu Rieman-
novim plohama. Tada je F otvoreno preslikavanje.

Dokaz. Zelimo pokazati da je za svaki otvoreni skup U < X, F(U) otvoren u Y. Dovoljno
jeza F(p) € F(U) dokazati da ima otvorenu okolinu u F(U). Za tocku p € U smo vidjeli u
propozicijida postoje karte ¢; oko p i ¢, oko F(p). tako da vrijedi ¢roFog; ' (z) = 2,
za neki k € N. Jer su ¢, ¢, homeomorfizmi, posebno otvorena preslikavanja, dovoljno
je pokazati da je z — z* otvoreno preslikavanje. Medutim, potenciranje kompleksnog
broja prirodnim brojem rezultira zarotiranim vektorom radijusa na k—tu potenciju. Jer
dilatacijom i rotacijom otvorenog skupa dobivamo otvoreni skup, zakljucujemo da je F
otvoreno preslikavanje. O

Nakon §to smo pokazali teorem o otvorenom preslikavanju, odmah moZemo pokazati i
princip maksimuma za nekonstantnu holomorfnu funkciju:
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Teorem 1.4.5. Neka je X Riemannova ploha i f : X — C nekonstantna holomorfna funk-
cija. Tada apsolutna vrijednost od f ne postiZe svoj maksimum.

Dokaz. Pretpostavimo da |f| postize maksimum u tocki p € X.

R =f(p)| = sup{|f(x)] : x € X}.

Tada je f(X) < IntK(0,R) jer je f otvoreno preslikavanje $to je kontradikcija jer smo
pretpostavili da je f(p) na rubu. m|

Teoremi 0 kompaktnim Riemannovim plohama

Teorem 1.4.6. Neka su X i Y Riemannove plohe. Neka je X kompaktna i F : X — Y
nekonstantno holomorfno preslikavanje. Tada je Y kompaktan i F je surjektivno.

Dokaz. Jer je F otvoreno preslikavanje, F(X) je otvoren u Y. Jer je X kompaktan, F(X) je
kompaktan. Jer je Y Hausdorffov, F(X) je zatvoren u Y. Jer u definiciji Riemannove plohe
zahtijevamo povezan topoloski prostor, mora vrijediti F(X) = Y. ]

Teorem 1.4.7. Svaka holomorfna funkcija na kompaktnoj Riemannovoj plohi je kons-
tantna.

Dokaz. Kada bi bilo nekonstantno, onda bismo po propoziciji dobili da je C kom-
paktan, Sto nije. O

Alternativno dokazani teoremi 2

Dokazimo sada Liouvilleov teorem:
Teorem 1.4.8. Svaka ogranicena holomorfna funkcija f : C — C je konstantna.

Dokaz. Ideja dokaza je progiriti f do holomorfne funkcije na C,. Tada po teoremu
dobivamo da je konstantna. Za funkciju g : C,, — C je po definicija karata na Riemannovoj
sferi ekvivalentno: g(z) je holomorfna u oo < g(i) holomorfna u 0. Zbog toga proSirimo
fnaCy:

2\ f(2) ,2€ C
f(Z) - {hmw_)of(vlv) 1=

Funkcija f (é) moze imati najvisSe pol u O jer je f holomorfna, a é ima pol u 0. Kada bi
funkcija f(1) imala pol u 0, onda bi lim,,_o|f(<)| = oo §to ne moZe biti jer je po pret-
postavci f ograniCena. = f (vlv) je holomorfna u 0. Time smo opravdali da je lim,,_, f (V]—V)
konacna vrijednost pa je f dobro definirana. Takoder smo pokazali da je f holomorfna. Na
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okolini bilo koje to¢ke iz C koristimo identitetu za kartu pa je u tim to¢kama f holomorfna
jer je f holomorfna. Na okolini od o koristimo kartu z +— % 1 upravo smo vidjeli da je
f (%) holomorfna u 0 pa time zavr§avamo dokaz. i

Za kraj potpoglavlja, dokaZimo fundamentalni teorem algebre:

Teorem 1.4.9. Neka jen € Nip(z) = 2" +a,1 - 2" ' + .. +a; -z + ap, a; € C,
i € {0, 1,...,n — 1}. Tada postoji barem jedna tocka zo € C takva da je p(zo) = 0.

Dokaz. Polinom p moZemo gledati kao meromorfnu funkciju na C,, koja ima pol u co.

To vidimo preko karte z — 1. Po propoziciji znamo da p odgovara holomorfnom

Zz
preslikavanju P : C, — C,

P) = {p(Z) ,2€C

o0 ,Z = o0.

Po teoremu P je surjektivno preslikavanje pa postoji zo € C takav daje P(zo) = 0. O

1.5 Primjeri funkcija na Riemannovim plohama

Riemannova sfera

Pogledajmo primjer meromorfnih funkcija na Riemannovoj sferi koju éemo prikazati
projektivnim pravcem. StoviSe, moci ¢emo u potpunosti opisati kako izgledaju meromor-
fne funkcije na P'.

Omjer dva homogena polinoma istog stupnja iz C|z, w] je meromorfna funkcija na P,
Tvrdimo da je f([z : w]) = % dobro definirana funkcija. To slijedi iz toga Sto su
homogeni polinomi istog stupnja pa je p(dz, Aw) = A%p(z,w) i q(dz, Aw) = A%(z,w).
Tada se A“ krate u razlomku. Inverz karte na P! dan's ¢~ !(u) = [1: u]ili ¢~ (u) = [u: 1]
p(rz) rog! = p(12)
q(r2)’ q(1.2)

Primijetimo da se p(z,w) € C|[z, w] moZe rastaviti na linearne faktore jer je homogeni
polinom u dvije varijable pa ga dijeljenjem i mnoZenjem s w*“”? mozemo svesti na polinom

_ plaw)

jedne varijable. Tada za racionalnu funkciju r(z, w) = T Vrijedi:

r(z,w) = H(biz —aw)“,

i

pa imamo za r(z,w) = , Sto je ocito meromorfna funkcija na C.

gdje su e; cijeli brojevi, a linearni faktori su relativno prosti. Ako se prisjetimo da je
inverz karte na P! dans ¢~ '(u) = [1 : u] ili 7' (u) = [u : 1], onda se lako vidi da je
ord[a1)(r) = ;. Slijedi teorem koji uz gornje primjedbe daje karakterizaciju meromorfnih
funkcija na P'.
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Teorem 1.5.1. Svaka meromorfna funkcija na P! je omjer homogenih polinoma u z, w istog
stupnja.

Dokaz. Neka je f meromorfna funkcija na P! koja nije identi¢ki jednaka 0. Tada jer je
P! kompaktna Riemannova ploha, po teoremu dobivamo da ima kona¢no mnogo
nultocaka i polova. Nazovimo ih {[a; : b;] : i € I}, gdje je I konaCan skup indekasa.
Oznatimo sa n = — Y., ¢;. Tada je funkcija R(z,w) = w"][[,(biz — a;w)% omjer dva
homogena polinoma istih stupnjeva. Da bismo utvrdili da su f i R jednake funkcije, do
na konstantu, definirajmo funkciju g(z,w) = Iég‘;;
funkcija g u tockama razli¢itim od [1 : 0] nema ni nultocku ni pol. Kada bi u [1 : 0]
g imala pol, onda bi é imala nulto¢ku u [1 : 0], a ;3 je holomorfna funkcija na P! pa je
zbog kompaktnosti konstantna, to jest jednaka 0, Sto daje kontradikciju. Slijedi da je g
konstantna funkcija. O

. Zbog nacina definiranja funkcije R,

Kompleksni torus

Uzmimo L = Z + 7Z, zat € CiImt > 0. Ovime nismo izgubili na openitosti. Moze
se pokazati da za svaki torus postoji 7 € C, Im7 > 0 tako da je izomorfan s C/L.

Prva ideja kako dobro definirati meromorfnu funkciju na torusu bi mogla biti uzeti
omjer dvije holomorfne funkcije na C/L. Medutim, holomorfna funkcija na C/L zbog
kompaktnosti torusa moze biti samo konstanta. Drugi pristup, sli¢an onom koji smo primi-
jenili kod projektivnog pravca, jest definirati funkciju kao omjer dvije holomorfne funkcije
na C tako da omjer bude L—periodi¢na funkcija. To radimo preko theta-funkcija. Za fiksi-
rani 7, Imt > 0, definiramo:

O(z) = Z e”i[”zTJ“z"Z], Yz e C.

Lema 1.5.2. i) Definirajudi red od ©(z) konvergira apsolutno i uniformno na svakom kom-
paktu u C.

i)O(z+1)=0(2)iO(z + 1) = e ™™%O(z), za Vz € C.

iii) zo je nultocka od ©(z) ako i samo ako zo+ m+ nt je nultocka od ©(z) za svaki m,n € Z.
Stovise, red nultocke zo od ©(2) je isti redu nultocke zo + m + nt.

iv) Jedine nultocke od ©(z) su u tockama § + £ + m + nt i sve su reda 1.

Prije dokaza leme, pretpostavimo da sve njezine tvrdnje vrijede. Definirajmo translate
OW(z) = O(z— 1 — I — x) zax € C. ®™(z) ima jednostruke nultocke iz skupa x + L.
Jasno, vrijedi @ (z + 1) = @W(z) i ®W(z + 1) = —e Y@M (z), po drugoj tvrdnji
gornje leme. Pogledajmo funkciju:

_ I, @(x,-)(z)

R(2) = =—=57

Hj OL)(z)
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Ovo je meromorfna funkcija na C. Jedino joS trebamo posti¢i da je L—periodi¢na. Zbog
OW(z 4+ 1) = O@W(z) vrijedi R(z + 1) = R(z), ¥z € C.
Svojstvo @Y (z + 7) = —e 7 E=YI@M () daje

[T, 0%z +7)
H?:l @(Y_/) (Z —+ T)

R(Z + T) _ _ _1)mfneme'[(mfn)erZjy,-fZ,- Xi]R(Z)-

Zbog toga nam treba da je (— 1) "~ 27Ln=m+2,3=2i%] jdenticki jednako 1 za svaki z € C.
To je moguce ako i samo akom = niY;;y; — >, x; € Z. Time smo dokazali:

Propozicija 1.5.3. Za fiksni cijeli broj d i dva d-clana skupa kompleksnih brojeva {x;} i
{yj} takvih da 3} y; — >, xi € Z omjer translatiranih theta funkcija

R(z) = I @(x,-)<z)

Hj QLI (z)

Jje meromorfna funkcija na C/L.

Dokaz. i)t =a+ib,a,beR,b>0,z=x+1iy

|®(Z)| < anz—oo |e7ri[n2‘r+2nz]| _ ZZO:_OO e—(nzbn+27rny)
Jer gledamo konvergenciju na kompaktima, |y| moZemo ograniiti s nekim M > 0. Takoder,
n*brr + 2nny > n*br — 2anM i n’bn — 2anM > n’b nakon nekog ny $to mozemo vidjeti

dijeljenjem nejednakosti s n? i pustanjem n u oo. Dakle, ostatak reda Y0 ¢~ ("br+2m)

mozZemo ograditi odozgo s 2 - Zf:no e §to je manje od ostatka geometrijskog reda koji
tezi u 0 jer e™® < 1. Time dobivamo konacnost od ©(z) u svakoj tocki iz C. Uniformnu
konvergenciju na kompaktu dobivamo iz ¢injenice da red kojim smo ogradili pocetni ne
OVisi O Z.

i) ©(z + 1) = O(z) jer sumandi u redu za @(z + 1) su ¢ . gmil?’r+2u],

O(z+7) = e ™I™+%@(z) dobijemo nadopunjavanjem na potpuni kvadrat: n>t+2nz+2nt =
7(n+1)* +2(n+ 1)z — 7 — 2z i &injenicom da sumiramo po Z pa translacijom n-a za 1 ne
promijenimo red.

iii) Prva tvrdnja direktno slijedi iz ii) jer @(zo +m+nt) = e "™ (T20)@(z,), a e " (*+20) 2
0 za Vzp € C. Da bismo provjerili drugu tvrdnju, samo treba derivirati po z gornju jedna-
kost: ®'(z + m + nt) = —2nmie "™ RO(z) + e 2@ (7). Kako smo vidjeli da je zo
nultocka ako i samo ako je zg + m + nt nultocka, onda iz gornje jednakosti isto dobivamo
za derivaciju funkcije u nultocki. Za vise derivacije bi arguement bio anlaogan.

iv) Pozivajuéi se na dva teorema kompleksne analize, mozemo dokazati tvrdnju. Ko-
riste¢i rezultat da je lokalno uniformni limes holomorfnih funkcija takoder holomorfna
funkcija, zaklju¢ujemo da je ®(z) holomorfna. Drugi teorem koji nam treba glasi: ako

je v put u C na kojem O(z) nema nultotku, onda - Sy g((zz)) dz = broj nultocaka od ©(z)
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racunajuci kratnosti, jer je holomorfna pa nema polova. Fiksirajmo fundamentalni parale-
logram P = {u-1 +v-7:uve|0,1]}. Uvedimo parametrizacije za rub od P: a(t) = t,
Bt) =1+71t,y(t) =7+ (1 —1),8() = (1 —1)r, t € [0,1]. Primijetimo da vrijedi:
Bt)=6(1—t)+1iy(t)=a(l —1) +7.

Pokazat ¢emo §, %dz = — s (g((;)) dzi§, g((;)) dz = 2mi — §, %/((;)) dz i time dokazati da
postoji jedna nultocka reda 1. Da se radi o % + 3 slijedi iz:
®(Z) _ Z;O:ioo em‘[n21+2n(%+%)] _ Zzozfoo eni[n27+n+nr] _ 220:700 P e;ri[nzr+nr] pa jer je

n*+n=(—n—1)>—n—1in, —n— 1 surazli¢ite parnosti dobivamo da podniz parcijalnih
suma Y4_' e . ¢mil" Tt je konstantno 0. Jer smo vidjeli da red za @(z) konvergira u
svakoj tocki, slijedi da je ®(5 + £) = 0.

Konac¢no, izraCunajmo integrale:

Q'(z) . 1®/(18<t>) . 1®/(6(1—Z‘)—|—1) . lw - o'(2)
L@)(Z) - Jo o) "'~ Jo GIEDED JO o6 =) LQ@ dz,

®'(z) 'O (y() '@l -0 +7
L T B e e
B 1 _zﬂ.ie—m’[‘rer(lft)]@(a,(l . t)) + efm'[~r+2cr(lft)]®/(a<1 o t))
- _L el +200-0]@(a (1 — 1))

_ . [9R)
= 2nmi L®(Z) dz.

dt =

Glatke ravninske krivulje

Neka je X glatka afina ravninska krivulja zadana nesingularnim polinomom f(z, w).
Tada su projekcije na z i w koordinate holomorfne. To vrijedi jer su karte na X. Posebno
dobivamo da je svaki polinom p(z, w) restringiran na X holomorfna funkcija. Meromorfne
funkcije dobivamo kao omjer dva polinoma. To slijedi iz analognog svojstva za meromor-
fne funkcije na kompleksnoj ravnini. Pri tome moramo zahtjevati da polinom u nazivniku

nije identi¢ki jednak O na krivulji. Pogledajmo afini slu¢aj kada polinom f(z, w) definira
p(zw) .
q(zw)

krivulju (sjetimo se da je f ireducibilan) i funkcija je dana s r(z,w) =
* ako f|q, onda je jasno ¢ = O na X

* ako ¢ i8¢ezava u svakoj tocki u kojoj je f = 0, onda f|g po Hilbertovom teoremu o
nulama [10]. To vidimo ako za ideal u prstenu polinoma uzmemo o =< f >, onda
g € I(Z(0)) = Rad(o) = Im € N tako da ¢" = f - h. Jer je prsten polinoma nad poljem
faktorijalna domena, slijedi da f|q.



Poglavlje 2

Diferencijalne forme i integracija

2.1 Snopovi

U kompleksnoj analizi je Cesta pojava da funkcije imaju razli¢ite domene. Definicijom
karata na Riemannovim plohama uvidamo da je to i ovdje slucaj. Stoga se snopovi uvode
u teoriju kao formalni alat kojim baratamo u toj situaciji.

Definicija 2.1.1. Neka je X topoloski prostor i T~ njegova topologija. Pred-snop vektorskih
prostora na X je par (F, p) koji se sastoji od :
i) familije vektorskih prostora ¥ = (¥ (U))yer,
ii) familije linearnih operatora p = (pY)yvervev, py : F(U) — F (V) sa sljedecim
svojstvima:
py = idy), VU e T ipyopy =pyzaW<VcU.

Definicija 2.1.2. Pred-snop je snop ako za svaki otvoreni skup U < X i svaku familiju
otvorenih skupova U; < U, i € I, takvu da je U = U;c;U; vrijede sljedeci uvjeti:

1) ako su f,g € F(U) takvida f|y, = glu, Vi€ I, onda f = g.

1I) ako su elementi f; € ¥ (U;), i € I, takvida f;|v,~u, = filv.nu,» Vi, j € I, onda postoji
funkcija f € F(U) takva da f|y, = f;, Vi€ I

Napomena 2.1.3. U definicji po 1) slijedi jedinstvenost funkcije f iz II).

Analogno smo mogli definirati snopove za Abelove grupe ili prstene. Snopovi znacajni
za teoriju Riemannovih ploha opisani su u sljede¢em primjeru:

Primjer 2.1.4. Neka je X Riemannova ploha s topologijom T i O(U) C— vektorski prostor
holomorfnih funkcija na U < X otvoren. Tvrdimo da je par (O,p), O = (O(U))yer
ip = (0)vuverveu, pY restrikcija holomorfne funkcije f € O(U), fly, snop. Da se
radi o pred-snopu jasno se vidi iz toga sto su restrikcije na fiksni skup linearni operatori,

31
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restrikcija funkcije na njezinu domenu je opet ista funkcija i za W < V < U restrikcija
funkcije s domenom U na domenu W je ista funkcija koju dobijemo restringirajuci prvo na
V, a potomna W.

Pretpostavimo da smo neki otvoreni skup U < X zapisali kao u definiciji snopa: U =
UietUi. Za f,g € O(U) takve da su im restrikcije na svaki U; jednake slijedi f = g jer U;
pokrivaju cijeli U. Takoder, vrijedi 1) jer funkciju f upravo moZemo definirati svojstvom
flu, = fi, Vi € I jer na preklapanju domena U, funkcije f; su jednake.

Istu konstrukciju mogli smo provesti za meromorfne ili beskonacno realno diferencija-
bilne funkcije.

Postoje primjeri pred-snopova koji nisu snopovi, kao §to mozemo vidjeti u sljedeCem
primjeru:

Primjer 2.1.5. Osnovni primjer Riemannove plohe je kompleksna ravnina. Za U < C
otvoren definirajmo s B(U) vektorski prostor omedenih, holomorfunih funkcija na U. Tada
se za B = (B(U))vcc oworen 1 pY restrikcija funkcije na V provjeri da je par njih dva pred-
snop istim argumentima kao u primjeru Navedeni pred-snop zadovoljava I) uvjet iz
definicije snopa, medutim ne zadovoljava II). Uzmimo U = K(1,1) < C, otvorena kugla
radijusa 1 oko 1. Neka su U, = K(1,1— ﬁ), n e N. Jasno, U = U,enU,. Funkcija % nalazi
se u svakom B(U,) jer joj je jedini pol u C u 0 pa je na K(1,1 — 1) holomorfna funkcija
na kompaktu, dakle |§| poprima maksimum. No, funkcija i nije omedena na K(1,1) jer
vrijedi limz,>oﬁ = 4o0.

Da bismo proucili kako se snop ponasa oko neke tocke p € X definiramo struk:

Definicija 2.1.6. Na uys,F (U) definiramo relaciju ekvivalencije:
feFU),geF(V), f~g=IWeT,peWcUnVtakoda flw = glw.

Fp = (VuspF (U))/ ~ nazivamo struk snopa F .

Inutitivno, poistovjecivanjem funkcija koje se podudaraju na otvorenom podskupu pre-
sjeka njihovih domena dobivamo “funkciju” na proSirenoj domeni. Primijetimo da je ¥,
takoder vektorski prostor ako definiramo operacije na klasama ekvivalencije preko opera-
cija na reprezentantima.

Definicija 2.1.7. Za neku otvorenu okolinu U od p € X definiramo preslikavanje
pp: F(U) = F,

koje funkciji f pridruZuje reprezentanta po relaciji ~. Klasu p,(f) nazivamo klica od f u
D
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2.2 Diferencijalne forme

Ako Zelimo integrirati po n—dimenzionalnim plohama, n > 2, moramo poopciti objekt
koji integriramo u odnosu na 1—dimenzionalni slu¢aj. U tu svrhu uvodimo diferencijalne
forme.

Ve¢ smo vidjeli da su nam na Riemannovim plohama posebno zanimljive holomorfne
1 meromorfne funkcije. lako ¢emo definirati i holomorfne i meromorfne diferencijalne
forme, centralni pojam bit ¢e nam C ® forme, kojim oslabljujemo uvjet holomorfnosti.

Definicija 2.2.1. UC*(U), U otvoren podskup od C, s koordinatom z = x+ iy, su funkcije
koje imaju derivaciju svakog reda po realnim varijablama x i y.

Jasno, funkcije iz C *(U) su poopéenje holomorfnih funkcija u smislu da zadrZzavamo
uvjet beskonacne realne diferencijabilnosti, a ispustamo zahtjev ispunjavanja Cauchy - Ri-
emannovih uvjeta.

Definicija 2.2.2. Za f € C*(U) definiramo % := J(& — %) i & := 1(& +i%).

C e . . of _
Na[l)]omena 2.2.3. Primijetimo da je f € C*(U) holomorfna na U ako i samo ako =0
na U.

Neka je X Riemannova ploha. Oznacimo s & snop opisan u primjeru za C%
funkcije. Neka je p € X. Tada struk &, sadrzi sve klice diferencijabilnih funkcija u tocki
p. Oznaimo s m, < &, vektorski potprostor funkcija klica koje iSCezavaju u p, a sa
mfj < m,, potprostor funkcija klica koje u p imaju nultocku barem drugog reda. Definiramo
da funkcija klica iS¢ezava u tocki p ako isto vrijedi za nekog njezinog reprezentanta, a to
je dobro definirano jer su dvije funkcije u relaciji ekvivalencije ako se podudaraju na nekoj
otvorenoj okolini od p. Prisjetimo se, funkcija f na X ima u p nultocku reda barem 2 ako

f(p) = %(p) = L(p) =0.

Definicija 2.2.4. Kvocijentni vektorski prostor

Tl(,l) = mp/mi

se zove kotangentni prostor od X u tocki p. Ako je U otvorena okolina od p i f € E(U),
onda definiramo diferencijal od f u p d,f € T(l),

dyf = (f — f(p)) mod .
Teorem 2.2.5. Neka je X Riemannova ploha, p € X i (U, z) okolina od p i koordinata u C,
z = x + iy. Tada su {d,x,d,y} i {d,z,d,z} baze za T,(,l). Ako je f funkcija diferencijabilna
u p, onda vrijedi
of

(p)dpx + a—y(p)dpy = a—z(p)dpz +

o o s
dpf = ox 07 (P)dyz



34 POGLAVLIJE 2. DIFERENCIJALNE FORME I INTEGRACIJA

Dokaz. Tvrdnje ¢emo prvo pokazati za x, y, a zatim ih prenijeti u slucaju z, z. Tvrdimo da
{d,x,d,y} razapinju T!(,l). Neka je r € TV ¢ = ¢ + m, ¢ funkcija klica iz &,. ¢ mozemo
razviti oko p u Taylorov red pa dobivamo:

¢ = ci(x = x(p)) + 2y —¥(p)) + ¢,
gdje su ¢y, ¢c; € Ciy € m. Uzimajuéi ovu jednakost modulo m? dobivamo
t = cidyx + cadyy.

Dokazimo da je skup {d,x, d,y} linearno nezavisan. Ako ad,x + Bd,y = 0, onda ad,x +
Bdyy € 0, to jest a(x— x(p)) +B(y—y(p)) € . Derivirajuci jednakost po x, y dobivamo
a=p8=0.

Ako je f diferencijabilna oko p, onda iz razvoja u Taylorov red argumentima kao u
prvo dijelu dokaza zaklju¢ujemo

£ 1) = Lo x0) + L) 300+,

gdje g ima nultocku u p reda barem 2.

Dokazimo sada analogne tvrdnje za z,Z. Jerje z = x + iy 1Z = x — iy, i1z definicije
diferencijala funkcije u tocki dobivamo d,z = d,x + id,y 1 d,z = d,x — id,y. Jer je
(1)

matrica “ _ll] regularna, zakljucujemo da je {d,z,d,z} takoder baza za T,

d,f = ( )dyz + a{ (p)dpz slijedi iz dokazane d,f = 2 (p)d,x + a—f(p)dpy uvrstavanjem

deﬁmclja operatora - 2 1 5 te zapisa diferencijala dyz, d,Z preko dpx, dy.

. Tvrdnja

O

Primijetimo da smo u teoremu [2.2.5| fiksirali otvorenu okolinu od p i koordinatu. U
sljedecoj propoziciji ¢emo pokazati da jednodimenzionalni potprostori Cd,z i Cd,zu T ,(,1)

ne ovise o izboru koordinate oko tocke p.

Propozicija 2.2.6. Potprostori Cd,z i Cd,Z u Tl(,l)

oko tocke p.

ne ovise o izboru koordinate i okoline

Dokaz. Nekasu (U, z)i(U’,7) dvije okoline i koordinate oko tocke p € X Tada znamo da

postoji holomorfna funkcija T takva da je T'(z) = 7. %ZZ (p) = c e C* jer == ( (p) # Ojerje
T bijekcija paimamo: ToS = id /0, = T'(S(z))S'(z) = 1 pane mozZe popr1m1t1 vrijednost

0 u to¢ki p. Imamo %Z (p) = (%ZZ )(p) = € iz definicije ¢;. Takoder vrijedi & ( ) = 0 jer

je T holomorfna pa zadovoljava Cauchy - Rlemannove uvjete. Konjuglranjem zakljucimo

%ZZ (p) = 0. Primijenivsi dobiveno na formulu d,f = 3 (p)d,,z + o]; (p)d,z iz teorema2.2.5

za f = 7,7 dobivamo d,7 = cd,z1d,7 = ¢d,z ¢ime smo pokazali tvrdnju. m|
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Napomena 2.2.7. Definirajmo T;’O =Cd,zi Tl,(,)’1 := Cd,z. U teoremu smo pokazali
da vrijedi TI(,l) = T;’O @ Tg’l. Elemente iz T;’O ( Tg’l ) nazivamo kotangentni vektori tipa

(1,0) ((0,1)).

Kona¢no mozemo dati definiciju diferencijalne forme na Riemannovoj plohi:

Definicija 2.2.8. Neka je X Riemannova ploha. Diferencijalna forma stupnja 1, krace
1-forma, na X je preslikavanje
w:X— 1"
peX

takvo da je w(p) € Tl(,l), za svaki p € X. Ako je w(p) € T;’O (T,(,)’l), za svaki p € X, onda
kazemo da je forma tipa (1,0) ((0,1)). Analogno definiramo 1-formu na proizvoljnom
otvorenom podskupu od X.

Primjer 2.2.9. i) Neka je f € E(U), U < X otvoren. Preslikavanje (df)(p) := d,f je
diferencijalna 1-forma.

ii) Neka je w 1-formana Ui f : U — C funkcija. Tada je preslikavanje (fw)(p) :=
f(p)w(p), Vp € U takoder 1-forma na U.

Definicija 2.2.10. Neka je X Riemannova ploha. 1-forma je diferencijabilna ako se s
obzirom na svaku kartu (U, z) w moZe zapisati kao

w = fdz+ gdzna U, gdje su f,g € E(U).
1-forma je holomorfna ako se s obzirom na svaku kartu (U, z) w moZe zapisati kao
w = fdzna U, gdje je f € O(U).
Napomena 2.2.11. Za U c X otvoren, uvedimo notaciju:
EW(U) := vektorski prostor diferencijabilnih 1-formi na U
EY(U) := vektorski prostor formi tipa (1,0)
EY(U) := vektorski prostor formi tipa (0,1)

Q(U) := vektorski prostor holomorfnih 1-formi

U primjeru ii) smo vidjeli da su gore navedeni prostori zatvoreni na mnoZenje kom-
pleksnim brojem f = c € C. Ostali aksiomi vektorskog prostora vrijede jer su Tl(,l) vektor-
ski prostori, zaVp € U.
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Reziduum

Neka je p € Y < X i w holomorfna 1-forma na Y\{p}. Neka je U c Y takavdaje p e U
i z koordinata na U centrirana u p. Tada je w = fdz, za holomorfnu funkciju f na U\{p}.
Za meromorfne funkcije na Riemannovoj plohi smo pokazali da red nultocke ili pola ne
ovisi o izboru koordinate. To se direktno prenosi na ovako definiranu diferencijalnu formu.
Stovise, vrijedi i da je dobro definiran reziduum diferencijalne forme:

f:ZCn'Zn

nez
Res,(w) :=c_,
Teorem 2.2.12. Definicija od Res, ne ovisi o izboru koordinate oko tocke p.

Dokaz. Dokaz ¢emo provesti u dva koraka.

1. tvrdnja: Ako je ¢ holomorfna na V\{p}, onda je reziduum od dy jednak O i ne ovisi
o izboru koordinate.

Dokaz 1. tvrdnje: Za koordinatu z na nekoj okolini od p imamo: ¢ = > ¢,7".
Tadaje dp = (3,2, nc,z"")dz pa je koeficijent uz % jednak 0. v/

2. tvrdnja: Neka je ¢ holomorfna na V s nultockom prvog reda u p. Tada je Resp(édgo) =
1 1 ne ovisi o izboru koordinate.

Dokaz 2. tvrdnje: Za neku koordinatu z centriranu u p imamo da je ¢ = zh, za h
holomorfnu na V koja nema nulto¢ku u p. 1z definicije od dy po tockama i Cinjenice da

operatori a% i a% zadovoljavaju Leibnitzovo pravilo djelovanja na umnoZzak dvije funkcije

. . _ oo de _ zdhihdr _ dh | dz %
dobivamo: dy¢ = zdh + hdz. Tada je: f = &% = 98+ <. Jer h nema nultocku u p,

% je holomorfna u p pa joj je reziduum jednak 0O, za svaki odabir koordinate z. Reziduum
I-forme % u tocki p je jasno 1, za svaki odabir koordinate z. v/
Uz oznake za f kao gore, neka je

-2 o0

Cp n—+1 Cn n+1
= —Z + Z .
8= 2 i 2t

n=-—0o0 n=0

Jerje { f —c_1z7'dz = g + C, C € C, integriranjem &lan po €lan u razvoju u Laurentov
red u C dobivamo da je g holomorfna funkcija na nekoj punktiranoj okolini od p. Tada
vrijedi w = dg + ¢_;z"'dz. U 1. tvrdnji smo vidjeli da je Res,(dg) = 0, a u drugoj da je
Res,(c_1z7'dz) = c_,. Time dovr§avamo dokaz. O

Definicija 2.2.13. Diferencijalna I-forma w na X je meromorfna diferencijalna 1-forma na
X ako postoji otvoreni skup A — X takav da je w holomorfna na A, X\A je skup izoliranih
tocaka u X i w ima pol u svakoj tocki iz X\A.

Vektorski prostor meromorfnih 1-formi na X oznacavamo M(X).
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Vanjski produkt

Zapoc¢nimo opéenitom konstrukcijom vanjskog produkta vektorskog prostora sa samim
sobom.

Definicija 2.2.14. Neka je V vektorski prostor nad C.
A%V ;= skup konacnih suma elemenata oblika vy A v,, vi,v, € V.

Preslikavanje A : V x V. — A*V, A(vi, V) := v| A vy zadovoljava sljedeca svojstva:
i) (vi +vv2) AV =V AV3+ VAV,
ii) (Avy) A vy = A(vy A va),
i) vi AVvoy = —Vvy AV, zasve vi,va,v3€ VideC

Napomena 2.2.15. Svojstva i) i ii) preslikavanja A vrijede i na drugoj koordinati dvostru-
kom primjenom svojstva iii).

Teorem 2.2.16. Neka je V vektorski prostor nad C s bazom {ey, ...,e,}. Tada je (A*V,+,-)
vektorski prostor.

Dokaz. Suma dva elementa koji su kona¢ne sume elemenata oblika v; A v, je opet suma
kona¢no mnogo elemenata oblika v; A v,. Drugo svojstvo preslikavanja A osigurava zatvo-
renost na mnoZenje skalarom. Provjerimo da je (A%V, +) Abelova grupa. Asocijativnost
i komutativnost zbrajanja su u definiciji A2V kao skupa. Neutral za zbrajanje je 0 A O jer
OAO+VviAv, =0) =0A0+0Am+vi AV, =i0)&iil) =0Av, +v Ay =
(0+vi) A vy =v; A v, Uraunu smo koristiliO A v =0 A 0, zav € V, $to se lako dobije
iz i) i iii). Neutral od v A v, je jasno —v; A v,. Ostala svojstva multiplikativnosti slijede iz
analognih za vektorski prostor V i direktne primjene nekih svojstava preslikavanja A. O

Napomena 2.2.17. MoZe se pokazati da je E = {e; ne; : 1 < i < j < n} baza za
(A*V,+,-).

Primijenimo sada gornju konstrukciju na kotangentni prostor T,Sl) na Riemannovoj
plohi X u tocki p.

Definicija 2.2.18. Definiramo TS := A2T\".

Napomena 2.2.19. Pokazali smo u teoremu da je {d,z,d,Z} baza za Tl(,l). Napome-
nom dobivamo da je d,z A d,Z baza za TI(,Z). Dakle, TI(,Z) Jje jednodimenzionalan.

Definicija 2.2.20. Neka je X Riemannova ploha. 2- forma na X je preslikavanje
w:X— U TI(,Z)

peX

takvo da je w(p) € TI(,Z), za svaki p € X.
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Primjer 2.2.21. i) w = fdz A dZ, w(p) := f(p)dyz A dyZ je 2-forma. Za f € E(X), za w
kazemo da je diferencijabilna 2-forma. Skup takvih formi oznacavamo & (X).

ii) Ako su w1, w, € (E)V(X), onda je w, A wy € (E)P(X) i (w, A w)(p) = wi(p) A
w>(p). To vidimo iz sljedeceg racuna:

= fidz + g1dZ, w, = frdz + g2dZ, fi, >, 81,82 € E(X)

w1 A wy = (fidz + 1dZ) A (fdz + 2dZ) = (fig2 — fog1)dz A dZ.
iii) Neka je w € EY(X) i f € &X). Tada je wf € EP(X) ako stavimo (wf)(p) =
w(p)f(p), za svaki p € X.

Vanjska derivacija formi

Definirajmo sada derivaciju d : &V(X) — &?(X). Lokalno se diferencijabilna 1-forma
moze zapisati kao

W = Z Jedgi,
k=1

gdje su fi, gx € E(X). Na primjer, w = fidz + f>dZ, za fi, f> € E(X).
Definicija 2.2.22. Operator d : 8V (X) — EP(X) definiramo s dw = Y, _, dfi A dg.

Propozicija 2.2.23. Definicija operatora d ne ovisi o izboru funkcija u zapisu forme w =

ZZ: 1 Sedgy.

Dokaz. Uzmimo da je (U, z) lokalna koordinata i da je Y, _, frdg; drugi lokalni prikaz
forme w. Koristit éemo forme dx, dy jer ¢e se kasnije u dokazu pojaviti potreba za koriStenjem
Schwartzovog pravila. Sjetimo se da je

08k 08k

dgr = —dx + —dy
8k = Ox By

i analogno za dg;. Kako je {d,x,d,y} baza za pripadni kotangentni prostor Tl(,l)
izjednaciti “koeficijente”:

08 . 3gk . 08k x 58k
Ji Ji
Sl Sl Sl S

Derivirajuci prvu jednakost po y, a drugu po x, te oduzimanjem, uz primjenu Schwartzovog
pravila, dobivamo:

mozemo

Zn: Ofi 08k Ofi 08k _ 2 0fi 08 Ofi 0k
i Jy Ox  0Ox dy '
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No, po primjeru (2.2.21]ii) dobivamo da je

C _ \,0fi0g Ofi Ogi
,;dfk/\gk_];(ay ox ox 6y)dX/\dy

iz Cega slijedi tvrdnja. O
Navedimo sada dva elementarna svojstva vanjske derivacije:

Propozicija 2.2.24. Neka je X Riemannova ploha, w € EV(X), f € E(X). Tada vrijedi:
i)ddf =0
ii)d(fw) =df A v+ fdw

Dokaz. i)ddf =d(1-df) =dl ndf =0 A df =0

i) d(fw) =d(X_, f-fidg) = 2, d(ffi) ndge = 25, fidf Adgi+ fdfi ndg, =
df n w+ fdw

O

Uvedimo sada dva bitna pojma:

Definicija 2.2.25. Diferencijalna 1-forma w € EV(X) je zatvorena ako je dw = 0, a
egzaktna ako postoji f € E(X) takva da je w = df.

Napomena 2.2.26. U propoziciji smo vidjeli da je ddf = 0 pa je svaka egzaktna
Jforma zatvorena. Obrat opcenito ne vrijedi.

Teorem 2.2.27. Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:
i) Svaka holomorfna 1-forma je zatvorena.
ii) Svaka zatvorena 1-forma tipa (1,0) je holomorfna.

Dokaz. Neka je w diferencijabilna 1-forma tipa (1,0). Tada ju moZemo s koordinatom
(U, z) zapisati kao w = fdz.

0 0 0
dw=df ndz = (—fdz + T{Cdz) Adz = ——J_CdZdZ A dZ
07 07 07
Iz ekvivalencije f € E(X) je holomorfna < ‘;—f = 0 dobivamo tvrdnju. ]
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Povlak diferencijalnih formi

Neka je F : X — Y holomorfno preslikavanje medu Riemannovim plohama X i Y. Funk-
cije i diferencijalne forme na Y induciraju redom funkcije i forme na X sljedeCom kons-
trukcijom:

Definicija 2.2.28. Neka su f € &(X), w € EWV(X), u € P (X). Definiramo homomor-
fizme:

F*: E(Y) — E(F(Y)), *(f)=foF

n

Fi : 8W(Y) —» 8V(F1(Y)), Fi(w) = Fi( kadgk = D (F*fod(F*g)

k=1
F;:89(Y) > EP(FI(Y)), F5(n) = FZ‘(Z fedgindhy) = Z(F*fk)d(F*gk)Ad(F*hk)
k=1 k=1
Opet se postavlja pitanje dobre definiranosti homomorfizama F} i1 F3. Pokazat cemo
da je F dobro definiran, a provjera za F} ide analogno.
Propozicija 2.2.29. Homomorfizam F7 je dobro definiran.

Dokaz. Neka je (U, z) lokalna koordinata, z = x + iy, i > _, fid&: drugi lokalni prikaz

forme w. Jer je

0 0
8k dx + 8k
ox oy

dgi =

dy

)

i{d,x,d,y} je baza za pripadni kotangentni prostor T( mozemo izjednaciti “koeficijente”:

kang kaagk.szagk Zﬁ‘%

Komponiranjem sa F' dobivamo:

n ~

Niror)Eor) - Zm )i oF) = Yo PN E o)

k=1 = k=1 k=1
S druge strane,

o(gro F O(gro F
PP (5) = (oo PY BT g A8 E) gy
X Y
_ (98k 5_F agk OF
iz ¢ega dobivamo tvrdnju. O

Napomena 2.2.30. Izravno iz definicije moZe se provjeriti da vrijedi F*(df) = d(F*f) i
F*(dw) = d(F*w).
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Zadatci

Za kraj poglavlja rijeSimo par zadataka s konkretnim funkcijama i formama u svrhu teme-
ljitijeg razumijevanja teorije.

Zadatak 2.2.31. Neka je F : C — C*, F(z) = €° holomorfno preslikavanje Riemannovih
ploha CiC* te w = df holomorfna 1-forma na C*. DokaZite da je F*(w) = dz.

Dokaz. Po definiciji, F*(w) = F*(£) = 5 - Gdz = Sdz = dz. O

Zadatak 2.2.32. DokaZite da se holomorfna I-forma

dz
1+ 22

ﬂ:

na C\{+i} moZe prosiriti do holomorfne 1-forme w na P'\{*i}. Potom odredite F*(w) za
F:C — P\{+i}, F(z) = tan(z).

Dokaz. Prisjetimo se, na Riemannovoj sferi P! imamo tocke koje preko karte poisto-
vjecujemo s tockama iz C te dodatnu tocku u beskonacnosti co. Da bismo proSirili formu
u na P'\{+i} potrebno ju je zadati na okolini od oo . Kako je funkcija prijelaza medu kar-
tama na Riemannovoj sferi jednaka z = T'(w) = i na okolini od oo dobivamo formulu:
W(%)’dw = —zdw. Time smo y proirili do holomorfne funkcije na P'\{+i}. F
je holomorfno preslikavanje pridruZeno meromorfnoj funkciji zvanoj kompleksni tangens.
Na okolini tocke iz C dobivamo F*(w) = +(ta1n(z))2 : Cmﬁ(z) dz = dz. Na okolini od «©
dobivamo F*(w) = —dw. o

Zadatak 2.2.33. Neka je F : Y — X holomorfno preslikavanje Riemannovih ploha, a € X,
b € F~'(a) i k multiplicitet preslikavanja F u tocki b. Ako je w holomorfna I-forma na
X\{a}, dokazite da je

Resp(F*w) =k - Res,(w).

Dokaz. Kako je w holomorfna 1-forma, oko svake to¢ke postoji holomorfna funkcija f
tako da vrijedi w = f(z)dz. Uzmimo da je w koordinata centrirana u a. Po propoziciji
[1.3.5] znamo da postoji koordinata z oko tocke b tako da F poprima lokalnu normalnu
formu z — z*. Razvijmo f u Laurentov red oko a:

flw) = 2 coW"

nez

Jer je F*w = f(z*) - kz¥"'dz na okolini to¢ke b, slijedi Res,(F*w) = k - c_;. Time je
pokazana tvrdnja. m|
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2.3 Integracija diferencijalnih formi

Diferencijalne forme uvedene su kako bismo mogli generalizirati pojam integracije kada
su podrucja integracije podskupovi Riemannovih ploha. PokaZimo kako provodimo tu
konstrukciju.

Diferencijalne 1-forme

Neka je X Riemannova plohai w € &V (X).

Definicija 2.3.1. Po dijelovima neprekidno diferencijabilna krivulja ¢ na X je neprekidno
preslikavanje c : [0, 1] — X za koje postoji particijaQ =ty < t; < ... <t,_1 <t, = l na
intervalu [0, 1] i karte (U, zi), 27k = Xk + iyi, k = 1,...,n, takve da vrijedi c([t,—1, tx]) < Uy
ixpoc: [, ] = R yroc: [tio1, ] — R imaju neprekidnu derivaciju prvog reda, za
k=1,...n

Pretpostavimo da je dana po dijelovima neprekidno diferencijabilna krivulja ¢. Na
svakom Uj w se, po definiciji, moZe zapisati kao w = fi(zx, Zx)dzi + gi(zx» Z1)dZk, gdje su
fi» g diferencijabilne funkcije. Koristit ¢emo pokratu z; () := z; o ¢(¢).

Definicija 2.3.2. Uz oznake kao gore, definiramo:

f wi=3, j (fillel0), &()Z () + &e(a(r), 202 (0))dr

Propozicija 2.3.3. Definicija ne ovisi o izboru karata niti o izboru particije segmenta |0, 1].

Dokaz. Pokazimo prvo da definicija ne ovisi o izboru karata. Dovoljno je dokazati da su
za svaki k odgovarajuci integrali jednaki. To ¢emo uciniti, a prije toga pojednostavimo
oznake tako da ne piSemo k.

Neka su (U, z) i (V,w) dvije koordinate na X takve da je c([tx—1,#%]) < U,V za neki
fiksni k. Tada imamo w = f(z,2)dz + g(z,2)dzna U i w = h(w,w)dw + k(w,w)dw na
V. Jer su z i w karte na X, postoji holomorfna funkcija 7 takva da je w = T(z). Tada
dobivamo:

f(z2.2) = W(T(2), T(2))T"(z) i 8(z,2) = k(T (2),T(2))T"(2) (*)

isto kao u dokazu propozicije Jedan integral je

J (h(w(t), w(e))w'(2) + k(w(z), W ()W (1))dt,

a
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a drugi nakon uvrStavanja (*) je

J (A(T (2(1)), T (2(0)))T"(2())2 (1) + k(T (2(0)), T (2(0))) T (2(2))2 (1) .

a

Jerjew=T(z)iw' = (T(z)) = T'(z)Z dobivamo da su integrali jednaki.

Pokazimo da definicija ne ovisi o izboru subdivizije segmenta [0, 1]. Pretpostavimo da
postoje dvije subdivizije od [0, 1]. Integral po intervalu u R je kona¢no aditivan u domeni
integracije pa, ukoliko je mogude, integral po [#;_1, #] rastavimo na njih kona¢no s rubnim
toCkama druge subdivizije. Moguée je da smo na tim podintervalima izabrali druge karte,
medutim po prvom dijelu dokaza integral je invarijantan na odabira karti. O

Pokazimo neka osnovna svojstva integrala diferencijalnih 1-formi:

Lema 2.3.4. Neka su X i Y Riemannove plohe i ¢ : [0, 1] — X po dijelovima neprekidno
diferencijabilan put u X. Tada vrijedi:
i) Ako je f € E(X), onda je

f df = fle(1)) - £(c(0)).

gdje je c(t) = (2(1),z(1)).
ii) Ako je F : X — Y holomorfno preslikavanje Riemannovih ploha i w € E(Y), onda

f w = JF*w.
Foc c

Dokaz. 1) RaspiSimo po definiciji:

[lar = | Eewzw + Leetnzna -

- [ 3 & ez - ez + Lo+ emzou-
= (¥(2) )+ Y (1) = 4l i z’(t)) =
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i1) Ova tvrdnja takoder slijedi direktno iz definicija:

f wzf fdz + gdz =
Foc Foc

- | FECON T )0 + s(Pe) (e ) -

=JF*w

Diferencijalne 2-forme

U ovom potpoglavlju pogledajmo kako integrirati diferencijalne 2-forme na Riemannovim
plohama.

Definicija 2.3.5. Neka je T < X takav dajeT < U, ¢ : U — V kartana X i T home-
omorfan trokutu u C. Nadalje, neka je w € EP(U) i f € &(X) takva da je w = fdz A dzZ.

Definiramo:
”w_” (fod ") (2)dz A dz,

gdje je na desnoj strani definicijske jednakosti uobicajeni plosni integral u C.

Propozicija 2.3.6. Definicija integracije 2-forme po trokutu ne ovisi o izboru karte koja ga
sadrZi u domeni.

Dokaz. Pretpostavimo da je ¢ : U — V neka druga karta takva da je T < U. Tada je
w = gdw A w, za g € §(X). Neka je T holomorfna funkcija prijelaza medu koordinatama:
w = T(z). Tada iz dva zapisa forme w na presjeku domena dobivamo (fo¢~!)(z)dz A Z =

(o™ )(w)dw A div = (goy)(T(2))d(T(2)) nd(T(z)) = (g0¢~)()IT'(2)[|’dz r dZ
isto kao u dokazu propozicije[2.2.6] Sada imamo:

[t H )@ Pz~ dz =
JJ (fo¢™")(z)dz A dz,

gdje smo u drugoj jednakosti koristili zamjenu varijabli u ploSnom integralu u C. m|
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Napomena 2.3.7. Neka je D < X skup koji se moZe triangulirati. Odaberimo tada trian-
gulaciju od D takvu da je svaki trokut sadrZan u domeni neke karte na X. Tada integral
diferencijalne 2-forme definiramo kao sumu integrala po manjim trokutima. Ovo je do-
bro definiran integral jer svake dvije triangulacije skupa imaju zajednicko profinjenje. Jos
preostaje primijetiti da je integral po skupu jednak sumi integrala po dijelovima njegove
konacne particije. Detaljniji opis triangulacije skupova citatelj moZe potraZiti u [5)].

Greenov teorem

Nakon Sto smo definirali integriranje 1-formi i 2-formi, mozemo prenijeti Greenov teorem
u teoriju Riemannovih ploha.

Teorem 2.3.8. Neka je D — X triangulabilan skup na Riemannovoj plohi X. Neka je

w € 8V (X). Tada vrijedi:
J w = JJ dw.
oD D

Dokaz. Jer su obje strane jednakosti aditivne obzirom na triangulaciju domene, dovoljno
je dokazati tvrdnju kada je D trokut sadrZzan u domeni neke karte na X. No, po definiciji
integrala, tada je to tvrdnja Greenovog teorema u R?> = C. O

Teorem o reziduumima

Sjetimo se da smo definirali pojam reziduuma meromorfne 1-forme u tocki. Znamo da
u teoriji kompleksne analize postoji teorem o reziduumima pa se postavlja pitanje koji je
njegov analogon u teoriji Riemannovih ploha. Prisjetimo se iskaza teorema na podskupu
od C:

Neka je U — C otvoren, jednostavno povezan skup koji sadrZi konacno tocaka ay, ..., a,.
Neka je f funkcija definirana i holomorfna na U\{ay, ...,a,}. Neka je y zatvorena, po
dijelovima glatka krivulja u U koja svaku od tocaka ay, ..., a, obilazi jedanput i one se ne

nalaze na krivulji. Tada vrijedi:
%f(z)dz = ZﬂiZResak (f)-
k=1
y

Teorem ¢emo prenijeti na kompaktne Riemannove plohe te se u tvrdnji teorema moZe
algebarski uociti posljedica topoloske kompaktnosti Riemannove plohe.
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Teorem 2.3.9. Neka je w meromorfna I-forma na kompaktnoj Riemannovoj plohi X. Tada

vrijedi:
Z Res,(w) = 0.

peX

Dokaz. Jer je X kompaktan, polovi forme w €ine diskretan skup u X pa se radi o konacnoj
sumi. Neka su py, ..., p, polovi od w. Za svaki pol p; odaberimo kruznicu vy, koja je opisana
oko pola i ne sadrZzi niti jedan drugi pol od w. Takvu kruznicu je moguce pronadi jer su
polovi meromorfnih funkcija izolirani. Neka je f meromorfna funkcija na X takva da je
w= fdz. U teoremu smo pokazali da vrijednost Res,,( ) ne ovisi o0 izboru funkcije
f. 1z razvoja funkcije u Laurentov red znamo da je Res, (w) = 5= § s, (f o o7V (z)dz,
gdje je ¢ kartana X : U — V takva da je y; < U. To moZemo posti¢i smanjivanjem
radijusa kruZnice y; ako je potrebno. No po definiciji integracije u C i integracije diferen-
cijalne forme w dobivamo Res,, (w) = 5~ S w. Oznadimo s U; interior kruga s kruznicom
¥i. Nekaje D := X\ U, U D kao zatvoren potprostor kompaktnog Hausdorffovog
topoloskog prostora je kompaktan. U knjizi [4] moze se pronaci dokaz da je kompak-
tna Riemannova ploha triangulabilna. Stoga moZemo primijeniti Greenov teorem [2.3.8
Ako oznalimo sa Y, y; domenu integracije po sumandima, onda je 0D = — " ¥, §to
oznacava domenu integacije po invertiranim putevima koji su sumandi. Tada imamo:

- 1
Res, = —— dw =
; esp(® 27rlZ f 2771 71%,0) 2mi  ri f f “=

gdje zadnja jednakost vrijedi jer je dw = 0 na D jer je w na D holomorfna pa se w moze
lokalno prikazati kao w = ddg za neku holomorfnu funkciju g. Po propoziciji [2.2.24]
imamo tvrdnju. o

Teorem o reziduumima je od velike vaznosti u teoriji Riemannovih ploha. MozZe se
reci da je u temelju dokaza Riemann-Rochovog teorema koji detaljno opisuje prostor me-
romorfnih funkcija s odredenim polovima na kompaktnoj Riemannovoj plohi. Uz teoriju
divizora i ulaganja Riemannovih ploha u projektivne prostore, Riemann-Rochov teorem
povezuje Riemannove plohe s algebarskom geometrijom. Primjer poveznice Citatelj moze
pronaci u [1].

Medutim, ne moramo i¢i daleko da bismo vidjeli korisnu primjenu teorema o rezi-
duumima. Ponovno ¢emo dokazati teorem [I.3.13] koji smo u prvom poglavlju dokazali
teorijom holomorfnih preslikavanja medu Riemannovim plohama.

Korolar 2.3.10. Neka je f nekonstantna meromorfna funkcija na kompaktnoj Riemannovoj

plohi X. Tada je:
Z ord,(f)

peX
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Dokaz. Fiksirajmo to¢ku p € X ineka je (U, z) koordinata oko p. Oznacimo n := ord,(f).
Jerje f = a,7"+a,. 12" +... holomorfna na punktiranoj okolini od p imamo df = ‘;—fdz =

(n-a,z '+ ..)dz paje df—f = "‘zzzfl : %, za holomorfnu funkciju % sa slobodnim ¢lanom
# 0. Zato je ord,(f) = Resp(de) pa primjenom teorema [2.3.9|dobivamo tvrdnju. ]

Uvjerimo se direktnim ra¢unom da teorem o reziduumima vrijedi na Riemannovoj
sferi.

Primjer 2.3.11. Na Riemannovoj sferi C., tvrdnja teorema o reziduumima glasi:
za meromorfnu I-formu w na C, vrijedi

Z Res,(w) = 0.

PECo

U teoremu smo vidjeli da je svaka meromorfna funkcija na P' omjer dva homogena
polinoma istog stupnja. Na C., gledajmo skracenu notaciju karti: z i % U terminima
tih karti, meromorfnu funkciju na sferi dobivamo dehomogenizacijom racionalne funkcije
na P'. Sada meromorfnu 1-formu w u karti z moZemo zapisati w = r(z)dz, za racionalnu
funkciju r(z). Iz ovog zapisa dobivamo oblik forme ukartiz = T(w) = L: w = r(1)-=3dw.
Iskoristimo rastav racionalne funkcije na parcijalne razlomke pa dobivamo:

bl + + bn

5 T g
gdje je p(z) polinom, a b;,3; € C. Iz ovog zapisa lako ocitamo da je Resg (w) = b;, za
i =1,..,niRes,(w) =0, zaze C\{B,....B.}. Preostaje nam izracunati Res,(w). U tu
svrhu pogledajmo:

(l) —1 -1 (1)+ —by - —b,
=) —=—p(-)+ —m—+..+ —— =
w wr T WPy w — Biw? w — B,w?
-1 1 —b; 1 —b, 1
= —p(=)+— .
w? p(w) w 1 —pBw w 1—p8w

1
w2 P
te poprimaju vrijednosti 1 u 0, dobivamo da je Res.,(w) = —(b; + ... + b,), $to uz ranije
odredene reziduume daje tvrdnju teorema o reziduumima.

Jer suu =+ p(L) sve potencije od w manje ili jednake -2, a funkcije m holomorfne oko 0

Za kraj, pokazimo joS jednu posljedicu teorema o reziduumima na kompleksnom to-
rusu.

Korolar 2.3.12. Na kompleksnom torusu X = C/L ne postoji meromorfna funkcija s jed-
nim polom reda 1.
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Dokaz. Neka je py € X jedina to¢ka u kojoj f ima pol reda 1. Definirajmo tada meromor-
fnu 1-formu na X formulom w = f(z)dz, gdje je z koordinata oko p. Primijetimo da jer
je funkcija prijelaza medu kartama na torusu jednaka z = T(w) = w+ [, [ € L,i f je L—
periodi¢na kao funkcija na torusu, forma w je dobro definirana i jednaka w = f(w)dw u
svakoj karti na X. No tada je po pretpostavci na funkciju f Res,,(w) # 01 Res,(w) = 0 za
svaku drugu to¢ku p € X §to je u kontradikciji s teoremom o reziduumima. O
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Sazetak

U ovom radu izlazemo teoriju Riemannovih ploha. U prvom poglavlju uvodimo defini-
ciju Riemannovih ploha i funkcija na njima. Potom dajemo osnovne primjere Riemannovih
ploha kao Sto su Riemannova sfera, kompleksni torus i glatke afine/projektivne ravninske
krivulje. Takoder navodimo primjere meromorfnih funkcija na spomenutim primjerima Ri-
emannovih ploha. Za Riemannovu sferu smo pokazali da je svaka meromorfna funkcija na
njoj racionalna funkcija. Na kompleksnom torusu primjer meromorfnih funkcija je omjer
translatiranih theta funkcija, dok su na glatkim afinim/projektivnim ravninskim krivuljama
primjeri meromorfnih funkcija omjeri polinoma - homogenih istog stupnja u projektivnom
slucaju.

Nadalje, prou¢avamo holomorfna preslikavanja medu Riemannovim plohama. Uvo-
dimo pojam stupnja holomorfnog preslikavanja medu kompaktnim Riemannovim plohama
kojim algebarski argumenti daju uvid o geometrijskim svojstvima ploha. Primjerice, ako je
preslikavanje medu kompaktnim Riemannovim plohama stupnja 1, onda su one izomorfne.

Kako su Riemannove plohe lokalno izomorfne s otvorenim podskupom od C, prirodno
se postavlja pitanje vrijede li klasi¢ni teoremi kompleksne analize u teoriji Riemannovih
ploha. Odgovor je potvrdan; neke teoreme moZemo direktno prenijeti, neki poprimaju
jednostavniji oblik, dok postoje i teoremi svojstveni samo Riemannovim plohama koji se
odnose na kompaktne Riemannove plohe.

U drugom poglavlju obradujemo integraciju na Riemannovim plohama. Najvaznija
konstrukcija u ovom poglavlju je konstrukcija diferencijalnih formi na Riemannovoj plohi,
a provodimo ju kroz teoriju snopova. Nakon toga defniramo integriranje diferencijalnih 1 i
2 formi i lako pokazujemo da je dobro definirano. Glavni teorem ovog poglavlja je teorem o
reziduumima koji je od fundamentalne vaznosti za teoriju kompaktnih Riemannovih ploha
1 dokaz njezine poveznice s algebarskom geometrijom.






Summary

In this paper we present theory of Riemann surfaces. In first chapter we introduce
definition of Riemann surfaces and functions on them. Then we give basic examples of Ri-
emann surfaces such as Riemann sphere, complex torus and smooth affine/projective plane
curves. Also, we determine meromorphic functions on mentioned examples of Riemann
surfaces. For Riemann sphere we showed that every meromorphic function on it is rati-
onal function. On complex torus example of meromorphic function is ratio of translated
theta functions, while on smooth affine/projective plane curves example of meromorphic
function is ratio of polynomials - homogeneous of the same degree in projective case.

Furthermore, we study holomorphic maps between Riemann surfaces. We introduce
concept of degree of holomorphic map between compact Riemann surfaces which we use
to get information about geometry of Riemann surface through algebraic argument. For
example, if map is of degree 1, than Riemann surfaces are isomorphic.

Since Riemann surfaces are locally isomorphic with open subsets of C, question whet-
her classical theorems of complex analysis are true in theory of Riemann surfaces comes
naturally. The answer is affirmative; some theorems we can be transfered directly, some
come in simpler form, while there are theorems inherent only to theory of Riemann surfa-
ces since they are concerning compact Riemann surfaces.

In second chapter we study integration on Riemann surfaces. The most important cons-
truction in this chapter is construction of differential forms on Riemann surface which is
done by the theory of sheaves. After that, we define integration of differential 1 and 2
forms and we easily show that integration is well defined. The main theorem of this chap-
ter is Residue theorem which is of fundamental importance for theory of compact Riemann
surfaces and for the proof of its connection with algebraic geometry.
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