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Uvod

Uz dekadski brojevni sustav, najpoznatiji brojevni sustav primjenjiv u raznim podruc¢jima
je binarni brojevni sustav. Razvojem moderne tehnologije, robotike, sustava za zastitu
podataka kao 1 mnogih drugih podrucja, nizovima binarnih znamenki, tj. nizovima nula
1 jedinica, koje su osnovica binarnog brojevnog sustava, pridaje se sve ve¢i znacaj. Kao
primjer spomenimo ovdje koriStenje binarnih ASCII kodova za prikaz znakova tastature u
racunalu.

U ovom radu prikazat ¢emo neke primjene binarnog brojevnog sustava u svakodnev-
nom Zivotu te trikove Cije tajne izvodenja leze upravo u primjeni binarnog brojevnog sus-
tava. Neki od navedenih primjera mogu se primijeniti 1 kao ucenicke aktivnosti u nastavi
matematike ili njenoj popularizaciji.

Binarni brojevni sustav je pozicijski brojevni sustav s bazom 2, §to znaci da za zapi-
sivanje brojeva koristimo dvije znamenke: 01 1. Pretvorba broja zapisanog u dekadskom
brojevnom sustavu u zapis u binarnom brojevnom sustavu provodi se tako da dekadski za-
pis broja dijelimo bazom 2 te zapisujemo koli¢nik 1 ostatak pri dijeljenju (0 ili 1). Koli¢nik
nastavljamo dijeliti te ponavljamo postupak sve dok je rezultat dijeljenja razli¢it od nule.
IspiSemo li ostatke od posljednjeg do prvog, dobivamo broj zapisan u binarnom obliku.
[lustrirajmo taj postupak na primjeru broja (13);:

13+2=6
6+2
3+2
1+2

Il
O = W
{H —_—0 =

ostatak

Slijedi da je binarni zapis broja (13); jednak (1101),. Obrnuti postupak, tj. pretvaranje
binarnog zapisa broja u dekadski zapis provodi se tako da se broj zapisan u binarnom
obliku rastavi na tezinske vrijednosti znamenaka, a tezinska vrijednost znamenke dobije se
na nacin da se baza 2 potencira eksponentom ¢ija vrijednost odgovara poloZaju znamenke.
Kao u svim apsolutno pozicijskim sustavima, krajnje desni eksponent ima vrijednost 0,
predzadnji vrijednost 1, itd. Provedimo taj postupak na primjeru broja (10110),:



SADRZAJ 2

1:2°+0-22+1-22+1-2'+0-2°=1-164+0-841-4+1-2+0-1=22.

Vidimo da je dekadski zapis broja (10110), jednak (22),.

Operacija zbrajanja u binarnom brojevnom sustavu provodi se tako da se zbrajaju zna-
menke iste teZinske vrijednosti pocevsi od znamenaka s najmanjom tezinskom vrijednoscu
pri ¢emu vrijedi:

0+0=0
0+1=1
1+0=1
1+1=10
1+1+1=11

Uocimo da je 1 + 1 = 10, Sto znaci da za zbroj 1 + 1 piSemo 0, a 1 prenosimo te pribrajamo
znamenkama iduce po redu teZinske vrijednosti. Analogno, u sluc¢aju 1 + 1 + 1 piSemo 1 te
prenosimo 1.

Primjer 0.0.1. Izracunajte zbroj brojeva 101100 i 111001 u binarnom brojevnom sustavu.

1 01 1 00O
+ 1 1 1 0 0 1
1 1.0 0 1 0 1

Operacija mnoZenja brojeva u binarnom brojevenom sustavu provodi se analogno kao
mnozenje u dekadskom brojevnom sustavu te vrijedi:

0-0=0

0-1=0
1-0=0
1-1=1

Primjer 0.0.2. Izracunajte umnoZak brojeva 11010 i 1011 u binarnom brojevnom sustavu.

11010 -1 011
1 01 0

0 00 0O
1 1 0 1

+ 1 1 01 0

I 00 01 11 0

Uz obi¢no zbrajanje u binarnom sustavu €esto se koristi i tzv. nim-zbrajanje, u oznaci
®. To je zbrajanje za koje vrijedi:



SADRZAJ 3

le0=001=1
le1=000=0

Nim-zbrajanjem binarnih brojki a i b nastaje brojka ¢ na sljede¢i nacin: (a,,...ap), ®
(b ... bo)2 = (Cp ... o), gdje je ¢, = (a, + b,) mod 2, p = Omﬂ

Primjer 0.0.3. Izracunajte zbroj, umnoZak i nim-zbroj brojeva 10011 i 1010 u binarnom
brojevnom sustavu.

zbroj: nim-zbroj:

1 0 0 1 1 1 0 0 1 1
+ 1 1 0 ® I 01 0

I 11 0 1 1 1T 0 0 1
umnozak:

1 0 01 1 1 010

0 00 0O

0 00 0O
1 0 0 1 1

+ 0 0 0 0O

1 0111110

'S x mod 2 oznagavamo ostatak pri dijeljenju broja x s 2.



Poglavlje 1

Matematicke igre i trikovi

Binarni brojevi koriste se u provodenju razli€itih trikova te u strategijama matematickih
igara. U ovom poglavlju opisat ¢emo neke od njih.

1.1 Pogodi zamiSljeni broj

Trik iz perspektive promatraca

Lt 3 ls Lz 2 le s oz Jlells s |7
‘9‘11”13”15‘10“11“14“15‘12“13‘14‘15
’17’19”21”23 ’18“19”22"23 ‘20“21’22’23
‘25’27”29”31’26“27”30“31 ‘28”29‘30’31
‘8”9“10‘11‘16‘17‘18\19‘
’12”13”14‘15‘20‘21‘22\23‘
‘24”25“26‘27‘24‘25‘26\27‘
’28”29“30’31‘28’29’30\31‘

Slika 1.1: Kartice za provodenje trika: Pogodi zamisljeni broj

Izvodac trika daje pet kartica (Slika[I.T)) sudioniku trika. Sudionik treba zamisliti pri-
rodan broj izmedu 1 1 31 te izdvojiti kartice na kojima se nalazi zamiSljeni broj. Odmah
nakon primitka izdvojenih kartica, izvoda¢ pogada koji je broj zamislio sudionik. Ako su,
na primjer, izdvojene prva, treca i Cetvrta kartica, onda je sudionik trika zamislio broj 13.

4



POGLAVLIJE 1. MATEMATICKE IGRE I TRIKOVI 5

Trik iz perspektive matematicara

Na svakoj kartici nalazi se 16 razlicitih brojeva izmedu 1 i 31 te je prvi broj na svakoj
kartici neka od potencija broja 2 (na prvoj kartici prvi broj je 2° = 2, na drugoj 2! = 2,
na treéoj 2> = 4, na Cetvrtoj 2° = 8 i na petoj 2* = 16). Prisjetimo li se pretvorbe brojeva
iz binarnog u dekadski brojevni sustav, znamo da mjesta na kojima se nalaze jedinice u
binarnom zapisu broja oznacavaju potencije broja 2 ¢ijim zbrajanjem nastaje dani broj
zapisan u dekadskom obliku. Na primjer, (10110), = 1-2*+1-2°+0-22+1-2'+0-2° =
16 + 4 + 2 = 22. Uocimo da se broj 22 nalazi na drugoj, treoj i Cetvrtoj kartici. Takoder,
uocimo da prvi brojevi na tim karticama zbrojeni daju broj 22. Tajna trika je u raspodjeli
brojeva na karticama, tj. brojevi od 1 do 31 su rasporedeni na kartice tako da se svaki od tih
brojeva nalazi na svim karticama na kojima je prvi broj potencija broja 2 ¢ijim zbrajanjem
je nastao dani broj pri pretvorbi iz binarnog u dekadski zapis. Tako su, na primjer, na kartici
s prvim brojem 4 svi brojevi koji u binarnom zapisu imaju 1 na mjestu druge potencije broja
2. Dakle, pri izvodenju trika, izvodac trika je odgonetnuo o kojem se zamiSljenom broju
radi tako Sto je zbrojio brojeve koji se nalaze na prvom mjestu izdvojenih kartica. Ako su
izdvojene druga, Cetvrta 1 peta kartica, onda je zamisljeni broj 2 + 8 + 16 = 26.

Ovaj trik je moguce izvesti u razliCitim varijantama. Trik se moZe izvesti tako da
sudionik mora zamisliti broj manji od bilo koje potencije broja 2. Broj kartica potrebnih
za izvodenje trika ovisi o kojoj potenciji broja 2 se radi. Varijanta trika u kojoj sudionik
zamiSlja broj manji od 8 izvodi se s 3 kartice na kojima se nalaze 4 broja (prva kartica: 1,
3,5, 7; druga kartica: 2, 3, 6, 7; trea kartica: 4, 5, 6, 7). U varijanti sa zamisljenim brojem
manjim od 16 koriste se 4 kartice s po 8 brojeva na svakoj. Uofimo da se povecanjem
odabrane potencije broja 2, povecava broj kartica za izvodenje trika kao i koli¢ina brojeva
na svakoj kartici pa ¢e sudionik trika dulje izdvajati kartice na kojima se nalazi zamisljen
broj ¢ime trik postaje zamoran. Takoder, povecava se vjerojatnost da sudionik pogrijesi
u izdvajanju kartica u slucaju da previdi zamiSljeni broj na kartici zbog velike koliCine
brojeva na karticama.

1.2 Koja kartica je okrenuta?

Trik se moZe izvoditi s karticama s razli¢itim bojama prednje i straznje strane ili, zbog
primjene aktivnosti u popularizaciji binarnog brojevnog sustava, kartice oznacene s nulom
na jednoj i jedinicom na drugoj strani.

Trik iz perspektive promatraca

Jedan ili dva sudionika trika poslazu ispred izvodaca trika kartice u obliku kvadrata, npr. kar-
tice poslazu u 5 redaka i 5 stupaca odabravsi proizvoljno stranu kartice koja ée biti vidljiva
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(Slika [I.2). Slaganjem veéeg broja kartica, povecava se efekt trika. Nakon toga, izvoda¢

][ ]fo]lo][1]
[o][o]fo]lx]fo]
o][o][o]lo]fo]
o[ ][o]lx]fx]
Hannn

Slika 1.2: Primjer sloZenih kartica za trik: Koja kartica je okrenuta?

trika dodaje joS jedan redak i stupac kartica kako bi se povecao ukupan broj kartica ¢ime
se oteZava memoriranje polozaja svih kartica (Slika[l.3)). Dok izvodac ima prekrivene oci,

Lo ]lo]x][1]
o][o]lo][x][o][1]
o][o]lo][o][0][o]
oJ]lo](x]x][1]
(e ffo]o]
onnnnn

Slika 1.3: Primjer sloZenih kartica za trik: Koja kartica je okrenuta? s dodanim karticama

netko od sudionika okrene jednu karticu, npr. na Slici[I.4]okrenuta je kartica u 5. retku i 4.
stupcu. Pogledavsi kartice, izvodac trika pogada koja kartica je okrenuta.

Trik iz perspektive matematicara

Tajna trika je postupak u kojem izvodac trika dodaje kartice u jo§ jedan redak i stupac k
veC posloZzenim karticama. Izvoda¢ dodaje kartice tako da u svakom retku i stupcu, nakon
dodavanja, bude paran broj kartica s jedinicom te zbog tako posloZenih kartica, izvodac
trika nakon okretanja jedne kartice lako otkriva koja kartica je okrenuta jer se u retku i
stupcu koji sadrZe okrenutu karticu nalazi neparan broj kartica s jedinicom.

Nizovi nula i jedinica na posloZenim karticama u pojedinom retku i stupcu predstav-
ljaju kodnu rije¢ zapisanu u binarnom brojevnom sustavu na koju se dodaje tzv. paritetni
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(1] ]fo]lo] ][]
[o][o][o][]lo ][]
[o][o][o][o]l][o]
o[ ]lo] ]l ][]
annnon
oannon

Slika 1.4: Primjer sloZenih kartica za trik: Koja kartica je okrenuta? nakon okretanja jedne
kartice

bit kako bi se zastitila poruka od pogreSke. Takav naCin zaStite se svakodnevno upotreb-
ljava u ISBN-u, tj. Medunarodnom standardnom knjiznom broju (eng. International Stan-
dard Book Number), koji se nalazi na poledini knjige koju jedinstveno identificira. Od
10 znamenaka ISBN-a, 9 znamenaka identificira knjigu, a deseta znamenka je kontrolna
znamenka koja kao paritetni bit u triku otkriva je 1i doslo do pogreske u zapisu identifika-
cijskog broja knjige, npr. prilikom narucivanja knjige uz pomo¢ ISBN-a.

1.3 Matematicka igra Nim

Nim je jedna od najstarijih 1 najpoznatijih matematickih igara za dva igrata. Matematicar
Charles Leonard Bouton je 1902. godine u potpunosti objasnio i analizirao igru te joj dao
ime Nim, vjerojatno prema zastarjelom engleskom glagolu nim koji znaci ,,uzeti”’, odnosno
,ukrasti” ili prema imperativu njemackog glagola nehmen (Nimm!) koji u prijevodu znaci
,Uzmi!”. Igra se moze igrati s nov¢i¢ima, kamenci¢ima, Zetonima, kartama, Sibicama i sl.

Pravila i opis igre

Na stolu se rasporede kamencici u nekoliko hrpica, tj. redova (najcesce tri reda) tako da je
broj kamenci¢a u svakom retku proizvoljan. Igru u kojoj prvi redak sadrzi a kamencica,
drugi redak b kamencica, treci redak ¢ kamencica, itd. ozna¢avamo s (a, b, c,...). Igraci
naizmjeni¢no uzimaju jedan ili viSe kamenciéa iz proizvoljno odabranog retka. Igrac koji
je na potezu ne smije uzimati kamencice iz vise od jednog retka u jednom potezu, ali iz
jednog retka smije uzeti proizvoljno mnogo kamencica pa ¢ak i cijeli redak. U standardnoj
varijanti igre pobjednik je igra¢ koji uzme posljednji kamenci¢, dok u tzv. mizernoj vari-
janti gubi igrac koji odigra posljednji potez. Nim igru nazivamo pobjedni¢kom ako igra¢
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koji prvi igra moZe odabrati niz poteza te pobijediti neovisno o tome kako igra drugi igrac,
dok gubitni¢kom igrom nazivamo igru u kojoj drugi igrac, bez obzira Sto odigra prvi igrac,
ispravnim potezom moZe osigurati sebi pobjedu.

Primjeri mogudih situacija i strategije

Ako se igra samo s jednim retkom kamencica, ta igra je pobjedni¢ka bez obzira na broj
kamencica u retku jer prvi igra¢ uzima sve kamencice i time je pobjednik.

Igra s dva retka s istim brojem kamencica u retcima je gubitnicka jer prvi igra€ uzevsi
proizvoljan broj kamencica iz odabranog retka ostavlja drugom igra¢u moguénost da ni-
zom daljnjih pravilnih poteza svede igru na situaciju (1, 1) te time prvom igracu ne preos-
taje niSta drugo nego uzeti jedan kamenci¢ iz jednog retka i drugi igra¢ uzima posljednji
kamenci¢ ¢ime prvi igra¢ gubi igru. Igre s razli¢itim brojem kamencica u dva retka su po-
bjednicke jer prvi igra¢ moze takvu igru jednim potezom svesti na situaciju s dva jednaka
retka ¢ime igra postaje gubitnic¢ka za drugog igraca.

Igre s tri retka u kojima je u jednom retku 1 kamencié, a u drugom i treem retku se
nalazi jednak broj kamencica su pobjednicke igre jer prvi igra¢ nizom poteza moZze svesti
igru na situaciju s dva retka s jednakim brojem kamencica i time osigurati sebi pobjedu.
Isto vrijedi i za igru u kojoj se u dva retka nalazi po jedan kamencié, a u treem retku
je proizvoljan broj kamencica. Dakle, u takvim situacijama, treba nizom poteza pokusati
svesti igru na situaciju s dva jednaka retka. Za otkrivanje opée strategije koristit cemo
binarni brojevni sustav i nim-zbrajanje.

Formula pobjede

Za otkrivanje strategije bitan je teorem L. C. Boutona:

Teorem 1.3.1. Nim igra (xi, x2, X3, ..., X,) je gubitnicka ako i samo ako je nim-suma svih
redaka jednaka 0, tj. ako i samo ako vrijedi: x; ® X, @ x3®--- ® x,, = 0.

Skica dokaza. U svakoj krajnjoj poziciji nim-suma svih redaka je nula. Bududéi da iz svake
igre u kojoj nim-suma redaka nije nula, postoji potez koji vodi u poziciju ¢ija je nim-suma
svih redaka nula te uzimajuéi u obzir ¢injenicu da svaki potez iz igre u kojoj je nim-suma
svih redaka jednaka O vodi u igru gdje je nim-suma redaka razlicita od nule, moZemo
zakljuciti da su igre u kojima je nim-suma svih redaka jednaka nuli pobjednicke, odnosno
da su pobjednicke igre one pozicije kojima je nim-suma jednaka nuli. Potpuni dokaz ovog
teorema moze se naci u knjizi [4]. O

Dakle, igra¢ na potezu treba eliminirati odreden broj kamencic¢a iz pojedinog retka
tako da nim-suma postane 0, tj. da igra postane gubitni¢ka za drugog igraca; ukoliko je
to moguce, igra je pobjednicka, a u suprotnom gubitnicka. Primijenimo sada teorem na
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primjeru igre (50, 19, 11). ZapiSemo li brojeve kamenci¢a u pojedinom retku u binarnom
brojevnom sustavu te ih nim-zbrojimo, dobivamo:

1 1T00T1O0

1 0011

& 1 011
1 01010

Vidimo da je nim-suma svih redaka razliita od nule, dakle, igra (50, 19, 11) je po-
bjednicka. Igra¢ odabire hrpu s koje ¢e oduzeti odreden broj kamencica tako da u nim-
zbroju odabere 1 s najvecom tezinskom vrijednoS¢u. Iznad odabrane 1 postoji barem jedna
1 te igra¢ odabire jednu od njih ako ih je vise (koliko ima 1 iznad odabrane 1 u nim-zbroju,
toliko ima moguénosti odabira hrpe s koje mozZe uzeti kamencice) 1 iz nje Ce uzeti ka-
mencice. Dakle, igra¢ odabire prvi redak. Na svim mjestima u broju 110010 gdje se se u
nim-zbroju pojavile 1 promijenimo 1 u 010 u 1, tj. promijenimo parnost u tim stupcima
¢ime nim-zbroj postaje 0. Dakle, prvi broj postaje (11000),=24 §to znaci da s prve hrpe od
50 kamencica, igra¢ mora oduzeti 26 kamencica. Novonastala igra je (24, 19, 11) te je to
gubitnicka igra jer je nim-zbroj redaka jednak O:

0

—_— —

S

S| = = O

0
1
1
0

Ol O =
IO O

0

Uzevsi 24 kamencica iz prvog retka, prvi igrac je pocetnu pobjednicku igru pretvorio u
gubitnicku igru za drugog igraca. Dakle, igranjem nima, cilj igraca na potezu je svesti igru
na situaciju s parnim brojem jedinica u svakom stupcu pri potpisivanju brojeva kamencica
jednog ispod drugog u binarnom zapisu. U nimu iz svake gubitnicke igre barem jedno odu-
zimanje kamenciéa vodi u pobjednicku poziciju, a iz pobjednicke igre svako oduzimanje
vodi u gubitnicku igru.



Poglavlje 2

De Bruijnovi nizovi

De Bruijnovi nizovi su vrsta binarnih nizova sa specijalnim svojstvima i nizom primjena,
a mi ¢emo ih ovdje uvesti kao osnovu jednog magicnog trika.

2.1 Trik s kartama

Trik iz perspektive promatraca

Trik se izvodi sa Spilom karata pred publikom u kojoj je barem petero gledatelja. Izvodac
trika Salje Spil karata u publiku 1 zamoli petero gledatelja, koji ¢e biti sudionici trika, da
svaki od njih presijeCe Spil karata tako da razdvoji Spil na dva dijela i zamijeni mjesta tim
dvama dijelovima. Sudionik koji je peti po redu presjekao Spil uzima kartu s vrha Spila
te vraca Spil sudioniku koji je Cetvrti po redu presjekao Spil te on takoder uzima kartu s
vrha $pila. Spil se tako prosljeduje redom sve do sudionika koji je prvi presijecao $pil
1 svaki sudionik trika kod sebe sada ima jednu kartu. IzvodaC najavljuje da ¢e svojim
telepatskim sposobnostima otkriti koju kartu posjeduje svaki sudionik ako mu oni misaono
posalju informacije o kartama koje posjeduju. Prividno uznemiren, izvoda¢ govori da je
previse informacija u zraku te da ¢e mu odgovori na nekoliko pitanja pomo¢i u otkrivanju.
Neka od pitanja koja postavlja su: ,Je li netko rucao Cevape?”, ,,Tko je ove godine bio u
kazaliStu?”, ,,Tko ima crvenu kartu?”, ,,Tko ima ku¢nog ljubimca?”. Nakon postavljenih
pitanja, izvodac¢ pogada boju i vrijednost karte svakog sudionika.

Trik iz perspektive matematicara

MoZemo pretpostaviti da su za uspjesno provodenje trika bili kljucni odgovori sudionika
na pitanje ,,Tko ima crvenu kartu?”. Razlikuju¢i moguée slucajeve (samo prvi sudionik
ima crvenu kartu, niti jedan sudionik nema crvenu kartu, prva dva sudionika imaju crvenu

10
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kartu 1 tako dalje), izvodaC trika je mogao dobiti 32 razli¢ita odgovora jer je svaki od
pet sudionika mogao odgovoriti na dva razli¢ita nacina (da ili ne), iz ¢ega slijedi da postoje
2:2-2-2-2 = 32 razli¢ite mogucnosti odgovora. Napomenimo da se $pil karata za izvodenje
trika sastoji od 32 karte te da ova povezanost nije slu¢ajna. Ako bi se trik izvodio sa Cetiri
sudionika, onda bi se koristio Spil od 16 karata.

Takoder, bitan je poredak karata na pocetku, naime 32 karte su poredane tako da je
poredak boja u svakom skupu od pet uzastopnih karata jedinstven te se presjecanjem Spila
ne mijenja taj ciklicki poredak. Pogledajmo to na primjeru Spila od 8 karata. U tom slucaju,
trik bi se provodio s trojicom sudionika te bi se odgovori sudionika, na pitanje ,,Tko ima
crvenu kartu?”, mogli pojaviti na 8 razli€itih nacina. Zbog jednostavnosti zapisa, oznacimo
crvene karte s 1, a crne karte s 0. Sada moZzemo moguce ishode u provodenju trika sa Spilom
od 8 karata zapisati uz pomo¢ 01 1: 111 (sve tri karte su crvene), 110 (prve dvije karte su
crvene, a trea karta je crna), 100, 000, 001, 010, 101 i 011. Nadimo neki niz od 8 nula i
jedinica tako da se svaki podniz od tri uzastopna znaka pojavi samo jednom. Jedan takav je
11100010 pa karte u Spilu na pocetku moraju biti poredane tako da su prve tri karte crvene,
sljedece tri karte su crne nakon Cega slijedi jedna crvena i jedna crna karta. UoCimo da u
Spil moZemo staviti karte bilo koje vrijednosti.

Zelimo 1i primijeniti analogiju na trik sa $pilom od 32 karte, trebamo ispisati sve
moguce sludajeve niza od pet karata obzirom na poredak boja, a to je ukupno 2° = 32
i onda osmisliti niz od 32 nule i jedinice u kojem se svaki od ta 32 peteroclana podniza
pojavljuje tocno po jednom. Takvi se nizovi zovu de Bruijnovi nizovi:

Definicija 2.1.1. De Bruijnov niz reda k nad alfabetom A od n simbola je n*-lani ciklicki
niz u kojem se svaki moguci k-clani podniz simbola iz A pojavljuje tocno po jednom.

U nastavku ¢emo pod de Bruijnovim nizovima podrazumijevati binarne de Bruijnove
nizove, dakle de Bruijnove nizove nad dvoclanim alfabetom O, 1.

Primjer 2.1.2. Niz 11100010 je de Bruijnov niz reda 3.

Sada se pitamo postoji li de Bruijnov niz za svaki prirodan broj k? Ako postoji, koliko
takvih nizova ima te kako ih pronaci? Da bismo odgovorili na ova pitanja, modelirat ¢emo
situaciju uz pomoc¢ usmjerenog grafa.

Definicija 2.1.3. Usmjereni graf'ili digraf D sastoji se od nepraznog konacnog skupa V(D),
Cije elemente zovemo vrhovima (eng. vertex), i konacne familije E(D) uredenih parova
elemenata skupa V(D), koje zovemo bridovima ili lukovima (eng. edge).

Nacrtajmo sada usmjereni graf s 2¥~! vrhova koji su oznaceni svim razli¢itim (k — 1)-
¢lanim nizovima nula i jedinica. Pogledajmo primjer za k = 3. Usmjereni graf na slici |2.1
ima 22 = 4 vrha oznacena s: 00, 01, 10, 11. Brid koji spaja vrh 10 s vrhom 00 oznacen je s
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100, tj. oznacen je s nizom duljine 3 kojem su prve dvije znamenke 10, a posljednje dvije
su 00.

000

Slika 2.1: De Bruijnov graf za k = 1

U tom grafu traZimo Eulerovu turu ﬂ MozZemo krenuti od bilo kojeg vrha, primjerice iz
vrha 00. Ako ispiSemo prve znamenke bridova u Eulerovoj turi, redom kojim ih obilazimo,
dobit ¢emo de Bruijnov niz reda 3: 00011101. Iako je crtanje grafa za k > 3 zahtjevnije,
de Bruijnov graf mozemo promatrati za bilo koji k € N. Opcenito, Eulerovom turom po de
Bruijnovom grafu dobivamo de Bruijnov niz s duljinom podniza k, za sve k € N.

Kako je svaki vrh de Bruijnovog grafa oznacen (k — 1)-torkom nula i jedinica koje,
nakon izlaska iz vrha, postaju k-torke, zaklju¢ujemo da iz svakog vrha izlaze to¢no dva
brida. Analogno, zaklju€ujemo da u svaki vrh de Bruijnovog grafa ulaze to¢no dva brida
te time zaklju€ujemo da je svaki vrh grafa paran jer je broj bridova koji ulaze u vrh jednak
broju bridova koji izlaze iz tog vrha. Kako vrijedi slijedeci teorem:

Teorem 2.1.4. Povezani graf je Eulerov (sadrZi Eulerovu turu) ako i samo ako mu je svaki
vrh parnog stupnja.

mozemo zakljuciti da de Bruijnov niz postoji za svaki k € N. Nizozemski matematicar
Nicolaas de Bruijn, osim §to je otkrio de Bruijnov niz i graf, otkrio je i da za svaki k € N
postoji 22"~ binarnih de Bruijnovih nizova reda 2 duljine podniza k.

Sad kada smo otkrili kako uz pomo¢ de Bruijnova grafa mozemo naci de Bruijnov niz,
vratimo se na trik s kartama. Buduc¢i da su u Spilu bile 32 karte te da je u triku sudjelovalo 5
sudionika, trazimo de Bruijnov niz reda 5. Nacrtamo li de Bruijnov graf za k = 5, pronaci

'Eulerova tura na grafu je zatvorena staza koja sadrZi svaki brid, tj. zatvorena staza koja prolazi svakim
bridom to¢no jedanput.
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¢emo jedan de Bruijnov niz: 00000100101100111110001101110101. Uklonimo iz Spila
karata sve karte s vrijednoS¢u 9 te kraljeve, dame i decke svih boja. PosloZimo karte u
Spilu krenuvsi od najgornje karte u Spilu ovim redoslijedom: 8& A&, 2& 4& As 20, 5&,
34,60,46,A0,30,7%,76,790,69,40,80,A0,3%,6&,54,30,7¢,68,50,20,5¢,26,4¢, 84,
8¢. Uocimo da pritom boje crveno 1 crno alterniraju u skladu s odabranim de Bruijno-
vim nizom i da, naravno, nema duplikata karata. Uloga razli¢itih boja (u standardnom
kartaSkom smislu boje su Cetiri: karo, srce, pik i tref) i vrijednosti karata bit e objasnjena
nize.

Presijecanjem S$pila promijenit ¢e se poCetna karta, no nece se promijeniti ciklicki pore-
dak karata u Spilu. Izvodacu trika jedino preostaje dekodirati odgovor na pitanje ,,Tko ima
crvenu kartu?” u imena karata koje imaju sudionici trika u ¢emu ¢e mu pomo¢i lista (na
slici svih mogucih slu¢ajeva koje smo ispisali uz pomo¢ de Bruijnova niza za k = 5 pri
¢emu smo karte crne boje oznacili nulom, a crvene karte jedinicama. Ako treci i peti sudi-
onik trika imaju crvenu kartu, izvodac to deSifrira u niz nula i jedinica: 00101 te ocitava s
liste sluCajeva da su izvucene karte redom: 5&, 34,60, 46, A9.

00000 (8 Ad 2 4HAM 01000 (8# 8¢ 8SAS2S
00001 |Ad2d s A 24 01001 (A 24 5d 34 6¢
00010 (2% 4»AM24 5 01010 (244484848
00011 |3 6d546 3974 01011 |34 64 46 AV 3y
00100 (4 dAM 24 5536 01100 |4 AY3¢ 7H74
00101 |54 3464 44 Ay 01101 |56 3@ 74 6b 5y
00110 |6 d54 397466 01110 |6 8592954 24
00111 |7 7879694V oMM |787969 49389
10000 |84 8hAd2&4d 11000 (8 WA® 3d6d5H
10001 |A4 346 54 39 11001 |AQ 34 7&747Y
10010 (24553464 44 11010 (2954246 44 84
10011 |34 7H7479Y6W 11011 |3 974645929
10100 |44 84 8¢ 8K AR 11100 |49 8@Ae 3464
10101 (542444 84 8¢ 11101 (592954 24 44
10110 (64 4MAV3I® 7S 11110 |6V 4VEVPAS3S
1011 (74 6459295¢ 11111 |79Y6YP49P8PAS

Slika 2.2: Lista svih mogucih slucajeva
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Pravilo za izvodenje trika

boja vrijednost

v —— =
Zelimo i trik izvesti bez Salabahtera, prikazat ¢emo svaku kartu iz Spilau obliku ab  cde
pri ¢emu su a,b,c,d,e € {1,0}. Prve dvije znamenke oznaCavaju boju karte kao na slici
[2.3] a posljednje tri znamenke oznacCavaju vrijednost karte i to tako da je vrijednost karte
zapisana u binarnom brojevnom sustavu. Karte u Spilu imaju vrijednosti: 2, 3, 4, 5, 6,

TREF - 00 * KARO-10 ’
PIK - 01 Q SRCE-11 '

Slika 2.3: Oznake za boje karata

B

7, 8 11 (as) u dekadskom brojevnom sustavu. ZapiSemo sve vrijednosti karata iz Spila u
binarnom brojevnom sustavu:

dekadski zapis broja | binarni zapis broja

1 001
010
011
100
101
110
111
000

0| A NN =W

Uocimo da u Spilu nemamo kartu s vrijednoS¢u 0 pa smo karti s vrijednos¢éu 8 dodijelili
oznaku 000 (Sto je matematicki smisleno jer 8 pri dijeljenju s 2 daje ostatak nula). Buduci
da prva dva znaka predstavljaju boju, a posljednja tri vrijednost karte, slijedi da npr. niz
11010 predstavlja dvojku srce (29), niz 01111 sedmicu pik (7s) itd. Da bismo odredili re-
doslijed karata u Spilu mozemo iskoristiti de Bruijnov niz za k = 5: 000001001011. .. Prvih
pet znakova 00000 nam govori da je prva karta u Spilu osmica tref (8&), drugi skup od pet
znakova, pocevsi od drugog znaka, je 00001 te zakljuCujemo da je druga karta u Spilu as
tref (A&) i tako dalje.

Provjeravajudi tako redom, zakljuCujemo da se dobiveni niz karata podudara s pocetnim
nizom karata pa bi nam bilo korisno pravilo kojim bismo mogli sami nizati nule i jedinice
kako bismo dobili gore navedeni niz. Zbrojimo li prvu i treCu znamenku niza 00001, koji
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predstavlja as tref (A&), 1 ostatak pri dijeljenju dobivenog zbroja s dva dopiSemo tom nizu,
dobivamo 000010. Uocimo da iz tog niza moZemo ocitati peteroclani podniz pocevsi od
drugog ¢lana 00010 Sto predstavlja dvojku tref (2&). Analognim postupkom na svakom
sljede¢em peteroc¢lanom podnizu, dobit ¢emo de Bruijnov niz iz kojeg lako mozemo ocitati
redoslijed karata.

Pretpostavimo da su karte u Spilu posloZene gore navedenim redoslijedom. Tada mo-
Zemo pri izvodenju trika, neprimjetno, nakon Sto su sudionici trika uzeli karte, pogledati
koja karta se nalazi na vrhu Spila, prevesti ju u kodni oblik abcde te, primjenjujuéi prika-
zani postupak, redom otkriti koje karte su izvukli sudionici trika krenuvsi od karte koja je
posljednja izvucena do karte koja je izvucena prva. Ukoliko karte u $pilu koji posjedujemo
nisu posloZene redoslijedom za provodenje trika, Spil mozemo sloziti tako da uzmemo
bilo koju kartu, prevedemo ju u kodni oblik abcde te nizanjem znakova prema navedenom
pravilu i deSifriranjem slagati redom karte.

2.2 Primjene de Bruijnovih nizova

De Bruijnovi nizovi se primjenjuju, takoder, u kriptografiji kao klju¢ pri prijenosu poruke,
u biologiji pri spajanju dijelova DNA te pri programiranju kretanja robota.

Koriste¢i kemijsku olovku s ugradenom kamerom (primjer takve olovke moZe se naci
na [12]) moZemo pisati po papiru te ¢e sve Sto napiSemo ili nacrtamo biti istovremeno
prikazano na uparenom racunalu, tabletu ili mobitelu. To omogucava kamera ugradena
u olovci koja u svakom trenutku moZe ocitati toan poloZaj olovke na papiru s ucrta-
nim tockicama nevidljivim prostom oku. Tockice na papiru su rasporedene tako da je iz
svake pozicije, na kojoj se nalazi olovka, vidljiv jedinstven uzorak kamerom. Ako tockice
oznacimo 1, a praznine 0, papir po kojem piSemo olovkom Cinit ¢e dvodimenzionalni niz
brojeva takav da se svaki dvodimenzionalni podniz reda u X k (red ovisi o kameri na olovci)
pojavljuje tocno jednom. Takav dvodimenzionalni niz naziva se de Bruijnov dvodimenzi-
onalni niz.

Definicija 2.2.1. De Bruijnov dvodimenzionalni niz reda u X k je dvodimenzionalni niz 0 i
1 takav da se svaki dvodimenzionalni podniz 0 i 1 s u redaka i k stupaca pojavljuje to¢no
Jjednom.

Primjer 2.2.2. De Bruijnov dvodimenzionalni niz reda 2 X 2.

| OO -
[l =) Hew] Nan)
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0

0

Podniz s dva retka i dva stupca smjesten u sredini prikazan je kao:

0

0

16

. Pomicuci

okvir s dva retka i dva stupca po danom de Bruijnovom nizu (ukljucujuci rubove i uglove),
za svaki poloZaj naci ¢emo jedinstvenu kombinaciju 0 i 1 unutar resetke. Jos neki primjeri

1

podnizova danog dvodimenzionalnog de Bruijnovog niza su: L

Nakon §to olovka kamerom ocita dvodimenzionalni niz brojeva, povezan uredaj e
znati njenu to¢nu lokaciju na papiru jer ¢e za svaku svoju poziciju olovka imati jedinstven
vidljiv uzorak te ¢e se tako odredena pozicija prikazati na povezanom uredaju, koji ima

identican uzorak podjele papira na tockice.



Poglavlje 3

Hammingovi kodovi

U ovom poglavlju opisat ¢emo kodove koji se koriste za otkrivanje 1 ispravljanje greSaka
nastalih pri prijenosu poruka, tzv. Hammingove kodove. Pogledajmo prije svega primjer
trika ¢ija se tajna krije u upotrebi Hammingovih kodova.

3.1 Trik s karticama

Trik iz perspektive promatraca

Sudionik trika treba zamisliti broj od 1 do 15 te odabrati jednu od ponudenih boja: zelena,
Zuta, crvena, ljubiCasta, plava, smeda ili naranCasta. Nakon toga izvodac trika pokazuje

e
;135;125
J =

Slika 3.1: Kartice za trik s primjenom Hammingovog koda

17
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sudioniku trika redom kartice (Slika [3.1) te za svaku karticu pita nalazi li se zamiljeni
broj na toj kartici, no sudionik je dobio uputu da za karticu u boji koju je odabrao ponudi
lazan odgovor, tj. ako se zamiSljeni broj nalazi na kartici u boji koju je zamislio, tada treba
odgovoriti da se ne nalazi i obrnuto. Nakon sto je izvoda¢ dobio odgovore za svaku karticu,
on pogada zamiSljeni broj 1 boju.

Upute za izvodenje trika

Za uspjesno izvodenje trika, izvoda¢ koristi karticu kao na slici[3.2] Brojevi od 0 do 15 na

0‘1‘2|3

15
14
13
12

<o fw]e

11‘10‘9’8

Slika 3.2: Kartica na koju se slazu ostale kartice u triku s primjenom Hammingovog koda

toj tzv. baznoj kartici su poredani po veli¢ini pocevsi od 0 u lijevom gornjem kutu u smjeru
kazaljke na satu. Taj polozaj se lako pamti pa se pri izvodenju trika moze, radi boljeg
efekta, koristiti bazna kartica bez brojeva. Uo¢imo da se izbocCeni kvadrati¢i na karticama
nalaze na takvim poloZajima da kada se kartica poloZi na baznu karticu, izbo€eni kvadratici
¢e prekriti brojeve koji se ne nalaze na kartici, tj. vidljivi e ostati brojevi koji se nalaze na
kartici (na slici [3.3]je prikazana situacija u kojoj je sudionik trika odgovorio potvrdno na
postavljeno pitanje). Ako sudionik trika odgovori potvrdno na pitanje nalazi li se zamisljen

Slika 3.3: PoloZena plava kartica na baznoj kartici nakon potvrdnog odgovora

broj na kartici, izvoda¢ polaze tu karticu u uspravnom polozaju na baznu karticu, a ako je
odgovor nijecan, izvodac karticu okrece tako da poloZena na baznu karticu zauzima polozaj
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kao da je poCetna kartica zrcaljena obzirom na dijagonalu koja spaja gornji lijevi kut i donji
desni (slika[3.4)), tj. izboCeni kvadrati¢i na tako poloZenoj kartici prekrivaju brojeve bazne
kartice koji se ne nalaze na toj kartici. Nakon §to su sve kartice poloZene na baznu karticu,

Slika 3.4: Primjer okretanja kartice u slu¢aju nijecnog odgovora

broj kojeg je sudionik zamislio nalazi se prekriven samo jednom karticom i to karticom u
boji koju je sudionik zamislio, dok su ostali brojevi prekriveni s dvije ili visSe kartica. Kako
bi se trik Sto brZe i efektnnije izveo, na bo¢nim kvadrati¢ima moZemo probusiti po jednu
rupicu tako da se vidi boja kartice koja se nalazi ispod kartice na vrhu. Polozaj rupica
na bo¢nim kvadrati¢ima svih kartica (uo¢imo da ih na svakoj ima po 8) je jednak za sve
kvadratice odredene kartice, ali je razli¢it od poloZaja rupica na ostalim karticama kako bi
se izbjegla situacija u kojoj, nakon svih poloZenih kartica (ukljucuju¢i i zrcaljene kartice),
dvije kartice dijele istu poziciju rupica. Na slici[3.3]je prikazano sedam poloZaja na kojima

ooog
O

O
O

Slika 3.5: Moguci poloZaji rupica na karticama

mozemo izbusitio rupice, od kojih se za svaku karticu bira jedan. Uz kartice s rupicama,
zamiSljen broj nalazit ¢e se na mjestu gdje je bijela rupica, a boja koja okruzuje tu rupicu
odgovara zamiSljenoj boji. Primijetimo da se uz zabranu laganja trik mogao izvesti s prve
Cetiri kartice 1 traZzenjem jedinog nepokrivenog broja, no tada je trik ekvivalentan triku
opisanom u prvom poglavlju ovog rada.
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3.2 Trik iz perspektive matematicara: Hammingovo
(de)kodiranje

Tajna trika bazirana je na kodu koji sluZi za otkrivanje i ispravak jedne pogreske (u ovom
slucaju laznog odgovora) tako da se otkrije tocna pozicija u kodnoj rijeci gdje je nastala
greska i to dodavanjem paritetnih bitova. Takav kod naziva se Hammingov kod. Ham-
mingovi kodovi koriste se, osim prilikom prijenosa poruka, i za ispravljanje pogreSaka pri
oCitavanju ogrebanog CD-a ili DVD-a.

Kao prvo, primijetimo da se radi o prijenosu binarne poruke odredene duljine k& (u
naSem slucaju k = 7 jer imamo 7 kartica). Svaki odgovor DA ili NE moZemo shvatiti kao
jednu od binarnih znamenki O ili 1 (jedan bit). Dakle, poruku odnosno slijed odgovora,
mozemo shvatiti kao binarni niz x = x;x,...x; (x; € {0,1},i = 1,...,k). No, poruka
je dulja nego je (u slu€aju da nema greske odnosno laganja) potrebno da se identificira
njen sadrZaj (odabrani broj). U opisanom slucaju, Zelimo identificirati broj izmedu 11 15,
za §to su nam dovoljne n = 4 binarne znamenke. Ukratko: Cilj nam je prenijeti binarnu
informaciju duljine n[] a kako bismo mogli detektirati eventualne greske u prenesenoj in-
formaciji, prenosimo binarnu informaciju duljine k£ > n. Jedan od nacina da se to postigne
je Hammingov (k, n)-kod. Ovdje ¢emo opisati samo najjednostavniji, a to je Hammingov
(7, 4)-kod, dok za opcenitiju verziju Citatelja upucujemo na literaturu [S]. Hammingov kod
sluzi prenoSenju jedne od 2* = 16 binarnih poruka duljine 4, uz uvjet da se dozvoljava
maksimalno jedan krivo preneseni bit u ukupnoj poruci duljine 7. Dakle, umjesto binarne
poruke m = m;mymsmy, prenosimo binarnu poruku M = c¢;com;c3mymsmy. Pritom se svaki
od triju kontrolnih bitova c; postavlja na vrijednost O ili 1 tako da je nim-zbroj od ¢; i triju
bitova poruke koje kontrolira jednak O:

c1 =my ©my D my,

Cy = My ®M3 D ny,
c3 =m; © my ®ms.
Princip kodiranja se mozZe ilustrirati i Vennovim dijagramom (slika [3.6)), iz kojeg se lako
ocita koji od kontrolnih bitova provjerava koje bitove izvorne poruke.
Primjer 3.2.1. Kodirat cemo poruku 1011 koriste¢i Hammingov (7,4) kod.
3 5016|7
1 oO/11°

'Uotimo, kako su svih 2" moguéih nizova jednako vjerojatni, greska ili laZ na ikojoj od n pozicija ne
moze se detektirati bez dodatne informacije.

1
C1

2
C

4
C3

pozicija
znak
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C3

Slika 3.6: Princip Hammingovog (7, 4)-koda.

Buduci da c, sluZi za provjeru pariteta na 3., 5. i 7., zakljucujemo da je cy = 1®0® 1 =0,
analognojec, = 1®1®l =1tec; =0 1®1 = 0. Kodirana poruka 1011 glasi 0110011.

Formalnije, postupak kodiranja moze se opisati mnozenjem matrica. Poruka koju kodi-
ramo predstavlja se matricom-stupcem m! € My . Kodiranje se postize tako da m’ slijeva
pomnozZimo matricom

1101
1 011
1 000
E=10 111
0100
0010
0001

Dakle, poruka koja se prenosi bit ¢e sadrzana u matrici M” = Em!.

Primjer 3.2.2. Kodirat cemo poruku m = 1011 mnoZenjem matrica:

1101 0
Lot 1f 1
100001

EmT:0111-1:0
0.1.00],] |0
0010 1
0001 1
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Uocimo da smo poruku m kodirali porukom 0110011 kao u primjeru[3.2.1]

No, kao i u opisanom triku u kojem izvodac treba otkriti zamisljeni broj, od kodiranja je
opéenito zanimljivije dekodiranje poruke. Kako otkriti koja od 2* = 16 poruka je ,,prava”,
ako znamo da je na najvise jednoj od 7 pozicija ,.krivi” bit?

Prvo, uocimo da iako prenosimo 7 bitova, imamo samo 16 = 24 ane 128 = 27,
mogucih ispravno prenesenih kodiranih poruka. Ako bismo za svaku od 16 mogucih po-
ruka m odredili odgovarajucu kodiranu poruku M, dobili bismo tablicu iz koje je lako
vidjeti koje su poruke M moguce, dakle je 1i pri prijenosu poruke dosSlo do greske. Za
nas$ trik to nije bitno, jer znamo (to je bio zahtjev) da Ce jedna informacija (jedan bit) biti
krivi. Dekodiranje je najlakSe opisati temeljem dijagrama sa slike U dijagram se unesu
vrijednosti bitova u skladu s dosadasnjim oznakama te se u svakom krugu nim-zbroje sva
cetiri bita koji su u njemu. Ukoliko su sve tri nim-sume 0, poruka je prenesena bez greske.
Ukoliko je samo jedna od nim-suma 1, onda je greska u odgovaraju¢em kontrolnom bitu.
Ukoliko su dvije nim-sume jednake 1, greska je u bitu izvorne poruke koji odgovara pre-
sjeku krugova u kojima je nim-suma bila 1. Ako su sve tri nim-sume 1, greska je u presjeku
svih triju krugova, dakle u zadnjem bitu izvorne poruke.

Primjer 3.2.3. Recimo da ste primili poruku M = 1001110. Ako nije bilo greske, izvorna
Jje poruka ono Sto preostaje kriZanjem kontrolnih bitova koji su na pozicijama 1, 2 i 4 od
M, dakle ako nema greske, izvorna bi poruka bila m = 0110.

Unesimo sve bitove od M u odgovarajuce dijelove dijagrama sa slike Dobit ¢emo
dijagram poput slike Nim-zbrojimo bitove koji se nalaze u svakom od triju krugova
pojedinacno: u plavom ¢emo dobiti 0, u crvenom 1 i u Zutom 1. Od zanimanja su krugovi u
kojima nim-zbroj nije 0, dakle ovdje crveni i Zuti krug. U njihovom presjeku se nalazi krivo
preneseni bit, dakle ovdje je to m; (treci bit ,jizvorne” poruke), koja je stoga umjesto 0110
glasila 0100.

Formalni nac¢in dekodiranja opet se svodi na mnoZenje matrica: primljena poruka M”
mnoZi se slijeva matricom

1010101
P=10110O0T11
000T1T1T11

Dobivena matrica ¢! = PMT sadrZi tzv. paritetne bitove (nim-sume iz prethodnog opisa),
poruka M je ispravno prenesena i iz nje samo treba pobrisati kontrolne bitove. Ako ¢’
sadrZi to¢no jednu jedinicu, krivo je prenesen jedan od kontrolnih bitova, §to obi¢no nije
bitno, pa isto tako samo iz M pobriSemo kontrolne bitove da bismo dobili ispravnu osnovnu
poruku. Ako su svi elementi od X jedinice, posljednji od Cetiri bita izvorne poruke treba
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Slika 3.7: Dekodiranje poruke.

izmijeniti, a ako su dvije jedinice na pozicijama 112, 113 ili 2 1 3 onda treba izmijeniti
prvi, drugi odnosno treéi bit poruke. Za viSe detalja, Citatelja upuéujemo na [3]].

Za kraj, primijenimo opisano na trik s karticama. Uocimo da se radi o Hammingovom
(7,4)-kodu jer iz prvih Cetiriju kartica moZemo otkriti o kojem se zamiSljenom broju radi
ako je sudionik trika iskreno odgovorio na pitanje za svaku od te Cetiri kartice, a posljednje
tri kartice su kontrolne za slucaj da je sudionik ponudio laZan odgovor za jednu karticu
Sto je u ovom triku i bio uvjet. Pritom ovom slu¢aju (u kojem su kontrolni bitovi na kraju
poruke) odgovara matrica kodiranja

1 000
0100
0010
E'=[{00 01
0111
1 011
1 101

MnoZenjem sa svim moguéim porukama od 0 = 0000 do 15 = 1111 vidimo da su mogude
kodirane i ispravno prenesene poruke prikazane slikom Umjesto da dekodiramo na je-
dan od dva prije opisana nacina, u ovom triku primljenu poruku dekodiramo traZzenjem
najmanje Hammingove udaljenosti E] izmedu primljene poruke i svih mogucih ispravno
prenesenih. Ako je primjerice sudionik trika zamislio broj 13 i zelenu boju, onda e pri

2Hammingova udaljenost izmedu dva binarna niza jednake duljine je broj pozicija na kojima se ti nizovi
razlikuju
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0« | 00 0 0 0)
1« | 001 1 1 1)
2« 10 1 1 0)
3« 11 0 0 1)
4 <« 00 1 0 1)
5 <« 01 0 1 0)
6 <« | 10 0 1 1)
7 <« 11 1 0 0)
8 <« | 00 0 1 1)
9 <« | 01 1 0 0)
10 « | 1 0 1 0 1)
11« 11 0 1 0)
12« | 00 1 1 0)
13 « 01 0 0 1)
14« 1 0 0 0 0)
15 « | 11 1 1 1)

Slika 3.8: 16 kodiranih nizova (7,4) Hammingovog koda

davanju odgovora lagati za prvu karticu te ¢e niz njegovih odgovora interpretiran kao bi-
narni niz biti y = 0101001. Odredivanjem Hammingovih udaljenosti izmedu M i svakog
od nizova na slici [3.8] uo¢avamo da je najmanja Hammingova distanca jednaka 1 i to za
niz 1101001. Vidimo da se ti nizovi razlikuju samo na prvoj poziciji pa promjenom prve
znamenke niza M dobivamo niz 1101001, ¢ije prve Cetiri znamenke predstavljaju broj 13
zapisan u binarnom brojevnom sustavu, a buduéi da se radilo o razlici u prvoj znamenci,
znaci da je zamiSljena bila boja prve karte, tj. zelena boja.



Poglavlje 4

Sheme praga u kriptografiji

U ovom poglavlju prikazat ¢emo kako se u kriptografiji koriste binarni zapisi. Kao 1 u
prethodnom poglavlju, kreéemo od konkretnog primjera. Prije toga, recimo ukratko nesto
o kriptografiji.

4.1 Kriptografija

Ubrzan razvoj informati¢ke tehnologije omogucéava razmjenu velikih koli¢ina podataka, a
samim time povecan je i rizik od neovlastenog pristupa podatcima tijekom razmjene. Kako
bi se zastitili podatci tijekom razmjene, potrebno ih je poslati u Sifriranom obliku koji ée biti
razumljiv samo primatelju, a neovlaStenim sudionicima u razmjeni takav oblik nece otkriti
nikakve informacije o podatcima koji se Salju. U takvom procesu razmjene podataka vaznu
ulogu ima kriptografija. Kriptografija je znanstvena disciplina koja se bavi proucavanjem
metoda za slanje poruka u obliku takvom da ih samo onaj kome su namijenjene moze
procitati. Podatak kojeg posiljalac Salje primatelju nazivamo otvorenim tekstom. Kako bi
se zaStitio podatak tijekom razmjene, poSiljatelj otvoreni tekst Sifrira, koriste¢i unaprijed
dogovoreni kljug, u Sifrat. Tako dobiveni Sifrat je dostupan primatelju, ali i nekoj trecoj
osobi, koja, na primjer, nadzire komunikacijski kanal (telefonsku liniju, racunalnu mreZu i
sl.), no toj osobi Sifrat niSta ne govori o otvorenom tekstu za razliku od primatelja poruke
koji poznaje klju¢ te uz pomoc kljuca desifrira Sifrat u pocetni otvoreni tekst (Slika [4.1).
Poseban slucaj Sifriranja su sheme praga, u kojima kljuc ne postoji u klasicnom smislu, ali
je potrebno objedinjavanje vise dijelova Sifrata kako bi se deSifrirala poruka.

25
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KLJUC KLJUC

Sifrat

trec¢a osoba-uliez

Slika 4.1: Proces slanja poruke

otvoreni tekst pocetni

otvoreni tekst

PRIMALAC

POSILJALAC Sifriranje [ETENE

4.2 Osnovno o shemama praga

Razmotrimo sad jedan primjer u kojem su sheme praga prikladan nacin kriptiranja infor-
macije. Za otvaranje trezora u banci potrebno je unijeti odgovarajuu zaporku. Ako je
u banci zaposleno Sest osoba, zbog sigurnosnih razloga, niti jedan zaposlenik ne dobiva
cjelovitu zaporku za otvaranje trezora, ve¢ svaki zaposlenik dobiva svoju kombinaciju te je
trezor moguce otvoriti samo ako bilo koja tri zaposlenika zajedno unesu kombinaciju koju
posjeduju. Dakle, nije dobro da svaki zaposlenik dobije jednu znamenku zaporke jer time
zna dio zaporke, Sto mu moze pomo¢i u dekriptiranju. Prikladan naCin zaStite provodi se
uz pomo¢ sheme praga.

Definicija 4.2.1. (t,n)-shema praga je metoda razlaganja tajne na n sudionika tako da bilo
koja skupina od t sudionika moZe otkriti tajnu, ali niti jedna skupina od t — 1 (ili manje)
sudionika ne moZe otkriti tu tajnu, kao ni bilo kakvu djelomicnu informaciju o njoj.

Kao primjer (n,n)-sheme praga nam moZe posluZiti niz binarnih znamenki. Dakle,
tajna je niz k binarnih znamenki duljine m koja se razlaze na n dijelova tako da samo svi
zajedno omogucavaju otkrivanje pocetnog niza. Osoba koja razlaZze tajni binarni niz na n
dijelova, generira n— 1 slucajnih nizova binarnih brojeva iste duljine m te ih dodjeljuje n—1
sudioniku, dok posljednji sudionik dobiva niz nastao tako da se prethodnih n — 1 nizova
nim zbroje s tajnim nizom. Kako su svi osim jednog niza slu¢ajni, a zadnji zbroj slu€ajnih,
oCito nijedan sudionik, kao i nikoja 2, 3, ...nemaju nikakvu informaciju o pocetnom nizu.

Ukoliko su svih n sudionika zajedno prisutni, jednostavna posljedica definicije nim-
zbroja je da nim-zbrajanjem svojih nizova mogu rekonstruirati izvorni niz.

Primjer 4.2.2. Neka su dani nizovi ky = 100101, k, = 001100 i k3 = 110011. Nim-zbroj
tih nizova je:
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100101
001100
® 110011
011010

Dakle, da se radilo o (3, 3)-shemi praga, tajni niz bi bio k = 011010.

Zasto ova metoda funkcionira? Prema definiciji nim-zbroja, ocito je nim-zbroj isto $to
i nim-razlika dvaju brojeva. Stoga je zadnji dio dobiven kaoa, =a; ®a, ®---® a,_ ® b,
onda jeizvorninizb =a; ®--- ® a,.

4.3 Sheme praga u vizualnoj kriptografiji

Tajna, tj. poruka koju prenosimo, moze biti bilo kojeg oblika pa tako, na primjer, tajna
moze biti slika u boji ili crno-bijela rasterska slika. Ovdje ¢emo opisati proces kriptiranja
crno-bijele slike, dok o metodama prijenosa slika u boji moZzete procitati u ¢lanku D. Stin-
sona [[11]]. Buduc¢i da je tajna koju Sifriramo slika i da se deSifriranje ne provodi racunski,
nego se provodi ljudskim osjetilom vida, ova grana kriptografije naziva se vizualnom krip-
tografijom.

Definicija 4.3.1. Vizualna (t,n)-shema praga je metoda kojom se tajna slika razlaze na n
folija tako da se svaka folija sastoji od crnih i bijelih piksela te se tajna slika deSifrira
preklapanjem barem t folija. Preklapanjem bilo kojih t — 1 (ili manje) folija ne otkrivamo
tajnu sliku.

Iz prakti¢nih razloga, piksele koji bi trebali biti bijeli, na folijama ostavljamo prozir-
nima.

Vizualna (2,2)-shema praga

Sifriranje vizualnom shemom praga se odvija tako da Sifriramo svaki piksel posebno.
Pokazimo primjer vizualne (2,2)-sheme praga. Koriste¢i ovu metodu, pocetnu sliku (Slika
razlazemo na dvije folije ¢ijim ¢emo preklapanjem dobiti pocetnu sliku. Osnovna je
ideja ove metode svaki piksel izvorne slike razloZiti na dva piksela, koji se popunjavaju
crnom ili bijelom bojom po odredenom pravilu.

Pri razlaganju slike na dvije folije vizualnom (2,2)-shemom praga, na svaki piksel
pocetne slike primijenjujemo algoritam ilustriran slikom 4.3]

Ako je piksel kojeg Sifriramo crn, tada slucajnim odabirom (npr. bacanjem novcica)
biramo jedan od prva dva retka na slici [4.3] te, sukladno odabranom retku, na svakoj foliji
obojimo podpiksele odgovaraju¢im bojama. Ako je piksel kojeg Sifriramo piksel koji je na
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Slika 4.2: Crno-bijela rasterska slika

pocetnoj slici bijel, tada slu¢ajnim odabirom biramo jedan od posljednja dva retka na slici
4.3]

Ako na sliku 4.2 primijenimo opisani algoritam, rezultat moZe (ali zbog elementa
slucajnosti ne mora) izgledati kako je prikazano slikamal.4]i[4.5]

Svim pikselima na obje folije je jedna polovica zacrnjena, a druga polovica je bijela pa
promatranje svake folije zasebno nam niSta ne govori o po€etnoj slici jer je odabir poretka
crnog i bijelog podpiksela u svakom pikselu jednako vjerojatan bez obzira je li izvorni
piksel bio bijel ili crn. DeSifriranje vizualnom (2,2)-shemom praga je odredeno posljednjim
stupcem na slici[4.3] a pocetnu sliku dobijemo preklapanjem folija (Slika[4.6). Uocimo da,
ako je piksel na pocetnoj slici bio crn, on ¢e 1 nakon preklapanja takoder biti crn, no ako je
pocetni piksel bio bijel, nakon preklapanja e se sastojati od bijelog i crnog podpiksela te
se time na deSifriranoj slici gubi 50 % kontrasta.

Vizualna (2,n)-shema praga

Ve¢ pri preklapanju dviju folija nailazimo na problem preciznog preklapanja pa iz prakti¢nih
razlogeﬂ necemo razmatrati slu¢ajeve podjele na viSe folija te ¢emo se ograniCiti na raz-

'Obzirom da se u praksi preklapanje provodi putem racunala, ovo zapravo nije prava smetnja. O opéim
shemama praga procitajte u [6]
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piksel na piksel nakon
. . . . | pismo/glava prva folija druga folija preklapanja
pocetnoj slici folija

Slika 4.3: Vizualna (2,2)-shema praga

matranje vizualne (2,n)-sheme praga. Svaki piksel na folijama podijeljen je na m podpik-
sela. Broj m nazivamo ekspanzijom piksela te je za, prethodno opisanu (2,2)-shemu praga,
m = 2. Oznacimo li bijele piksele 1 podpiksele s 0, a crne s 1, tada ¢emo svaki piksel,
sastavljen od m podpiksela, mo¢i nakon Sifriranja prikazati kao m-torku binarnih brojeva.
Svaki piksel pocetne slike Sifrirat ¢emo koriste¢i matricu M, za Sifriranje crnih piksela te
matricu M, za bijele piksele. Matrice M, 1 M; su binarne matrice s n redaka i m stupaca.
Matrica M, u svakom retku ima w uzastopnih 1 1 nakon toga m — w uzastopnih O, tj. prvih
w stupaca matrice sadrZe samo 1, dok preostalih m — w sadrze 0. Prirodan broj w, za koji
vrijedi 1 < w < m, oznacava koliko je 1 u svakom retku obiju matrica. Realan broj y takav
da 0 <y < 1, opisuje relativni kontrast na deSifriranoj slici nastaloj preklapanjem folija.
Nim zbrajanjem bilo koja dva retka matrice M; dobivamo niz u kojem se broj 1 pojavi
barem w + yn puta.

1
Primjer 4.3.2. Za navedenu (2,2)-shemu praga vrijedi: m =2, w =1,y = > te su matrice

oblika:
1 0 10
=y o) an=(o )

1
Buducida jey = > znaci da je na desifriranoj slici gubitak kontrasta u odnosu na pocetnu
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Slika 4.4: Primjer Sifriranja Slike [4.2] na prvoj foliji

Jjednak 50%.
Primjer 4.3.3. (3,4)-shema praga s ekspanzijom piksela m = 6

000
M():

[ VN G G—
—
[ G S g —Y

1 10
0 01
1 01
010

—_— O = O
—_— O O

].

0
0
0

o O O

Koriste¢i matrice M, i M, Sifriramo svaki piksel P € {1, 0} poCetne slike tako da:

1. slucajnim odabirom izaberemo jednu permutaciju o skupa {1, ..., mj;

2. konstruiramo matricu N, permutiranjem stupaca od M, pomocu o

30
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Slika 4.5: Primjer Sifriranja Slike [4.2]na drugoj foliji

3. ocitamo i-ti redak od N, Sto predstavlja poredak boja podpiksela od P na i-toj foliji,
zal <i<w.

PokaZzimo opisani postupak na primjeru:
Primjer 4.3.4. (2, 3)-shema praga s ekspanzijom piksela m = 3 odredena je matricama
1 00 1 00
My=|1 0 Of, Mi=|0 1 O].
1 00 0 0 1

Buduci da je m = 3, postoji 3! = 6 mogucih permutacija skupa {1,2, 3}, tj. permutacija
stupaca i to su: o = (1,2,3), 0, = (1,3,2), 035 = (2,1,3), 04 = (2,3,1), 05 = 3, 1,2)
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Slika 4.6: Slika[d.2] nakon deSifriranja preklapanjem folija

i 06 = (3,2,1). Da bismo proveli prvi korak, moZemo iskoristiti kockicu s brojevima od
1 do 6 na svakoj strani za slucajan odabir permutacije. Zelimo li §ifrirati neki crni piksel
P = 1i bacanjem kockice dobijemo 2, onda je o = 0, = (1, 3,2) te konstruiramo matricu
N tako da matrici M| zamijenimo drugi i treci stupac:

1 00
0 0 11.

010

N =

Iz redaka matrice Ny ocitamo poredak boja podpiksela na folijama za Sifrirani piksel P

(Slika B7).

1
3

1
U Primjeru4.3.3|jem = 6, w = 3,y = 3 au Primjerud.3.4m =3, w=3,y =
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Uocavamo da je za postizanje jednakog kontrasta pri veCem broju folija, potrebna veca
ekspanzija piksela. Najjaci kontrast koji se moZe posti¢i u opisanoj (2, n)-shemi je (prema

[L1]):
53]
sy L2112
Y (n) = w1
" . 1 . . 1 L.
Uocimo da je y*(n) > — za svaki n > 2 te da je lim,_. y"(n) = —. Dakle, najveéi

gubitak kontrasta je 75% pa bi slika trebala biti vidljiva za relativno jednostavne slike. Pri
prijenosu slike, na deSifriranoj slici Zelimo Sto veéi kontrast (kako bi slika bila Sto jasnija)
te Sto manju ekspanziju piksela m (zbog tehnickih razloga, tj. Sto je viSe podpiksela teze je
precizno preklopiti folije).

prva folija I]]

druga falija

treca folija ]]

Slika 4.7: Sifrirani piksel za Primjer m

Pogledajmo joS jedan primjer kako konstruirati vizualnu (2, n)-shemu praga s optimal-

nim relativnim kontrastom y*(n) i minimalnom ekspanzijom m = n. Pretpostavimo da je
-1

n = 3(mod4) prost te definirajmo Q(n) = {i2 modn:1<i< nT}’ skup kvadratnih os-

tataka modulo n. Nadalje, konstruiramo matricu M, dimenzije n X n pri ¢emu numeriramo
retke 1 stupce cijelim brojevima iz skupa {0, ..., n — 1}. Na poziciji (i, j) matrice M, nalazi
se 1 ako je (j —i) mod n € Q(n), ina¢e na mjestu (i, j) piSemo 0.

Primjer 4.3.5. Neka je n = 11. Odredimo elemente skupa Q(11): 12 =1 =1 mod 11,
22=4=4 mod11,32=9=9 mod 11,4°=16=5 mod 11i5*>=25=3 mod 11,
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dakle, Q(11) = {1,4,9,5, 3} te moZemo odrediti matricu M, tako da za svaku poziciju (i, j)
provjerimo vrijedi li (j—i) mod 11 € Q(11), ako vrijedi, onda na to mjesto zapisujemo 1,
inace zapisujemo 0.

Uocimo da svaki redak u matrici sadrZi pet 1, tj. w = 5 i nim zbroj bilo koja dva retka

matrice je 8. Dakle, konstruirali smo (2,11)-shemusm =11, w=5iy =y*(11) = T

Opcenito, ako je n = 3mod4 prost onda Ce ovaj postupak rezultirati (2, n)-shemom s
-1 +1
m=n,w= n 1y = 1 .
4n

2
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ZakljuCne napomene

Vecina tema navedenih u radu primjenjiva je u nastavi matematike i informatike u osnov-
noj 1 srednjoj Skoli kao motivacija ili kao oblik vjezbe jer se ve¢ u petom razredu os-
novne Skole ucenici susrecu s pojmom binarnog brojevnog sustava. Tijekom petog razreda
ucenici savladavaju ispisivanje svih mogudéih stanja za nizove od 2, 3 i 4 bita te se upoz-
naju s tezinskom vrijednoS¢u bitova u takvim nizovima pa samim time i otkrivaju binarni
zapis broja kao 1 binarne znamenke. Takoder, upoznaju se s jednostavnijim oblikom ko-
diranja teksta u niz bitova koriste¢i ASCII tablicu. U programu za prvi razred gimnazije,
predvideno je da ucenici proSiruju znanje pretvaranja zapisa prirodnih brojeva iz binar-
nog brojevnog sustava u dekadski i obrnuto uz obuhvacanje pretvorbe zapisa decimalnih
brojeva. Takoder, ucenici se upoznaju sa zbrajanjem i mnoZenjem prirodnih brojeva u bi-
narnom brojevnom sustavu. Tijekom upoznavanja s prikazom brojeva i znakova u racunalu
u nastavi informatike, u€enici savladavaju prikazivanje cijelih i realnih brojeva u binarnom
brojevnom sustavu.

U radu nije spomenuta logicka algebra ili Booleova algebrzﬂ koja ¢ini osnove posebne
grane matematike za istraZivanje slozenih sudova, tzv. matematicke logike, no Booleova al-
gebra je, takoder, primjer u kojem se pojavljuje binarna matematika jer se provode logicke
operacije s logickim sudovima E] prikazanim uz pomoc¢ binarnih znamenki (istinitost se
zapisuje kao znamenka 1, a laz kao 0). S osnovnim logi¢kim operacijama (negacija, ko-
njukcija, disjunkcija, sloZeni) te teoremima Booleove algebre, u€enici se upoznaju u prvom
razredu gimnazije i to s ciljem otkrivanja izrade raznih logickih sklopova koji se nalaze u
procesoru racunala, tocnije u aritmeticko-logic¢koj jedinici gdje se obavljaju npr. aktivnosti
zbrajanja dva broja.

Jo§ jedan zanimljiv primjer primjene binarne matematike je koriStenje tzv. binarnog

'George Boole (1815.-1864), engleski matematicar i logi¢ar, u svojim je djelima prvi uveo matematicku
simboliku za istraZivanje logi¢kih promisljanja
Logicki sud je svaka tvrdnja za koju se mozZe reéi je li istinita ili lazna
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stabla. Binarno stablo je konacan skup elemenata, zvanih ¢vorovi, takav da za svaki ¢vor
stabla postoje dva podstabla kojima je taj ¢vor korijenski ¢vor. Binarna stabla se koriste
pri rjeSavanju zagonetke poznate pod imenom Hanojski tornjevi. Zagonetka se sastoji od
3 tornja, na jednom se nalazi n diskova, poredanih po veli¢ini (na dnu je najveci, a na vrhu
najmanji). Cilj je prebaciti sve diskove na neki od preostalih tornjeva, tako da oni zadrze
originalni poredak uz pravilo da se prebacuje jedan po jedan disk i da se ne smije staviti
veci disk na manji (kako se binarno stablo pojavljuje u rjeSenju Hanojskih tornjeva moZzete
procitati u [1]). Vrlo poznata i zanimljiva primjena binarnog stabla je primjena pri pos-
tupku donosenja odluke pa se takvo stablo naziva stablo odluc¢ivanja. U stablu odlucivanja
¢vorovi sadrZe pitanja na koja se odgovara s da ili ne, a listovi odluke. Kretanje po stablu
zapocinje u korijenu te se nastavlja odgovaranjem na pitanja i biranjem smjera kretanja
ovisno o odgovorima. Dolaskom do lista, zavrSava kretanje i u njemu piSe odluka koju tre-
bamo donijeti. Na slici[5.1] prikazan je primjer stabla odlucivanja kojim se otkriva najdrazi
nastavni predmet u skoli.

| Voli$ 1i vi$e drustvene znanosti nego prirodne? ‘

A

| Volis li stranc jezike? | | Jeli ti zanimljiv binarni brojevni sustav?
d/ \{e d/ \e
Voli§ i jezike ‘ Voli§ 1i ¢itati lektiru? | Zanima li te Voli§ 1i upoznavati nove
germanskog unutarnja grada Zivotinjske i biljne vrste?
govornog podrucja? dy \ne raCunala?
da ne da ne / \
Hrvatski Povijest
jezik ‘ BlOlOglja Kemija
Njemacki || Engleski ‘ Informatika ‘ ‘ Matematika ‘
jezik jezik

Slika 5.1: Stablo odlucivanja za odabir najdrazeg nastavnog predmeta u Skoli
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Sazetak

U ovom radu opisuje se primjena binarne matematike u razli¢itim podrucjima te se neki
primjeri mogu iskoristiti u popularizaciji matematike, kao i u nastavi matematike i infor-
matike.

Rad je podijeljen na Cetiri cjeline. Svaka cjelina poCinje opisom konkretnog primjera
uz pomoc¢ kojeg se u nastavku opisuje tema cjeline. Prva cjelina opisuje neke jednostavne
matematicke igre i trikove temeljene na binarnoj aritmetici. U ostatku rada su obuhvaceni
de Bruijnovi nizovi (jednodimenzionalni i dvodimenzionalni), kodovi za otkrivanje i is-
pravljanje pogreSaka (Hammingovi kodovi) te vizualne sheme praga koje se koriste u krip-
tografiji za zaStitu prijenosa fotografija.



Summary

In this thesis, the application of binary arithmetic in various fields is described. There-
fore, some examples can be used for popularisation of mathematics, as well as in teaching
mathematics and computer science.

The thesis is divided in to 4 parts. Each part begins with a description of a certain exam-
ple which is then used to further describe the part’s topic. First, some simple mathematical
tricks and games based on binary arithmetic are described. The other topics covered are
de Bruijn sequences (both one-dimensional and two-dimensional), error-correcting codes
(Hamming codes) and visual threshold schemes that are used in cryptography in order to
protect images during transmission.
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