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Sazetak

Diobeno vreteno je stani¢na struktura koja je odgovorna za raspodjelu genetskog
materijala medu stanicama kéeri, a sastoji se od mikrotubula i pridruzenih proteina.
Sile i momenti sila igraju klju¢nu ulogu u funkcioniranju vretena te su odgovorni za
pomicanje kromosoma i odrzavanje njegove grade, a vaznu ulogu igraju elasti¢na
svojstva mikrotubula. Medutim, sile i momente nije lako odrediti danasnjim eksperi-
mentalnim tehnikama. U ovom teorijskom istrazivanju uvodimo model za ravnotezu
sila i momenata sila u diobenom vretenu. KoriStenjem aproksimacije srednjeg polja
opisujemo sve mikrotubule u diobenom vretenu, kao i sile i momente sila koje djeluju
na njih. Model daje predvidanja za oblik diobenog vretena. Dobivene rezultate plani-
ramo usporediti s eksperimentalno odredenim oblicima koje su dobili nasi suradnici.
Teorijska predvidanja dobivena ovim modelom, zajedno s eksperimentima, trebala bi

odgovoriti na pitanje kolike sile djeluju u diobenom vretenu.

Klju¢ne rije¢i: diobeno vreteno, mikrotubuli, konfokalna mikroskopija, STED,
sile, momenti sila, molekularni motori, teorija elasticnosti, staticka Kirchoffova jed-

nadzba, savijanje, uvijanje, aproksimacija srednjeg polja



Balance of forces and torques in a mean-field
approximation in mitotic spindles

Abstract

The mitotic spindle is a cellular structure which is responsible for the partition of
genetic material when a cell divides into two daughter cells. It is comprised of mi-
crotubules and accompanying proteins. Forces and torques play a key role in the
functioning of the spindle, for they are chiefly responsible for the movement of chro-
mosomes and maintaining the overall shape of the spindle. This is facilitated by the
elastic properties of microtubules. The forces and torques are, however, hard to de-
termine with contemporary experimental techniques. In this theoretical research we
develop a model for the balance of forces and torques in a mitotic spindle. Using a
mean-field approximation we describe all microtubules in a mitotic spindle and the
forces acting upon them. The model gives a prediction for the shape of the spindle.
The results are to be matched to experimental imaging done by our associates, with

the aim of answering what magnitude of forces and torques act in mitotic spindles.

Keywords: mitotic spindle, microtubules, confocal microscopy, STED, forces, torques,
molecular motors, theory of elasticity, static Kirchoff equation, bending, buckling,

mean-field approximation
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1 Uvod

1.1 Struktura diobenog vretena

Temeljni gradevni blok Zivota je stanica, a ona se propagira stanicnom diobom.
Stanicna dioba je proces djeljenja stanice majke na dvije stanice kéeri koje imaju
isti geneteski materijal kao majka [21]. Kako bi se to ucinilo, potrebno je pazljivo
duplicirati i raspodjeliti genetski materijal tijekom diobenog ciklusa [23]. Sam di-
obeni ciklus se sastoji od viSe razli¢itih faza diobe [39], od kojih je samo djeljenje, ili
mitoza, jedna. Sama mitoza je ponovno pak podjeljena na Cetiri faza, te je cjelokupni
diobeni ciklus ilustriran je na slici 1.1. Nama je od interesa metafaza, faza diobe u
kojoj vreteno ima visoki stupanj simetrije i posjeduje gotovo statiCku ravnotezu [41],
Sto ga Cini pogodnim za fiziklani opis. Izgled stanice u metafazi prikazan je na slici
1.2, od ¢ijih elemenata su nama najvazniji mikrotubuli, koji daju oblik i uravnotezuju

diobeno vreteno.

1.2 Mikroskopiranje diobenog vretena

Za razumijevanje stanicne diobe potrebno je snimiti taj proces, te se mikroskopske
slike diobenog vretena dobivaju uporabom fluorescentnog mikroskopa.

Za razliku od uobicajenog svjetlosnog mikroskopa [6], fluoroscentni mikroskop
koristi fluorescenciju iz samog uzorka kao jedinu svjetlost koja dolazi na okular
[371[36], umjesto standardne metode dobivanja slike osvjetljivanjem uzorka vanj-
skim izvorom svjetlosti.

Uzorak se pobuduje na fluorescenciju preko dikroni¢nog zrcala [40], koji ujedno
u suprotnom smjeru propusta samo svjetlost reflektiranu sa uzorka, koja se razlikuje
od ulazne zbog Stokesovog pomaka [11].

Mikroskopiranje trodimenzionalnih objekata uobi¢ajenim mikroskopom zahtje-
valo bi preparaciju tankih prereza uzorka, no tehnika konfokalnih mikroskopa omogucuje
stvaranje virtualnih presjeka, koriste¢i malu rupicu kako bi samo dio slike objekta bio
propusten na okular [31].

Stimulated emission depletion (STED) mikroskopija je varijanta konfokalne mikro-
skopije koja koristenjem sekundarnog lasera smanjuje regije fluorescnencije, time

dobivsi ostriju sliku [6]. Primjer slike STED mikroskopom dan je u slici 1.3.
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Slika 1.1: Slika cjelokupnog diobenog ciklusa sa naznacenim elementima. Stani¢na
dioba, ili mitoza, obuhvaca profazu, prometafazu, metafazu i anafazu. Od daljnjeg
interesa jest samo metafazani dio mitoze. Preuzeto i prilagodeno sa [42].
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Slika 1.2: Prikaz diobenog vretena u metafazi. Mikrotubuli uravnotezuju diobeno
vreteno, daju mu oblik i pozicioniraju kromosome. Sami mikrotubuli su pri¢vrsceni
na centrosome. Preuzeto iz [34] i [26].

Sami uzorci, odnosno stanice koje se mikroskopiraju, pripadaju odredenim stani¢nim
linijama [16]. NajcesSce su to vrste tumorskih stanica [10], koje se naravno po svoj-
stvima razlikuju od netumorskih, te je stoga potrebno rezultate interpretirati u kon-
tekstu tih razlika [19]. Konkretna stanica i njen tretman, u svrhu davanja kontrasta
(boje) pod mikroskopom, uvijek je detaljno opisan u metodologiji izvora pojedine
slike.

Koristenjem ovih eksperimentalnih tehnika pruza uvid u prirodu diobenog vre-

tena i njene grade.

1.3 Mehanicka svojstva mikrotubula

Diobeno vreteno je gradeno od proteinskih struktura, od kojih su najvazniji mikrotu-
buli [2] - tanki proteinski filamenti gradeni primarno od «a- i § -tubulina [14], ali i
~-tubulina na mjestu nukleacije [28]. Tubulini se naizmjenicno motaju u filimente i
time tvore mikrotubule, Sto se moze i vidjeti na slici 1.4.

Mikrotubuli su zbog njihove proteinske strukture bez vanjskih utjecaja ravni i

imaju elasti¢na svojstva [12]. Ovo, zajedno s ¢injenicom da mikroskopiranje stanica

3



Slika 1.3: Slika diobenog vretena dobivena STED mikroskopijom. Skala je 1um.
HelLa je naziv sveprisutne stani¢ne linije u molekularnoj biologiji [24]. Preuzeto sa
[27].

pokazuje da su u metafazi mikorotubuli savijeni[3], upucuje na to da na mikrotubule
moraju djelovati konstantne sile, koje ga deformiraju i odrzavaju u polozaju staticke
ravnoteze [7]. Nadalje, mikrotubuli s oba centrosoma hvataju kinetohoru, vodeni
vise razlicitim mehanizmima [30] [29], ali su medusobno povezani i s tkz. bridging
fiber-om [15]. Ovo se konsolidirano moZze vidjeti na slici 1.5.

Time vise mikrotubula efektivno ¢ini jedan elasti¢ni Stap [26][27], i, zajedno s
drugim poznatim razmatranjima [35] [9], upucuje da mu je za odrzavanje oblika
osim sile, potreban moment sile.

Mikrotubule karakterizira dinamicka nestabilnost [22] i polarizirani krajevi [13].
Pritom polimerizacija na kraju mikrotubula, odnosno rast mikrotubula, stvara sile
[5]. Sile takoder stvaraju i molekularni motori koji obitavaju i Se¢u se povrSinom
mikrotubula [17] [38]. Od interesa kao generatori sila su proteini kinezini i dineini
[34]. Nacini interreagiranja motora s mikrotubuilima i ostalim motorima u stani¢noj
citoplazmi je kompleksno i dirigirano mnogim raznolikim mehanizmima[33], a iden-

tificiranje pojedine uloge proteina koji pripadaju tim skupinama je tek u tijeku.
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Slika 1.4: Prikaz grade mikrotubula, koji je primarno sastavljen od «- i § -tubulina.
~-tubulin nalazi se na tockama vezanja mikrotubula na centrosom. Preuzeto i
prilagodeno iz [32]

2 Diskretni model

Pavin-Toli¢ grupa razvila je toerijski model koji opisuje staticku ravnotezu metafaznog
vretena za prebrojivo mnogo mikrotubula [27]. Model postavlja jednadzbe ravnoteze
za pojedini mikrotubul, kao i za same centrosome, te iz tih uvjeta odreduje oblik

mikrotubula u statickoj ravnotezi.

2.1 Temeljne pretpostavke

Svrha ovog teorijskog modela je reproducirati mikroskopski videne oblike mikrotu-
bula, koristedi ih za dobivanje predikcija na sile i momente sila. Svezanj mikrotubula
se modelira kao elasti¢ni stap, koji je s jednim krajem pri¢vrS¢en na lijevom centro-
somu, a s drugim na desnom. Na lijevi kraj djeluju sila £} i moment sile M,. Sila
FT), i moment sile ]\7[0/ na drugom, desnom, kraju posljedica su uvjetovanja staticke
ravnoteze.

Za opis elasticnog Stapa u statiCkoj ravnotezi Kkoristi se staticka Kirchoffova jed-
nadzba [18]:

L odt b . 7 1

lith—f—TE =7 X 0—]\407 (21)
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Slika 1.5: Shematski prikaz mikrotubula sa (b) i bez (a) recentno otkrivenog bridging
fiber-a. Strelice prikazuju smjerove sila potrebne za odrzavanje oblika, povezanost
dvaju mikrotubula s razli¢itih centrosoma prosiruje moguce konfiguracije. Desno su
prikazane eksperimentalne slike na dio vretena na koji se shema odnosi, kao i uve¢an
sam bridging fiber. Preuzeto sa [29].

Tablica 2.1: Tablica varijabli za opisivanje deformacije elasti¢cnog Stapa, odnosno
mikrotubula, pomoc¢u SKJ.

s duljina konture do promatrane tocke na Stapu
T vektor udaljenosti od promatrane toc¢ke na Stapu do ruba r
ts) =~ tangencijalni vektor
o(s) kut uvijanja popre¢nog presjeka
krutost na savijanje
T krutost na uvijanje

¢ije su varijable dane u tablici 2.1 i ilustrirane na slici 2.1. Oblik elasti¢nog Stapa,
odnosno mikrotubula je odreden silama i momentima sila u lijevom kraju, a one u
desnom su fiksirane uvjetima staticke ravnoteze sustava.

Preostaje specificirati uvjete statiCke ravnoteze, odnosno konkretan model.

2.2 Rjesavanje modela

Navedeno su varijable za opis jednog mikrotubula, dok i vreteno ima mnogo. Po-
trebno je precizirati jednadzbe staticke ravnoteZze cjelokupnog diobenog vretena.
Na krajeva mikrotubula, koji su na centrosomu, djeluju sile, a time sile djeluju

i na centrosom. Prva je jednadzba ravnoteze sila na lijevom centrosomu, kojom

6



Slika 2.1: Tlustracija varijabli opisanih u 2.1 za koristenje u SKJ jednadzbi 2.1.
zahtjevamo da je on nepomican:
> Fi=0, (2:2)

gdje je n ukupni broj mikrotubula, a F, sila na i-ti mikrotubul. Analogna jednadZba

vrijedi i za desni centrosom, Cije Ce se varijable oznacavati s ’. Za njega vrijedi:

i F =0, (2.3)

jer je broj krajeva mikrotubula isti za lijevi i za desni centrosom.

Osim sila, moraju biti ujednaceni i momenti sila

gall

gdje je M; moment sile na i-ti mikrotubul, a d, radijvektor i — tog mikrotubula. Za
desni centrosom mozemo pisati
S+ d; < )y =0, (2.5)

gdje ’ varijable odgovaraju vrijednostima i-tog mikrotubula na desnom centrosomu.
Prethodne jednadZbe su samo uvjeti mirovanja dvaju centrosoma. Osim njih, i svaki

pojedini mikrotubul mora biti u statickoj ravnotezi, Sto znaci da sile na oba njegova



Slika 2.2: Shematski prikaz diskretnog modela za n = 2, iz bo¢ne perspektive. Pre-
uzeto iz [27].

kraja moraju biti izjednacene

l

|+ F =0, (2.6)
kao i momenti sile na oba njegova kraja

—

M +d x Fo+(d +L)x F =0, 2.7)

gdje je L udaljenost izmedu sredina dvaju centrosoma.

Ovi uvjeti moraju biti zadovoljeni kako bi staticka ravnoteza bila ispunjena i od-
govarala stanju u diobenom vretenu. Sam oblik svakog i-tog mikrotubula, koji je
rezultat djelovanja sila i momenata sila na oba njegova kraja, je dan statickom Kirc-
hoffovom jednadzbom 2.1, koja opisuje deformaciju elasti¢nog Stapa, sto mikrotubul
u ovoj aproksimaciji i je.

Ovaj model daje dobre predikcije za slucaj n = 2 [1] [26] [27] te je primjer
prikazan na slici 2.2, na kojoj se mogu vidjeti i koriStene varijable.

Relativni pomak izmedu lijevog kraja mikrotubula na lijevom centrosomu i nje-
govog desnog kraja na desnom centrosomu je twist . On se moZe vidjeti sa slike
2.3, koja je iz perspektive duz osi spojnice, sa centrosomima postavljenima jedan iza
drugoga.

Twist o glavni je novitet modela, jer je otkriveno da cjelokupno vreteno ima he-
licitet, odnosno kiralnu strukturu. Radi lakseg shvacanja, pomak krajeva se moze
vidjeti i na slici 2.4. Strelice pokazuju i mjera su twist-a a pojedinog mikrotubula,
koji potom daju usmjerenje i cijelokupnom vretenu.

Sama usporedba oblika mikrotubula koje daje vreteno s eksperimentalnim podat-

8



Slika 2.3: Shematski prikaz diskretnog modela za n = 2, gledano du? osi spojnice L.
Preuzeto iz [27].

L
-7 ‘i-\:\
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= i‘iﬁ-/ ;
¥ L )
etV ¥

Slika 2.4: Lijevo je skica shematske strelice koje pokazuju pomak desnog, u odnosu
na lijevi, kraj mikrotubula, odnosno mjera twist-a «. Time se pokazuje da je cijelo-
kupno vreteno kiralno. Desno je crtez cjelokupnog diobenog vretena, sa uvijenom
strukturom. Preuzeto iz [27].
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Slika 2.5: Usporedba oblika mikrotubula diskretnog modela s eksperimentalnim po-
datcima oblika mikrotubula. Tocke predstavljaju eksperimentalni mjerenja, dok su
crte predikcije modela. U lijevoj slici je pogled s boka, bokocrt, dok je desna iz rav-
nina okomite glavnoj osi, nacrt. Prikazani mikrotubul gotovo u cjelosti se nalazi u
jednoj ravnini. Preuzeto i prilagodeno iz [27].

cima pokazano je na slici 2.5. 1z ove usporedbe mogu se odrediti sile i momenti sile
na krajeva mikrotubula u diobenom vretenu.

Za veci n, sto bi bilo potrebno za opis cijelokupnog vretena, nije moguce primje-
niti iste simetrije za pojednostavljenje racuna. U svrhu dobivanja kompletnije slike

vretena odlucujemo se za aproksimaciju srednjeg polja.

3 Kontinuirani (mean-field) model

Mean-field pristup je od interesa kod fizikalnih sustava s puno cestica, gdje se sve
interakcije zamjenjuju s jednim vanjskih poljem. Cesta je uporaba u fizici, pogotovo
u fizici ¢vrstog stanja, npr. Hartree-Fock-ova aproksimacija [8] ili Ginzburg-Landau
teorija o supravodljivosti [4], ali i drugdje.

Kako je i u nasem sustavu diobenog vretena broj mikrotubula u stanici velik [20],
umjesto modeliranja svakog mikrotubula pojedina¢no, mozemo uvesti uprosjecenu
gusto¢u mikrotubula, Sto ¢e nam omogucditi koriStenje dodatnih simetrija i diferenci-

jalnog racuna.

3.1 Postavljanje modela

U aproksimaciji srednjeg polja uvodimo volumnu gusto¢om mikrotubula pyr = pv,
koja je povezana s ukupnim brojem mikrotubula Nyt (samo n u gornjem diskretnom

modelu) kao

Nt = / oy dV, 3.1)
S

10



gdje je S cijeli prostor, a dV diferencijalni element volumena. Za opis ¢emo ko-
ristiti sferni koordinati sustav (r,¢,6) centriran u lijevom centrosomu. Os z, koju
zatvara kut 6, je os spojnice dvaju centrosoma L. Analogno, za desni centrosom
imamo crtkane varijable (1, ¢, ¢').

Opcenito, gustoce krajeva mikrotubula na jednom centrosomu, ovisiti ¢e o onima
na drugom. Svaki kraj mikrotubula na lijevom centrosomu ima svog partnera na

desnom, i obratno.

p=np(r,oe0p), (3.2)

p =090, p). (3.3)

Napomenimo da se na centrosomima nalaze krajevi mikrotubula, pa je jasno da

j& Nur = N{;7, odnosno vrijedi
/Pv v, = /ﬂ’v av’, (3.4)
S S

Za gustocu na lijevom centrosomu mozemo pisati:

p=p(r,o,0,r ¢ 0). (3.5)

Zelimo da je na$ sustav rotaciono invarijantan oko srediSnje osi poveznice (duz
L, vidi sliku 2.2) i invarijantan na zamjenu centrosoma. Ova dva zahtjeva svode se

nar =116 =60, odnosno za gusto¢u mozemo pisati

pv = pu(r, 6,60, 8) (3.6)

Nadalje, jedini efekti koje ¢emo uzimati u obzir su oni na krajevima mikrotubula,
stoga gusto¢a moZze ovisi samo o povrSini centrosoma, odnosno r = d, gdje je d

polumjer oba centrosoma. Mozemo pisati

pv = 5(T - d)p9(¢a 6)7 ¢/)7 (3.7)

gdje je ¢ Diracova delta funkcija, a pq, je dio volumne raspodjele gusto¢e mikrotu-

bula koji ima samo kutnu ovisnost.

11



Veza izmedu ¢ = ¢(0,¢') je ono Sto odreduje twist a(f) = ¢(0) — ¢'(0) krajeva
mikrotubula, odnosno kako su krajevi upareni, i nije nuzno ista za sve kuteve ().
Nju Zelimo ustanoviti, kao predikciju modela.

Za gustocu nadalje pretpostavljamo da je kutni dio raspodjele homogen p,, i da
krajevi mikrotubula popunjavaju samo dio centrosoma do grani¢nog kuta . Vo-

lumna gustoca tada postaje:

pv = 0(r — d)O(6o) po, (3.8)

gdje je ©(6y) Heavisideova step funckija. Faktor p, moZemo izraziti preko ukup-
nog broja mikrotubula uvrStavanjem 3.8 u integral 3.1. Ovime ukupna voluma

gustoca postaje

. N]\/[T(s(r — d)@<(90>

pulr) = 2md?(1 — cosby) (3.9)

gdje je od ukupnog volumena jedina preostala ovisnost u delta funkciji §(r — d).

Zbog toga skraceno mozemo pisati

NMT@(Q())

—_— 3.10
27(1 — cosby)’ (3.10)

ako pritom shva¢amo da smo na povrsini centrosoma.

Sile i moment sila koji djeluju na lijevi kraj mikrotubula koji se nalazi na (r, 6, ¢)
opéenito glase F(r,0,¢,p,p') i M(r,6,¢, p, p'), i analogno za desni () kraj.

U nasem slucaju sa konstantnim gusto¢ama mikrotubula i navedenim simetrijama

imamo:

—

E(r,0,6,p,p) x F(0,¢) (3.11)
M(r,0,6,p,p0) < M(8,¢) (3.12)

Precizna priroda funkcijske ovisnosti /'i M o p je nepoznata, i zapravo ono S$to
zelimo saznati, stoga smo silu i moment sile uveli fenomenoloski. Konstantu propor-

cionalnosti postaviti ¢emo jednaku jedinici i u daljnjem radu koristiti znak jednakosti.
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3.2 Jednadzbe ravnoteze

Jednadzbe statice ravnoteze analogne su onima u diskretnom modelu. Zahtjevamo

da je lijevi centrosom statican:

27 6o 0o
/ / ) sin 0dfd¢ = / / ¢)d2 = 0. (3.13)

i pripadajuca crtkana (°) verzija za desni. Takoder zahtjevamo da je moment sile

na centrosom iscezavajuci:

27 6o
/ / (V1(6,8) + dl6, 6) x F(9,6))d2 = 0. (3.14)
0 0

Osim toga, svaki mikrotubul mora biti stati¢an, $to se manifestira uvjetima na oba

njegova kraja:
,¢) =0, (3.15)

- - =g g 12 12

M0,6)+ MO ,6)+dx F0,¢)+ (d +L) x F'(6,¢)=0, (3.16)
Oblik mikrotubula opisivati ¢e se statickom Kirchoffovom jednadzbom:

L den .
RE X - 4 E = x F(8,¢) — M (6, 9). (3.17)

Prije specificiranja sila i momenata sila primjenjujemo simetrije, kao sto je ucinjeno

i u diskretnom modelu.

3.3 Odredivanje sila i momenata sila

Sljedeci korak jest specificiranje simetrije koje mikrotubuli, odnosno sile i momenti
koje djeluju na njihove krajeve, moraju zadovoljavati.

U tu svrhu uvodimo dekompoziciju sila i momenata sila:

— —

F(6,6) = FL(0,¢) + FIl(6, ¢), (3.18)

NE(6,¢) = M6, 9) + MI(9, 6). (3.19)
Pritom je ponovno okomita () xy-ravnina okomita na glavnu os spojnice (duz
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L), dok je paralelna (||) duz z-osi, odnosno L.
Od sila i momenata sila ocekujemo da su osnosimetric¢ni, s obzirom na glavnu os

poveznice dvaju centrosoma. Ovaj zahtjev se za sile moze formulirati kao:

FL(0,0) = —F-(0, ¢+ ), (3.20)
Fli(0,¢) = FI(8,6 + ), (3.21)
ﬁ(@,gb)‘ - ﬁ(e)). (3.22)

Iste zahtjeve postavljamo i za momente sila:

ML, ¢) = —ML(0,¢ + 1), (3.23)
M9, ¢) = M9, ¢ + ), (3.24)
M(Q,(jﬁ)‘ - M(e)). (3.25)

Koristimo Sto opcenitije funkcije sile i momenata sile koje zadovoljavaju navedene

simetrije:

—

F(6,0) = fl(6)z 4+ fH(0)(cos(¢ + 6(0))z + sin(p + 5(6))7), (3.26)

M(0,¢) = ml (0)2 + m™(0)(cos(¢ + 1n(0))z + sin(¢ + n(0))7), (3.27)

gdje su f1(9), f(0), ml () i m*(0) skalarne funkcije od 6.

Njihov smjer u okomitoj ravnini odreden je trigometrijskim funkcijama i kute-
vima 0(f) za sile, odnosno za 7(#) za momente sila. Kako su sile i momenti sile
na povrsini sfere, kut ¢ i 7 jednostavno je shvatiti kao kut devijacije od normalnog,
ako oni iSCezavaju, sile i momenti sile bit ¢e okomiti na kruznicu presjeka okomite
ravnine. Slika iz perspektive duz osi z (centrosomi se preklapaju) s navedenim vari-
jablama za silu dana je na slici 3.1.

Primijetimo da ¢e se u daljnjem tekstu uzimati u obzir ovisnost §(#) i n(6) o 4 ali
¢emo je radi preglednosti izostavljati u notaciji i pisati samo § i 7.

Twist je i dalje definiran sa a(f) = ¢(0) — ¢'(9), kao kut izmedu lijevog i desnog
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Slika 3.1: Slika centrosoma, iz nacrtne perspektive, s oznacenim varijablama koji
opisuju sile. Oba centrosoma se preklapaju, te za moment sila vrijedi analogna slika.
Kut theta zatvara se s osi z, kao u sfernom koordinatnom sustavu.

kraja mikrotubula, analogno prijasnjoj slici 2.3.
Udaljenost izmedu krajeva mikrotubula sada se mjenja, ovisno o kutu 6 ona se

smanjuje sa

L=1L(0) =Ly — 2d cos(6) (3.28)

Za momente sila Zelimo da on posjeduje simetrije i po komponentama, sa svr-
hom pojednostavljenja daljnjeg racuna bez gubitka opéenitosti. One su raspisane u
dodatku A.

UvrStavanjem izraza 3.26 i 3.27 u jednadzbe ravnoteze, Ciji je eksplicitan racun

prikazan u dodatku B, dovodi do sljedeceg skupa jednadzbi:

fo

m!(0) sin @ + df - (0) sin 6(0) (sin 0)*df = 0 (3.29)

0
2m™>(6) cos <@ + 77> = fH(0)(Lo — 4d cos(#)) (3.30)
5(0) = ”‘Ta(g) (3.31)



(3.32)

T
n) =n=-n =3

Rubni uvijeti, tj. pozicije krajeva mikrotubula na lijevom, odnosno desnom kro-

mosomu, glase:

r(dcosf) = d = |d|(sin 6 cos ¢3 + sin 0 sin ¢ + cos H3) (3.33)
r(Lo—2d cos8) = d = |d|(sin  cos(¢ — «)Z+sin O sin(¢ — oz)g)—k(g—Z cosf)z) (3.34)

Kako bi se ovaj sustav mogao dalje rjeSavati, potrebno je poblize odrediti ovisnost

funkcija sila i momenata sila o #. Za tu svrhu koristit ¢emo Taylorov razvo;j.

3.4 Rjesavanje modela Taylorovim razvojem

U svrhu daljnjeg rjeSavanja potrebno je preciznije specificirati Cetiri skalarne funk-
cije sile i momenata sile f4(6), f1(8) , m*(0) i ml(#). Po$to su granitni kutevi 6,
raspodjele mikrotubula na centrosomima mali, prikladno je koristiti Taylorov razvo;j.

Op¢enito, Taylorov razvoj funkcija sila i momenata sila ¢e biti

FH0) = fo + 10 + f30* + Z fi-6° (3.35)

1oy =+ flo+ flo> + .. = i o (3.36)
i=0

m*(0) = mg + mi6 +mz6 Z mie (3.37)

ml(0) = m) +mlo+mle*> + .. = i_o: m) o’ (3.38)

Redom c¢e se uzimati u obzir suksecivni ¢lanovi razvoja, krecuc¢i od konstantog,
nultog reda, dok nije pronadena Zeljena to¢nost aproksimacije.
Nadalje, osim ¢lanova razvoja, parametri svojstva mikrotubula, odnosno geome-

trijskog uredenja, dani su u tablici 3.1.
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Oznaka Opis parametra
d=1um Promjer centrosoma
L =12um Udaljenost centara centrosoma
x = 900pN pm? Krutost na savijanje

Tablica 3.1: Poznati parametri koristeni u modelu. Vrijednosti preuzete iz [27].

Slika 3.2: Shema koordinatnog sustava u kojemu su nacrtani mikrotubuli, s jednim
prisutnim mikrotubulom. Krajevi su pri¢vrs¢eni na centrosome, koji ovdje radi pre-
glednosti nisu nacrtani.

3.4.1 Nulti red razvoja.

Parametri nultog reda razvoja mogu se isCitati iz tablice razvoja za prvi red 3.2, dok
se detaljni izvod moze se pronaci u dodatku C.1. Nulti red ima jedinstveno rjesenje
za pozicije svih mikrotubula, na najblizoj toc¢ki dvaju centrosoma.

Koristeci rjeSenja B.32i B.33 od SKJ 2.1 jednadzbe, moguce je generirati slike
diobenog vretena. Na slici 3.2 prikazana je shema koordinatnog sustava u kojem su
nacrtane mikrotubule.

Sama slika nultog reda dana je na slici 3.3.

U nultom redu nema pomaka lijevog i desnog kraja mikrotubula, svi mikrotubuli
poslagani su u istoj toc¢ci. Jasno je da je ovakvo rjeSenje neprihvatljivo, te stoga

prelazimo na vise ¢lanove.

3.4.2 Prvired razvoja.

Prvi red razvoja, za razliku od nultog, ima rjeSenja koja dopustaju raspon oblika, sto
je i zahtjevano. Svi parametri Taylorovog razvoja modela, zajedno s objasnjenjima,
dani su u tablici 3.2.

Ukupno imamo 24 parametra dobivena razvojem u Taylorov red, grani¢ni kut

popunjenja 6, s jos 3 poznata parametra koji opisuju samu strukturu problema, danih
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| Parametri | Opis parametra razvoja

- Nulti ¢lan razvoja okomitih sila na lijevom centrosomu
= Prvi ¢lan razvoja okomitih sila na lijevom centrosomu

[ Nulti ¢lan razvoja paralelnih sila na lijevom centrosomu
Prvi ¢lan razvoja paralelnih sila na lijevom centrosomu

my Nulti ¢lan razvoja okomitih momenatasila na lijevom centrosomu
my Prvi ¢lan razvoja okomitih momenata sila na lijevom centrosomu
mg Nulti ¢lan razvoja paralelnih momenata sila na lijevom centrosomu
m! Prvi ¢lan razvoja paralelnih momenata sila na lijevom centrosomu
OL/ Nulti ¢lan razvoja okomitih sila na desnom centrosomu
f/ Prvi ¢lan razvoja okomitih sila na desnom centrosomu

I Nulti ¢lan razvoja paralelnih sila na desnom centrosomu

I Prvi ¢lan razvoja paralelnih sila na desnom centrosomu

mg Nulti ¢lan razvoja okomitih momenatasila na desnom centrosomu
mf, Prvi ¢lan razvoja okomitih momenata sila na desnom centrosomu
;
m‘o| Nulti ¢lan razvoja paralelnih momenata sila na desnom centrosomu
;
m! Prvi ¢lan razvoja paralelnih momenata sila na desnom centrosomu
o Nulti ¢lan razvoja kutne devijacije sila na lijevom centrosomu
0 Prvi ¢lan razvoja kutne devijacije sila na lijevom centrosomu
S0 Nulti ¢lan kutne devijacije sila na desnom centrosomu
5 Prvi ¢lan kutne devijacije sila na desnom centrosomu
Lo Nulti ¢lan razvoja kutne devijacije sila na lijevom centrosomu
IR Prvi ¢lan razvoja kutne devijacije sila na lijevom centrosomu
Lo Nulti ¢lan kutne devijacije momenata sila na desnom centrosomu
Ly Prvi ¢lan kutne devijacije momenata sila na desnom centrosomu

Tablica 3.2: Popis svih parametra prvog reda Taylorovog razvoja u teorijskom mo-
delu.
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Dvocrt

, Nacrt 90.0*

Yy
4l — X, Bokocrt 90.0%* [
y, Nacrt 45.0*
X, Bokocrt 45.0*
y, Nacrt 23.0*
ol x, Bokocrt 23.0* | |
y, Nacrt 0.0*
— X, Bokocrt 0.0*
~N - ~
N 0 - T
E3
2}
-4}
0 2 4 6 8 10 12
z
Tlocrt
2.0 T T T T T T T
1.5¢ R
1.0+ R
0.5} ]
I o.o0f ;
>
-0.5} R
-1.0} R
=15} R
-— 1 1 1

'0 L L L L
-20 -15 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
x(z)

Slika 3.3: Primjer rezultata nultog reda modela, gledano iz bokocrta i nacrta. Svi
mikrotubuli krecu iz iste tocke, poslagani su jedan na drugom, $to jasno nema veze s
stvarnim stanjem. Sve jedinice su u pm.

u 3.1. Racun predstavljen u C.2, ovo reducira na 5 slobodnih parametara. Oni se
biraju povedenim laksim rac¢unom i interpretacijom, te ¢e se donje slike realizirati s
izborima m!, mgy, mi , ag i ;. Primjetimo da su zadnje dvije varijable izabrane jer
je twist « bijektivan s § po komponentama razvoja (jednadzba 3.31).

Primjeri outputa modela, zajedno s primjerima eksperimentalnim podacima za

usporedbu, dani su redom u slikama 3.4, 3.5, 3.6, 3.7 i 3.8, te su glavne znacajke
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svake slike spomenute u opisu.
Model moze generirati Sirok spektar oblika, koji su svi videni eksperimentalni pod
mikroskopom, te ¢e daljnja obrada podataka pokazati kako sile i momenti sile utje¢u

na njihovo stvaranje.

Bokocrt

— v, Nacrt 60.0*
— vy, Nacrt 40.0*
y, Nacrt 0.0*

x(2),y(2)

Slika 3.4: Primjer rezultata prvog reda modela, bokocrt, zajedno s eksperimental-
nom slikom iz iste perspektive (preuzeto iz [27]). Za izbor parametara my’t =
—25.0 pNym, m;+ = 1.0 pNum, m;! = 350.0 pNym, ay = 7/3, a; = —7/10. Sve

jedinice na slici su u su u um.

Ovaj red moZe reproducirati glavne znacajke diobenog vretena, te je sljede¢i ko-
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16 Na‘crt

1.4}

1.2

1.0}

0.8}

y(2)

0.6

0.4}

0.2}

0.0}

-0.2

-1.5

Slika 3.5: Primjer rezultata prvog reda modela, nacrt, zajedno s eksperimentalnom
slikom iz iste perspektive (preuzeto iz [27]) . Zeleno istaknuti djelovi teorijske slike
odgovarali bi eksperimentalnim slikama. Crta poveznica iz crvene tocke do dru-
gog kraja mikrotubula odgovara kutu twista iz 2.3 odnosno strelicama u 2.4. Crna
kruznica odgovara pojedinom kutu ¢ za koji je nacrtan mikrotubul, koji su kontinu-
rani od [0, 6y]. Rub centrosoma se prelazi zbog koriStene aproksimacije malih kuteva.
Za izbor parametara mot = —25.0 pNum, m;+ = 1.0 pNum, m;! = 350.0 pNum,
ag =7/3, ap = —7/10,6y = w/3. Sve jedinice na slici su u pm.
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Bokocrt

— vy, Nacrt 60.0*
— vy, Nacrt 40.0%
y, Nacrt 0.0% ||

x(2),y(2)

ok i
2 4
0 2 4 6 8 10 12
z
2.0 Nalcrt
1.5} .
1.0} .
~N
=
0.5} |
0.0} .
_05 L L L 1 1
-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

X(z)

Slika 3.6: Primjer rezultata prvog reda modela, za iste parametre kao i slike 3.5 1 3.4,
sa promjenjenom perspektivom (kut rotacije oko sredisnje osi ¢). Rezultat modela
je trodimenzionalan, kao i sami eksperimentalni podaci, odnosno diobeno vreteno.
Blaga nesimetri¢nost na krajnjem kutu rezultat je izlaska iz rezima aproksimacije
malih kuteva. Za izbor parametara mo: = —25.0 pNum, m;* = 1.0 pNum, m,!| =
350.0 pNum, oy = 7/3, oy = —m /10,6y = 7 /3. Sve jedinice na slici su u pm.

rak sustavno usporediti rezultate modela sa trodimenzionalnih eksperimentalnim
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Slika 3.7: Primjer rezultata prvog reda modela, nacrt, zajedno s slikom podataka iz
iste perspektive (preuzeto iz [1]). Oblici mikrotubula u stanici su raznoliki, a teorijski
model ih mozZe reproducira. Za izbor parametara my* = 1.0 pNum, m;* = 0.0 pNum,
myl = —200.0 pNum, g = 7/4, a1 = —7/2,0, = 7/4. Sve jedinice na slici su u pm.

mjerenjima.
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2.5

Nacrt

2.0}

1.5}

1.0f

y(2)

0.5}

0.0}

-0.5

-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
X(z)

Slika 3.8: Nacrt diobenog vretena za izbor parametara Za izbor parametara mg*= =
1.0 pNpm, m;+ = 70.0 pNum, m; ! = —250.0 pNum, ay = 7/4, a; = —0.0,6, = /3.
Sve jedinice na slici su u um.

3.4.3 Visi redovi

Moguce je uzeti u obzir i vise ¢lanove u Taylorovom razvoju. Krenuvsi od jednadzbe
3.30 mozemo ju razviti u Taylorov red. Grupirajudi ¢lanove u r-tu potenciju od 0,
slijedi
9 T
0" : 2cos (% + 77) my = Lof" —4d Y (fe,-) (3.39)
1=0
pritom su ¢,, samo Taylorovi ¢lanovi od terms of cos(6).

Integralna jednadzba 3.29 glasi:

6o 7" T l
/ ml Sr—1) +sin(0(0))d fl Sr_1S1—k) (3.40)
1=0 k=0

gdje su sli¢no s,, Taylorovi ¢lanovi sin(#), te je sin(d()) = sin(>_, 6,6").

Jednadzba 3.31 je trivijalne jednakosti izmedu koeficjenata 4, i ..

Ove relacije se mogu koristiti za eventualnu izracunavanje visih redova, no za
evaluaciju integralne jednadzbe potrebno je pristupiti uz racunalnu potporu, zbog
koli¢ine ¢lanova, Sto se moze vidjeti i iz prvog reda.

Visi redovi ¢e se upotrijebiti ukoliko usporedba s eksperimentom uputi na to da je
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aproksimacija prvog reda odgovorna za greske modela.
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4 Zakljucak

Diobeno vreteno je stanicna struktura koja se formira tijekom stani¢ne diobe. U svrhu
boljeg razumijevanja tog procesa, pomoc¢u aproksimacije srednjeg polja prosiren je
poznati model ravnoteze u metafazi, koji je opisivao jedan par mikrotubula, na model
koji opisuje citavo diobeno vreteno. Dobiveni mean-field model uspjesno reporducira
osnovne karakteristike diobenog vretena, te pokazuje da je za dobivanje takvih oblika
potrebna sila i moment sile koji nisu konstantni. Sljedeci korak jest sustavna uspo-
redba teorijskog modela s eksperimentalnim mikroskopskim mjerenjima diobenog
vretena, u svrhu odredivanja sila i momenata sila koje djeluju na krajeve mikrotu-
bula, s naglaskom na njihovu promjenu od centralnih prema perifernim mikrotubu-

lima.
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Dodaci

Dodatak A Dodatne simetrije za momente sila

Za momente sila uvodimo dodatne simetrijske zahtjeve, primarno motivirani rezul-
tatima diskretnog modela. Prvi je zahtjev da su paralelni momenti sila suprotnog

predznaka:

M = —pmV (A.1)
Sljedeci je zahtjev na ukupne iznose momenata, odnosno analogon diskretnoj sime-

triji

M| = ‘M (A.2)

)

tj. jednakost iznosa momenata na krajevima svakog pojedinog mikrotubula. U
kontinuiranoj verziji to bi bila jednakost iznosa svih mikrotubula na pojedinom kutu

0:

viwoio= [

/2w
0

Ovo se moze raspisati koriste¢i izraz za momente sila 3.27:

N (8, 6) ’d¢. (A.3)

/WVmW+m”@ww+®%mmw+®%:

27
:/ Vml”? 4 mt 2 (cos(@ +8) +sin(@ +8)%), (A4)
0

dovodedi do

2 12 12

m”2 +m =ml +mt . (A.5)

Koriste¢i gornju jednakost za paralelne momente sila dobivamo
mt = +m* (A.6)
Zadnji zahtjev je da su okomite komponente momenta sila okomite na radijvek-
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tor kraja mikrotubula, odnosno da je vektor okomite komponente tangencijalan na

kruznicu radijusa |d(#)| u okomitoj ravnini.

d-M*=d - M", (A.7)
iz cega slijedi
m* cos(n) = m* cos(n’) = 0. (A.8)
Iz ovoga slijedi n = £7/, odnosno n = 7 and ' = — 7.

Primjetimo da, kao i kod sila, izbor predznaka povlaci izbor suprotnog predznaka

umt = imi/, odnosno fizikalna situacija je ista za oba slucaja, te se stoga bira
n=-n.
Dodatak B Racun jednadzbi ravnoteze

Za izvod jednadzbi ravnoteze u aproksiamciji srednjeg polja potrebno je redom uvr-
stiti eksplicitne oblike raspodjela sila i momenata u temeljne jednadzbe. Redom,

koriste¢i (3.13), za paralelni (||) smjer :

6O 90
//f” )dQ = 4t f”()sinedezo. (B.1)

Ponovno uvrstavamo (3.13), ovaj put u okomiti ( L) smjer. Pritom imamo dvije

komponente okomite ravnine:

2 0° 0°
T / fH(0) cos(¢p+6)d2 = 0 x fH(6)sinfdh = 0, (B.2)
0 0

0

27 90 90
T / / fH0)sin(é + 0)dQ = 0 x fH(6)sinfdh = 0. (B.3)
0 0 0

Slijedi uvrstavanje u (3.15), za paralelni || smjer:

22 gy = —f1'@0). (B.4)

Ponovno uvrstavamo okomitu komponentu sile u (3.15), te dobivamo dva smjera:
& FL0) cos(p + 8) = — 1 (9) cos(¢’ + &), (B.5)
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§: fH0)sin(6 + 8) = — f+ (6) sin <¢’ + 5’). (B.6)

Iz jednadzbi (B.5) i (B.6) kvadriranjem dobivamo:
fH0) =514 0), (B.7)

Definiramo pokratu A = § — §':

¢y =+ (0(0) —5'(0)) = o+ A, (B.8)
by =¢+m+(5(0)—6(0)=0¢+7+A. (B.9)

Ova dva naizgled razlicita rjeSenja se zapravo reduciraju na jedno, kao sto Ce se
eksplicitno vidjeti kasnije. Vrijednosti A ¢e naime biti razli¢ite ovisno o slucaju.

Nadalje uvodimo pokratu a = ¢ — ¢'.

Nastavljamo uvrstavanjem u jednadzbe ravnoteze, sada koristeci i ansatz za izgled

raspodjele momenata sile, krenuvsi od (3.14), za paralelni || smjer:

T 6o
Y /0 : /0 (m(8) + |d](F(0) sin 0 sin 6) sin 0d0d

0o
—>/ )+ |d|(f+(0) sin@sind)sindd = 0 (B.10)

Slijedi (3.14), sada za okomiti | smjer:

:]VfV 0)cos(é~7) -+ [d|(f(6) sin Osiarg — F-(0) cos Osin(é~F57)d2 = 0,
0 0

x
, (B.11)
2 o
g}// (m™(0)sinfé—=7) + |d|(f+(0) cos Ocoslé=+73) — f1(6) sinfcos@)dQ = 0.
o Jo
(B.12)

Preostala je jo$ jedino jednadzba (3.16), koja u paralelnom || smjeru glasi :

2 ml (@) + ml (8) + d(f* sinfsind + f- sinfsind’) = 0. (B.13)
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Zadnje dvije komponente, u okomitom | smjeru jednadzbe (3.16), glase:

&2 (8) cos(@ + 1) +m* () cos(o + 1)
+d(f1(9) sin(0) sin(6) + /1 (9) sin(9) sin (o))
— d(f*(0) cos(0) sin(6 + 8) — [+ (9) cos(0) sin (&' +9'))
— o) Lsin(6 +6) =0, (B.14)

g m*(0)sin(o+ )+ m* (0)sin (¢ + 7))
— d(f1(0) sin(8) cos() + f1 () sin(6) cos (')
+dgﬁmawmam¢+&—ffwm%wm%Qﬂ+5)
+ﬁkmLm{d+5)=a (B.15)

Zbog zadanih simetrija odmah znamo da je fll = 0 . Primjetimo da se gornje
jednazbe korektno transformiraju jedna u drugu za ¢ = ¢ + 7, kao $to i ocekujemo.

Dalje imamo

& m*(0) cos(¢ +1n) + mll(ﬁ) oS ((]5 +n - a)
— 2d(f*(0) cos(#) sin(¢ + 6)
+ fH(0)L(A) sin(¢p +0) =0, (B.16)

ili

& m*(0) cos(¢ +n) + mll(G) cos ((b +n - a)
+2d(f*(6) cos(8) cos (¢ +9+ g)
—fﬂ@M@am@+6+g>:Q (B.17)
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Sumirajudi i koristeci simetrije za momente sila iz A dobivamo:

T 2mJ‘(9)COS(¢_;¢/ + 77‘;77/> cos(¢;¢/ + 77_2”/)

— 2d(f*(0) cos(#) sin(¢ + 6)
+ fH(0)L(A) sin(¢p + ) =0, (B.18)

Koristec¢i definiciju a:

. a n+1 a n—1
: 2m™* (6 —+ —+
T 2m—( )Cos(gzﬁ 5 5 )COS<2 5 >

= (2d(f*(0) cos(0) + fH(0)L(9)) sin(¢ + 6), (B.19)
Za { smjer dobivamo

o Ly [ @ 0t a n-—n
g:2m (9)s1n(<b 2—1——2 >cos(2+ 5 )

= —(2d(f*(0) cos(0) + f(0)L(0)) cos(¢ + ). (B.20)

Djelimo jednadzbe u 3 i & smjerovima

e ntuny _ T
tan (gb 5 + 5 ) = —cot(¢p+9) = tan(gb +0 2) (B.21)
n+n  mT—a
5 + 5 = J (B.22)
Prvi ¢lan je nula jer vrijedi n = —7/, stoga slijedi
50) =" _20‘(9) (B.23)

Podsjetimo da je ovisnost §, « i ¢ o 6 bila prisutna, ali nije bila oznacavana radi

preglednosti. Alternativno iz B.17 slijedi:
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!

—1g(9) (mL(Q) sin(y) +m* (8) sin (0 — ) + 2d7*(6) cos(9) sin (6 + )

2

— FHO)1(0)sin (5 + g))
" (mJ_(Q) cos(1) + mj_l(e) cos(n/ _ a) + 2df*(6) cos(8) cos ((5 + g)

— fH(O)L(6) 008(5 + g)) =0, (B.24)

iz cega mozemo dodi do istog zakljucka za §.

Eliminacijom trigonometrijskih funkcija sada redom dobivamo

& m(0) + mt () + 2df1(0) cos(0) — fH(0)(Lo — 2d cos(6)) = 0, (B.25)
i (0) + mt () + 4dfE(0) cos(0) — fH(0)Ly = 0. (B.26)
& :2m>(0) = f(0)(Lo — 4d cos(6)) (B.27)

Ovima je iz svih jednadzbi eliminirana svaka ovisnost o ¢, ostavljajudi time samo
6 kao kutnu varijablu, Sto je i ocekivano, jer je sustav po konstrukciji osnosimetrican
za rotaciju oko sredis$ne osi, koju ¢ i opisuje.

Konacno jednadzbe glase:

)

O m!(0) sin 6 + df+(6) sin () (sin 8)*df = 0 (B.28)
om*(6) cos(@ + 77> = fH(0)(Lo — 4d cos(0)) (B.29)
5(0) = W_TO‘(Q) (B.30)

n=—n = g (B.31)

Rjesenja same SKJ 2.1, koja opisuje elasticne mikrotubule usred deformacije, biti
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¢e dobivena koristenjem aproksimacij malog kuta % ~ 1. Iako opcenito postoje ana-
liticka rjeSenja [25], nisu pogodna za interpretaciju, a kako se mikrotubule savijaju

sporo, greSka je mala. RjeSenja glase:

y(z) = Asin((w1z + ¢1)/2) cos((waz + ¢2)/2)

+ Bcos((w1z + ¢1)/2) sin((wa2z + ¢2)/2)

_ vy

+ Fz i I (B.32)

x(2) = Asin((w1z + ¢1)/2) cos((waz + ¢2)/2)
+ Beos((w1z + ¢1)/2) sin((waz + ¢2)/2)
My FmZ Mz:thy

) + F + P2 (B.33)

oy = \/MZM;—}-ZLHFZ (B.34)

Wy = Mz (BSS)
K

Sile i momenti rastavljeni po X, y i z komponentama su samo komponente od 3.26
i 3.27, evaluirano u (¢, ¢) pojedinog kraja mikrotubula kojeg crtamo.
L, di k su odredeni ekperimentalno, tretirani kao poznati parametri i dani u 3.1.

A,B, te ¢/, se odreduju fiksiranjem rubnih uvjeta u diL+d —2(d-2)3
r(dcos) = d = |d|(sin 0 cos ¢& + sin 0 sin ¢ + cos 03) (B.36)

- L
r(L —dcosf) =d = |d|(sinf cos(¢p — )z +sinfsin(¢p — )y + (E —2cos0)z) (B.37)

Varijabla z je paralelna udaljenost krajeva mikrotubula, te se smanjuje s 6 zbog
geometrije. Kako imamo slobodnu rotacije po ¢, bitan je samo relativan polozaj ¢ i

¢', odnosno twist «, te ¢e oblik mikrotubula biti neovisan o pocetnom ¢.
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Tablica C.1: Razvoj funkcija do nultog ¢lana Taylorovg reda.

P
/=1
m> = mg
= ]
fJ_ — fJ.p
=1
mt = mé/
ml = ml
6(6) = oo
a(f) = o
sin(f) =0
cos(f) =1

Dodatak C Taylorov razvoj

Kako bismo specificirali oblike nepoznatih skalarnih funkcija koji ovise o kutu ¢
odlucujemo se za razvoj u Taylorov red oko nule. Ovo je opravdano jer je vecinski
dio mikortubula pozicioniran u uskom dijelu spojnice dvaju centrosoma, te stoga ova
aproksimacija ne uvodi znacajnu gresku. Kre¢u¢i od nultog reda, gdje su svi ¢lanovi
konstante, razvijamo sve nedefinirane funkcije te ih zatim uvrStavamo u izvedene

izraze za ravnotezu.

C.1 Nulti red

6° : 2mi cos(n + %) = fL(Ly — 4d) C.1)

1 2my cos(n + %0)

= C.2
Jo (Lo — 4d) (€2)
Integralna jednadzba postaje:
0o
mg(sin 0) + df; sin(8y)(sin 0)2df = 0, (C.3)
0
Sto se moze jednostavno integrirati, postajuci
1 1

ml(1 = cos o) + df- sin(80) 5 (6o — 5 sin(260)) = 0. (C.4)
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Rubni uvjeti se takoder transformiraju:

r(dcos0) = d = |d|(0% + 0f + 12), (C.5)

-

r(L —dcosf) =d= (02 +0y+ (L —d)2). (C.6)

Nulti red ne dovodi do zadovoljavajucih rjeSenja, Sto je odmah i vidljivo iz ra-
zvoja rubnih uvjeta. Moguca su jedino rjeSenja gdje su svi mikrotubuli u najblizim
tockama dvaju (sferi¢nih) centrosoma, Sto nikako ne odgovara stvarnom rasporedu

mikrotubula po sfernoj kapici, te je stoga potrebno prije¢i na prvi red Taylorovog

razvoja.

35



Tablica C.2: Taylorov razvoj nepoznatih funkcija do prvog reda.

—=fo + /10
=13+ o
mt =my +my

ml = m) +mlo

I e
=1+l
mt =md +mt'o
m”, = m[‘)‘ + m! 0
6(0) = g + 010
a(f) = ap + a6
sin(f) =6
cos(f) =1

C.2 Prvired

Nepoznate skalarne funkcije ponovno razvijamo u Taylorov red, ali se sada zadrzavamo

na prvom Clanu. Slijedi uvrStavanje u izvedene jednadzbe ravnoteze, te se dobiva:

60 - Qmé COS(?] + %) = fOL(LO — 4d), (C.7)
1. L QN 1 XN\ 1 —
0" :2 <m1 cos<77+ 5 ) my sm<77~|— 5 ) 5 ) fi (Lo — 4d), (C.8)
0. 5= L0 (C.9)
2
mux:;%. (C.10)

Preostala integralna jedadzba je takoder, kao i u slu¢aju nultog reda, sada u stanju

biti integrirana, koriste¢i trigonometrijski identitet

sin(dg + 016)) = sin(dp) cos(016)) + cos(do) sin(010)). (C.11)

To nas dovodi do izraza:
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[ ((mi+ mio) s
0

+ (sin(8p) cos(610)) + cos(&o) sin(6,0))(fy + ff@)(sin(&))2>9 =0. (C.12)

Ovaj integral je jednostavno rjesiti analiticki, no to dovodi do velikog broja ¢lanova:

ml(1 = cosby) + ml sin(6y) — ml6y cos(6y)+

+1/4df3" cos(&o) ((cos((—2+51)90)/(—2+51)—(2005(5100))/51+cos((2+51)00)/(2+51))
+1/(=2+4+0)—1/6+1/(2+ 51)>
+1/4df sin(d) ((Sm((—2+51)90)/(—2+51)—(23i”(5190))/51+sm((2+51)90)/(2+51)))

+ 1/4df1J' Sin(é()) ((2008(5190))/(5% — (908%”((51 — 2)90))/(51 - 2) + (29032'71(5100))/51—
(Bosin((61 4 2)00)) /(01 + 2) — cos((6; — 2)6) /(61 — 2)* — cos((6y + 2)6) /(61 + 2)?)

— (@18 = 1/(01 = 2% =1/ (01 + 2)%))

+ 1/4dfi- cos(d) ((232’71(5100))/5% — (Bocos((61 — 2)00)) /(01 — 2) + (260pcos(616p)) /61—

(Bosin((61+2)00)) /(614 2) — sin((6; —2)00) /(61 — 2)* — sin((6, +2)6p) /(61 +2)?) = 0
(C.13)

Valja primjetiti da se svi gornji izrazi korektno reduciraju u nulti red u limesu
kada koeficijenti prvog reda Taylorovog razvoja teze u nulu.

Rubni uvjeti u ovom redu razvoja glase:

r(dcost) = d = |d|(0 cos pi + Osin ¢fj + 12) (C.14)
r(L —dcos) = d = |d|(0 cos(¢ + A)z + Osin(¢ + A)g + <§ - 1)2) (C.15)

U ovom slucaju, za razliku od prijasnjeg nultog reda, imamo moguénost raspo-

djele mikortubula po sfernoj kapici, umjesto lokalizacije u ekstremalnoj tocci, Sto
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ovaj red ¢ini pogodnim za daljnje razmatranje. U konacnici ovaj razvoj nam daje
pet slobodnih parametara, izabranih izmedu koeficijenata Taylorovog razvoja danih

ucC.2.
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