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Uvod

Osiguranje je jedan oblik upravljanja rizikom, prvenstveno usmjeren na sma-
njenje financijskih gubitaka. Osnovna ideja je da osiguranici, pojedinac ili
grupa, uplatom premije osiguranja, prenose rizik na osiguravajuce drustvo.
Teorija povjerenja dio je aktuarske matematike koji se koristi za odredivanje
premije povjerenja. Osiguravaju¢im drustvima od velike je vaznosti mogu-
¢nost izracuna Sto tocnije premije povjerenja kako bi bili sto konkurentniji
na trzistu. Glavna ideja je da se pojedinci koji se izlazu istom riziku svrstaju
u istu grupu, koja se naziva kolektiv.

Ovaj rad baziran je na regresijskom modelu povjerenja. On omogucava
definiranje premije povjerenja i procjenitelja povjerenja, kao linearne funk-
cije poznatih kovarijata. Naime, relacija izmedu steta i kovarijata zadana je
linearnim regresijskim modelom. Posebna paznja posveéena je jednostavnom
regresijskom sluc¢aju u kojemu je vrijeme kovarijata.

Dakle, u prvom poglavlju predstavljeni su osnovni pojmovi teorije povje-
renja. Kroz matematicku formulaciju problema procjene rizika navedene su
definicije toc¢ne individualne, kolektivne te bayesovske premije kao i njihovi
medusobni odnosi.

Premija se opéenito ne moze egzaktno izracunati, stoga se u drugom po-
glavlju, procjenitelja za individualnu premiju trazi medu linearnim funkci-
jama uzorka. Takvi procjenitelji nazivaju se procjenitelji povjerenja, te se
u trecem poglavlju promatraju u visedimenzionalnom modelu povjerenja.
Nakon uvodenja procjenitelja povjerenja i viSedimenzionalnog modela povje-
renja, u ¢etvrtom poglavlju dolazi se do regresijskog modela povjerenja.



1 Matematicka formulacija problema procjene
rizika
1.1 Individualni rizik i to¢na individualna premija

Neka je sa X; oznacen ukupan iznos steta za promatranog pojedinca u godini
j ili u nekom drugom dobro definiranom razoblju j,7 = 1,...n. Veli¢ine
X;,7 = 1,...,n matematicki se interpretiraju kao slucajne varijable.

Na temelju podataka o Stetama promatranog pojedinca u prethodnim pe-
riodima, X=(Xj,...X,,)’, cilj je odrediti njegovu premiju rizika ukupne stete
za nadolazeéi period, tj. njegovu ocekivanu stetu u iduéem periodu. U tu
svrhu potrebno je imati odredene pretpostavke na funkciju distribucije F'(x)
slucajne varijable Xj;.

Standardne pretpostavke funkcije distribucije:

Al: stacionarnost: Sve slucajne varijable X; su jednako distribuirane s
funkcijom distribucije F'(z)

A2: nezavisnost: Slucajne varijable X;, 7 = 1,...,n su nezavisne (za danu
funkciju distribucije F(x)).

Napomena:

e Pretpostavka A1l potrebna je kako bi se uspostavila veza izmedu proslosti
i buduénosti.

U osiguravajucoj praksi Cesto se nailazi na situaciju kada je F' nepoznata i
varira medu rizicima. U matematickoj statistici, obzirom na moguénost pa-
rametrizacije, F' je oznacen sa Fy, gdje je ¥ nepoznati parametar koji varira
medu rizicima. ¢ naziva se profil rizika, te se opéenito uzima da je ¢} element
nekog apstraktnog skupa ©.

Princip racunanja premije H je funkcija koja sluc¢ajnoj varijabli X pridruzuje
realni broj H(X):

X — H(X)
Neki dobro poznati principi racunanja premija:
e Princip ocekivanja: X — (1 + a)E[X],a > 0;

e Princip standardne devijacije: X — FE[X] + fo(X),[ > 0;



e Princip varijance: X — E[X]| + v0%(X),v > 0;
e Eksponencijalni princip: X — 1 1In E[e’X], 4 > 0;

Za svaki od navedenih principa, premiju H(X) moguce je rasclaniti na ¢istu
premiju rizika F[X] i pozitivni ostatak rizika odreden sa parametrima «, £,
v 1. Moze se primijetiti da je ¢istu premiju rizika E[X] mogucée dobiti
principom ocekivanja uz a = 0.

Osiguravajuca drustva primorana su, kako bi redovito ispunjavala svoje
obveze prema osiguranicima u nepovoljnim godinama, drzati kapital za pri-
cuvu. Kapital za pricuvu predstavlja pozitivni ostatak rizika, te u njega
ulazi i kompenzacija investitorima za izlaganje svog kapitala riziku, koja se
promatra kao trosak rizicnog kapitala.

Rezultat primjenjivanja principa H jest to¢na individualna premija za
rizik (s profilom ¥), koja se oznacava H (Fy). Ograni¢avanjem na promatranje
¢iste premije rizika dolazi se do definicije tocne individualne premije rizika.

Definicija 1.1. Tocna indwidualna premija za rizik s profilom rizika 9 jest
P(9) = Byl Xia] = u(0). 1)
Toc¢na individualna premija takoder se naziva i fer premijom rizika.

Problem odredivanja individualne premije stoga se opisuje kao problem odre-
divanja velicine p(¢#). Naime, u praksi osiguranja, obje velicine ¢ i pu(¥¢) su
nepoznate, stoga je potrebno traziti procjenitelja () za u(?9).



1.2 Problem procjene rizika i premije kolektiva

Osiguravajuca drustva osiguravaju razlic¢ite vrste rizika. Oni se grupiraju
u razrede ”sliénih rizika” na bazi "objektivnih” karakteristika rizika. Pri-
mjerice, u auto osiguranju, neke od tih karakteristika su kapacitet cilindra,
vrsta, snaga, tezina motora, te individualne karakteristike vozaca kao sto su
dob, spol, regija i slicno. U osiguranju od pozara bitne karakteristike bi bile,
primjerice, tip konstrukcije osiguranog objekta, vrsta posla koja se obavlja u
tom objektu ili moguénost gasenja pozara u tom objektu.

Bitna znacajka teorije povjerenja jest da se svaki rizik ne gleda zasebno,
ve¢ ga se promatra kao dio grupe ”slicnih” rizika, koji se onda nazivaju
kolektiv. Svaki rizik iz kolektiva okarakteriziran je svojim individualnim
profilom rizika ;. Paramteri ¢; elementi su skupa @, gdje je © skup svih
mogucih vrijednosti profila rizika za taj kolektiv.

Obzirom da se rizici u kolektivu razlikuju, razlikuju se i njihove ¥-vrije-
dnosti. Bitna zajednicka poveznica jest da su v¥-vrijednosti za svaki rizik iz
istog skupa O, stoga se kaze da je kolektiv grupa sli¢nih rizika.

Specijalni sluc¢aj jest homogeni kolektiv, gdje se © sastoji od samo jednog
elementa i svaki clan tog skupa ima isti profil rizika. Naime, u praksi to nije
slucaj.

Osiguravateljima su 9J-vrijednosti odredenih rizika u kolektivu nepoznate,
no temeljem a prior: spoznaje i statistickih informacija, moguce je saznati
neke pojedinosti o strukturi kolektiva. Primjerice, podatak da veé¢ina vozaca
predstavlja ”dobar” rizik, obzirom na slabu ucestalost steta, dok samo manji
postotak vozaca kontinuirano ¢ini Stete. Formalno, te informacije mogu se
sazeti vjerojatnosnom distribucijom U(¥) na skupu ©.

Definicija 1.2. Vjerojatnosna distribucija U(9) naziva se strukturna funk-
cija kolektiva.

U(¥) moguce je interpretirati na vise nacina:

o empirijska bayesovska interpretacija: ukoliko se ¥ u kolektivu promatra
kao slucajni uzorak iz fiksnog skupa O, tada funkcija U(¢)) predstavlja
ucestalost pojavljivanja 9 na skupu O,

e cista bayesovska interpretacija: funkcija distribucije U () interpretira
se kao opis osobnog razmisljanja, a prior: spoznaje te iskustva aktuara.



Prethodnim odjeljkom predstavljena je to¢na individualna premija, a sada
¢e se paznja posvetiti premiji kolektiva.

Definicija 1.3. Premaija kolektiva definirana je sa:

prll _ /@ (VU (D) = o, @)
Osvrt na do sada definirane premije:

e tocna indiwvidualna premija P (9) = p(v) = Ey[X, 1] odgovara oce-
kivanom iznosu Stete individualnog rizika (uz dani profil rizika ) za
nadolazeci preiod n 4+ 1. Obzirom da je ¥ osiguravatelju nepoznat pa
mu je time i u(19) nepoznat, potrebno je procijeniti premiju. Naime,
u najboljem slucaju, osiguravatelju su na raspolaganju informacije o
Stetama pojedinog osiguranika za nekoliko prethodnih perioda. Cest je
slucaj da su te informacije vrlo ogranicene te nisu pouzdan pokazatelj.

o premija kolektiva PN = o = Jo 11(0)dU (9) odgovara prosjeku oce-
kivanih iznosa Steta individualnih rizika za cijeli kolektiv. U veéini
slucajeva ova vrijednost je takoder nepoznata osiguravatelju, no ipak
ovu premiju moguce je procijeniti s velikom preciznoSéu na osnovu po-
dataka iz prethodnih razdoblja.

Osiguravaju¢em drustvu od velike je vaznosti moguénost izracuna kolektivne
premije. Osiguravatelj bi mogao od svakog ¢lana kolektiva zahtijevati jed-
naku premiju, stoga se namece pitanje zbog cega je tocna individualna pre-
mija toliko bitna osiguravaju¢im drustvima.

Pri nadmetanju glavni cilj pojedinog osiguravajuceg drustva jest ponu-
diti sto bolju fer premiju rizika. Ukoliko neko osiguravajuce drustvo ponudi
jednaku premiju za svaki rizik u kolektivu, dobri rizici pla¢aju previse, a losi
premalo. Ukoliko konkurentsko osiguravajuce drustvo ponudi raznolikije i
viSe fer premije, ono automatski postaje pozeljnije na trzistu. Dolazi do sli-
jevanja dobrih rizika u konkurentsko osiguravajuce drusvo, dok prvo drustvo
ostaje pozeljno samo za lose rizike. Dakle, struktura kolektiva se mijenja.



1.3 Problem procjene premije na jeziku bayesovske sta-
tistike

Matematicki opis problema procjene premije na jeziku bayesovske statistike
najlakse je demonstrirati na tzv. modelu dvije urne.

Mk

U Fi
Slika 1: Model dvije urne

Prva urna predstavlja kolektiv sa funkcijom distribucije U. Iz nje se oda-
bire individualni rizik, odnosno njegov profil rizika ¢ . Parametar ¢ odreduje
sastav druge urne, odnosno funkciju distribucije Fy. Zatim se iz druge urne
odabire vrijednosti slucajnih varijabli Xi, X5,..., koje su nezavisne i jednako
distribuirane sa funkcijom distribucije Fy.

Matematicki se ovaj model moze opisati na sljedec¢i nacin:

Svaki rizik je okarakteriziran svojim individualnim profilom rizika ¢, gdje
je ¥ realizacija slucajne varijable © te vrijedi:

e uvjetno na dogadaj @ = ¥, X, Xs,... su nezavisne jednako distribu-
irane s funkcijom distribucije Fy.

e O je slucajna varijabla s funkcijom distribucije U.

Opaske:

e Model dvije urne matematicki opisuje ve¢ promatrani problem. Rizici
u kolektivu se medusobno razlikuju, svaki ima svoj profil rizika ©}. Za-
jednicka odrednica im je to sto su njihovi profili 1; nezavisno odabrani
iz iste urne s funkcijom distribucije U.

e U ovakvoj interpretaciji, individualnu premiju moze se promatrati kao
sluc¢ajnu varijablu. To¢na vrijednost individualne premije nije poznata,



no ipak se zna nesto o moguéim vrijednostima p(0), te o vjerojatnos-
tima s kojima se te vrijednosti dogadaju, stoga je prirodno u(©) pro-
matrati kao slucajnu varijablu. Dakle, individualna premija definirana
sa

p(0) = Es[Xnia] = E[Xn11|0 = 9]

moze se smatrati i sluéajnom varijablom p(©), sto je ustvari uvjetno
ocekivanje F[X,,11|O)].

e Moze se primijetiti da su a prior: svi rizici jednaki. Portfelj se sastoji
od boljih i losijih rizika, no nije u moguce, a priori, znati kojem razredu
pojedini rizik pripada. Zakljucci o pojedinom riziku mogu se donijeti
tek nakon promatranja individualnih rizika.

e Za razliku od individualne premije, kolektivna premija
Peol = 1g = [ p(@)dU(9) = E[X, ]

je fiksni broj obzirom da se radi o bezuvjetnom ocekivanju.

e Direktno iz promatranog modela slijedi da su X, Xy, ... uvjetno neza-
visne za dano @ = v, a © = ¢ odreduje Fy. Bezuvjetno X, X, ... su
pozitivno korelirane:

Cov(X1, X2) = E[Cov(X1, X5|0)] + Cov(E[X1]6], E[X2|6]) =
= Cov(u(O), u(0)) = Var[u(©)] > 0.

Napomena:

e Kako bi se reducirao broj oznaka, © koja je ranije koristena kao oz-
naka za skup mogucéih vrijednosti od ¥, sada ¢e se koristiti za slucajnu
varijablu ¢ija je realizacija .

Glavni cilj je, za svaki pojedini rizik, procijeniti to¢nu individualnu premiju
1(O) sto je preciznije moguce. Potencijalni procjenitelj jest kolektivna pre-
mija o, koji je prikladan procjenitelj za novi rizik za koji nema podataka
o Stetama za prethodna razdoblja. U tom slucaju premija se procijenjuje
prosjekom ocekivanih individualnih rizika za cijeli kolektiv. Bitno je uociti
kako taj procjenitelj uzima u obzir ¢injenicu da rizik pripada kolektivu c¢iji

lza formulu vidjeti H.Biihlmann, A. Gisler, A Course in Credibility Theory and its
Aplications, Springer, 2005



je profil rizika nasumi¢no odabran iz ”kolektivne urne” U, no ne zamara se
iskustvom individualnih steta. Ako se neki rizik promatra tijekom razdob-
lja od n godina, te ako je X vektor koji oznacava iznose individualnih Steta
za to razdoblje, tada bi ta informacija trebala biti znacajna prilikom pro-
cjene. Time se dolazi do definicije bayesovske premije, premije temeljene na
iskustvu individualnih Steta X.

Definicija 1.4. Bayesovska premija definirana je sa

Pres = i(©) = E[u(©)|X). 3)



2 Procjenitelji povjerenja

Procjenitelja za ©(@) pokusat ¢e se pronaé¢i medu linearnim funkcijama
uzorka X = (X1, X, ..., X,,)’, odnosno trazit ¢e se najbolji procjenitelji u
srednjekvadratnom smislu u klasi svih linearnih procjenitelja.

2.1 Procjenitelji povjerenja u jednostavnom kontekstu

2.1.1 Premija povjerenja u jednostavnom modelu povjerenja

Pretpostavke jednostavnog modela povjerenja

i) Slu¢ajne varijable X;, j = 1,2,...,n, uz uvjet © = ¥, su nezavisne i jednako
distribuirane sa funkcijom distribucije Fy i sa uvjetnim momentima

u(9) = E[X;|6 = v],
o?2(¥) = Var[X;|0 = 9.

i) O je slucéajna varijabla sa funkcijom distribucije U(©). U ovom modelu
je

Pt = () = E[X,11/6)

Pl = g = [ p(9)dU(9).

Moze se primijetiti da su, s obzirom na to da je © sluc¢ajna varijabla, 1(©)
te 0%(0) takoder slucajne varijable.

Ponovno je cilj pronaéi procjenitelja za individualnu premiju p(€@) uz dano
X, no sada se procjenitelj trazi medu afinim funkcijama danog uzorka. Takav
procjenitelj oznacava se sa P¢? ili [i(©), te se naziva procjenitelj povje-
renja.

Dakle, /1(©) mora biti oblika
(O) = do+ Y, d; X

Nadalje, ,&(@) mora biti takav da mu je srednjekvadratna greska procjene mi-
nimalna. Dakle, realni koeficijenti day, ay, ..., a,, moraju zadovoljavati problem
minimizacije

E[(u(O) —do — 371 d;X;)? =  min  E[(u(0) —ao — 37 a;X;)?].
Parcijalna derivacija po ag daje sljede¢u jednadzbu

9



E[M(@) — ag — Z?:l CLij] = 0.
Koristedi da vrijedi

E[X;] = E[E[X;|0]] = E[n(O)],
dobiva se da je

ap = Elp(0)] - (1 — Z?:l a;).
Diferencira li se srednjekvadratnu gresku po a;,7 = 1,...,n, dobiva se
EXi(u(©) —ag — 375, a;X;)] = 0.

Neka je

7% = Varlu(0)),
po == E[u(O)].

Moze se uociti da vrijedi

E[X;u(0)] = E[E[X;u(0)|0]] = E[u(0)%] = Var[u(©)] + (E[u(O)])* =
=72+ .

Slicno se dobiva za j # k

E[X;Xy] = E[E[X;Xi|0]] = E[(0)*] = Var[(©)] + (E[u(0)])* =
=72+ .

Na kraju se jos moze uociti da vrijedi

EIX?] = E[E[X?|0]] = E[Var[X;|0]] + E[u(©)’] =
= E[Var[X;|0]] + Var[u(©)] + (E[u(O)])* = of + 72 + g,

gdje je
o2 .= E[Var[X;|0]] = E[c*(O)].
Sada se parcijalna derivacija po a; moze zapisati kao
a;og = (1 =327 a;)(7% + pg — aoko)-

Odavde se vidi da mora vrijediti a1 = ay = ... = a,,.
Neka je sada b= )", a; 1 a = ao. Tada se trazeni procjenitelj moze zapisati
u obliku

gdje

10



Naposljetku se dobiva

b=

2+ a¢/n - n+os/m%

Time je dokazano da uz dane pretpostavke jednostavnog modela, procjenitelj
povjerenja je dan sa

() = aX + (1 - a)pu, (4)
gdje su
o = E[u(O)],
- n
T +o02/7?

2.1.2 Kvadratni gubitak premije povjerenja

Premiju povjerenja P¢?, tezinski prosjek P! i X, moguée je interpretirati
sljede¢im principom:

o Pl — 1 jest procjenitelj temeljen samo na a priori znanju. Njegov
kvadratni gubitak jest

El(uo — u(6))?] = Var(u(©)) = 72

e X jest linearni i individualno nepristrani procjenitelj temeljen samo na
opservacijama vektora X. Njegov kvadratni gubitak je

B[(X — u(©))’] = E[0*(©)/n] = o5/n.

o Pcred jest tezinski prosjek ta dva procjenitelja, gdje su tezine proporci-
onalne inverznu kvadratnog gubitka

() = aX + (1 — a)uo,

=»

die n/o? 72 n
€ ]je o= = = .
S njog+1/m2  1240%/n  n+od/r?

11



Sada se pomocu procjenitelja povjerenja /fb(@) moze izracunati kvadratni gu-
bitak premije u(©)

El((O) - ()] = E[(a(u(0) = X) + (1 — a)(1(6) — uo))*] =

=220 4 (1—a)*r? =
n

- (— n )2‘7_3 (2T op /T )22
n+ao/7'2 n+og/7?
od o5
n+00/7'2 n o
od/T?
= 7= (1—a)r?
n+ o§/m?
jer je

E[(1(6) — o) (u(6) — X)] = 0.

2.1.3 Definicija procjenitelja povjerenja kao ortogonalne projek-
cije u Hilbertovom prostoru L?
Neka je
L? :={X : X je slutajna varijabla za koju vrijedi F|X?|<oo}.
Ukoliko X i Y pripadaju L? tada je njihov skalarni produkt definiran sa
(X,Y) = E[XY].

Podrazumijeva se da su sluc¢ajne varijable, (©) € L?, individualna premija
koju se zeli procijeniti, te X' = (X1, Xo, ..., X,,) opservacijski vektor ¢ije su
komponente elementi L?, elementi Hilbertovog prostora L? sa pripadajué¢im
momentima

fo = E[p(O)],
H'IX = (:U’XuﬂXza ""MXn) = (E[XILE[XA? 7E[Xn]>’

te kovarijacijskom matricom za X
Var(X,]  Cov(Xy,Xs)--- Cou(Xy,X,)
Cov(Xy, X Var|Xs|--- Cov(Xs, X,
Yx = Cov(X,X') = ( ,2 ) [ 2 (X2, Xn)

Cov(X,, X1) ce Var[X,]
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Definicija 2.1. i) Dva elementa X i Y € L? su ortogonalni (X_LY),
ukoliko je njihov skalarni produkt (X,Y) jednak 0.

i) Za zatvoreni potprostor (ili zatvoreni afin potprostor) M C L* definira
se ortogonalna projekciju od Y € L* na M sa: Y € M jest ortogonalna
projekcija odY na M (Y = Pro(Y|M)) ako Y —Y LM, odnosno Y —
Y17, — Zy za sve Z, 249 € M.

Teorem 2.2. Sljedecée turdnje su ekvivalentne:

i)Y = Pro(Y|M). i
W)Y e M i(Y =Y, Z-Y)=0, za sve Z € M.
i) Y e Mi||Y =Y| <||Y —Z|, za sve Z € M.

Ranije je spomenuto kako se zeli pronadi procjenitelja za p(©) baziranog na
X = (Xy,...,X,)". Uz dani vektor X sada se definiraju dvije klase L(X,1) i
L.(X), te pripadajuéi procjenitelji povjerenja, no prije toga navodi se defini-
cija afinog potprostora.

Definicija 2.3. Q C L? je zatvoren afin potprostor od L* ako je
Q=7Z+P={X:X=27Z+4Y,Y € P},
gdje Z € L? i P je zatvoren potprostor od L*.
Definicija 2.4. Procjenitelj povjerenja za p(©) baziran na X jest procjenitely
O) = Pro(u(©)|L(X, 1))
U zatvorenom potprostoru
L(X,1) ={a0) : i(O) = ag + >, a;Xi, a0, a1, ... € R},
te se naziva nehomogeni procjenitely povjerenja.

Definicija 2.5. Homogeni procjenitelj povjerenja od 1i(©) baziran na
X jest procjenitely

(©)"m = Pro(u(O)|Le(X)
u zatvorenom afinom potprostoru

L(X) = {i(6) : jl(6) = Y, aiXi.ar, a5, .. € R, E[j(6)] = E[u(O)]}.
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Moze se uociti da za razliku od nehomogenog procjenitelja povjerenja, ho-
mogeni procjenitelj povjerenja ne sadrzi konstantni ¢lan, te se zahtjeva da
bude nepristran, sto je za nehomogenog procjenitelja povjerenja automatski
ispunjen uvjet.

Dakle, oba procjenitelja povjerenja interpretirana su kao ortogonalna pro-
jekcija (nepoznate) individualne premije (@) na prikladno definirani pot-
prostor (ili afini potprostor) od L?. Dalje se navode osnovna svojstva pro-
jekcije koje ée se ¢esto koristiti u nadolazeéim poglavljima pri izvodu.?

Teorem 2.6. (iterativnost projekcije). Neka su M i M’ zatvoreni pot-
prostori (ili zatvoreni afini potprostori) od L? takvi da je M C M’. Tada
vrijedi

Pro(Y|M) = Pro(Pro(Y|M")|M)

1Y = Pro(Y|M)|* = [[Y = Pro(Y|M")||* + |[Pro(Y'|M") — Pro(Y'|M)]|]*.
Teorem 2.7. Neka je fi(@) bayesovska premija. Tada vrijedi:

E[(4(0) — u(©))’] = E[(4(O) — i(6))’] + El(i(6) — u(©))?].

Teorem 2.8. (linearnost projekcije.) a) Sljedece svojstvo je istinito za
projekcije na zatvorenom linearnom potprostoru P:

Pro(aX + bY|P) = aPro(X|P) 4+ bPro(Y|P), za sve a,b € R.

b) Sljedece svojstvo je istinito za projekcije na afinom linearnom potprostoru

Q:

Pro((a+b)"'(aX +bY)|Q) = (a + b)) (aPro(X|Q) + bPro(Y|Q)), za sve
a,b € R takve da je a + b # 0.

Teorem 2.9. (uvjeti ortogonalnosti za nehomogenog procjenitelja
povjerenga). [i(O) jest nehomogeni procjenitelj povjerenja od p(©) baziran
na X ako i samo ako su zadovoljeni sljedeci uvjeti:

i) (u() = i(6),1) =0,

i) ((O) — 1(O), X;) =0, zaj =1,2,....n.

2za dokaze vidjeti H.Bithlmann, A. Gisler, A Course in Credibility Theory and its
Aplications, Springer, 2005
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Teorem 2.10. (uvjeti ortogonalnosti za homogenog procjenitelja
povjerenga). [i(O)"™ jest homogeni procjenitelj povjerenja od u(©) baziran
na X ako i samo ako su zadovoljeni sljedeci uvjeti:

i) (u(®) = a(e)rm, 1) =0,
i) (1(0) — 4(©)"™, (u(©) — (u(©)"™) =0, za sve fi(O) € Lo(X).
Napomena:

e Nehomogeni i homogeni procjenitelji povjerenja su oba nepristrana u
kolektivu. Naime, za homogeni procjenitelj povjerenja taj uvjet slijedi
iz, definicije od L.(X), dok je za nehomogenog procjenitelja povjerenja
taj uvjet automatski ispunjen.

Prethodno navedeni uvjeti ortogonalnosti za procjenitelje povjerenja mogu
se zapisati i u obliku normalnih jednakosti.

Teorem 2.11. A(normalne jednakosti za nehomogenog procjenitelja
povjerenja). [i(O) jest nehomogeni procjenitelj povjerenja od p(O) baziran
na X ako i samo ako su zadovoljene sljedece jednakosti:

i) E[a(0) — n(©)] =0,
i) Cov(u(0), X;) = Cov(fi(©), X,), za j = 1,2, ...,n.

Teorem 2.12. (normalne jednakosti za homogenog procjenitelja
povjerenja). ji(©)"™ jest homogeni procjenitelj povjerenja od u(©) baziran
na X ako i samo ako su zadovoljene sljedece jednakosti:

i) E[a(0)"™ — u(6)] =0

ii) Cov(4(0)"™ — u(6), i(©)"™) = Cov(i(©)"™ — p(O), (D)) za sve
[1(O) € Le(X).
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3 Visedimenzionalni model povjerenja

3.1 Apstraktni viSedimenzionalni model povjerenja

Promatra se problem procjene premije u auto-osiguranju. Razlikuju se manje
i vece tjelesne ozljede. Za svaki rizik ¢ i svaku godinu dan je dvodimenzionalni
vektor, ucestalost manjih i ucestalost vecih tjelesnih ozljeda. Dakle, kako bi
se pronasao procjenitelj za (@) morat ¢e se procijeniti dvodimenzionalni
vektor.

U prethodnom poglavlju predstavljen je pojam procjenitelja povjerenja,
te se vidjelo da se razlikuju homogeni i nehomogeni procjenitelj povjere-
nja. Takoder se vidjelo da se ti procjenitelji mogu definirati kao ortogonalne
projekcije na prikladno definirani potprostor, odnosno afin potprostor od
L?. Sada se promatra kako to izgleda kada je vrijednost koja se procjenjuje
viSedimenzionalni vektor. Vazno je napomenuti da se pri procjeni visedime-
nzionalnog vektora p(©) zele koristiti sva zapazanja istovremeno. Neka je
©(©) dimenzije p. Apstraktni visedimenzonalni model povjerenja pretpos-
tavlja da postoji sluc¢ajni vektor X, jednake dimenzije kao i u(©) za koji
vrijedi E[X|6] = u(O), odnosno nepristran je. Cilj je pronadi procjenitelja
povjerenja baziranog na X, stoga se kao i prije trazi medu linearnim funk-
cijama danog uzorka. Vazno je napomenuti kako vektor X ne smije biti isti
kao i opservacijski vektor, sto u pravilu niti nije. Kasnije ¢e se pokazati da
je X opcenito kompresija originalnih opservacija.

Pretpostavke modela:
Za svaki rizik ¢ dan je p - dimenzionalni vektor X; za koji vrijedi:

i) Uz dano O,
E[X;10i] = u(65) = (11(6:), 12(6%), ..., 11,(0:)),
Cov(X;, X(10;) = E[(X; — E[X;|0])(X; — E[X;]0;])'|0;] = X(6;)
ii) Parovi (61, X1), (O2,X5), ... su nezavisni, te su @1, O, ... nezavisne i jed-

nako distribuirane slucajne varijable.

Zeli se za svaki rizik i procijeniti pripadni vektor pu(6;). Te vrijednosti ée
ovisiti o strukturnim parametrima visedimenzionalnog modela povjerenja:

Ko = E[n(6;)] (5)
S, = E[2,(0,)] = E[Cov(X,,X}|6))] (6)
T = Cov(p(0:), u(6;)") (7)
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Moze se primijetit da je

Cou(X;, X)) =S +1T.
Pretpostavlja se jos da je S; + T > 0, tj. pozitivno definitna matrica.
Napomena:

e 1, je vektor dimenzije p, dok su S; i T' pozitivno semidefinitne kva-
dratne matrice reda p.
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3.1.1 Nehomogeni viSedimenzionalni procjenitelj povjerenja

Visedimenzionalni procjenitelj povjerenja je definiran po komponentama,
stoga je potrebno za svaku komponentu vektora pu(©;) pronadéi pripadnog
procjenitelja povjerenja. Vazno je napomenuti kako procjenitelj povjerenja
za p(6;) ovisi samo o komponentama vektora X;.

Obzirom da je napomenuto kako ¢e se procjenitelja traziti medu linearnim
funkcijama danog uzorka, prema definiciji f1(©;) mora biti oblika:

) Pro(u:(0;)|L(X;,1))
1(0;) == : = Pro(pn(0;)|L(X;, 1)),  (8)
Pro(,(6;)|L(X;,1))

gdje se projekcija shvaca po komponentama, te je

L(X;, 1) :=[1, X1, e, Xip] = {aio + Z§:1 a;; Xij, @i, @it ... € R}
linearni potprostor razapet sa 1 i komponentama vektora X;.
1(6;) 7ivi u prostoru L(X;,1) ;= {a+ AX;:a € R?, A € M,}.
Napomena:

e Kako bi se pojednostavila notacija, u narednom se odjeljku napusta
indeks .

Neka je k = 1,2, ..., p, te neka je sa
[16(0) = aro + X, i X;

oznacen procjenitelj povjerenja za komponente od p(O).

Da bi se pokazalo da ﬂ(@) zaista jest takav procjenitelj, mora se pokazati
da zadovoljava sljede¢e normalne jednakosti:

i) E[i(©) — p(©)] =0
i) Cov(u(0), X;) = Cov(i(0),X;),j = 1,2, ...,n
Naime, prema Teoremu 2.11., u navedenim oznakama mora vrijediti:

[ = ago + D5 arjiy
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Cov(ux(0), Xim) = 37, arCov(Xj, Xon),m = 1,2, ..., p
Koriste¢i matriénu notaciju sada je

wO)=a+A-X,

gdje su
a
10 ai1, @12, - .., G1p
a = aro s A: akl,akg,...,akp
Ao Qp1, Ap2y - - -, App

U ovim oznakama, normalne jednakosti mogu se zapisati kao
i’l’ =a+A- Ho: (9)
Cov(pu(0),X") = A Cov(X,X"). (10)
Kako vrijedi

Cov((6),X') = E[Cov(u(6), X'|6)] + Cov(u(6), E[X'|6]) =
— Cov(u(6), ul(6)) = T.

Cov(X,X') = E[Cov(X,X'|O)] + Cov(E[X|O], EIX'|O]) = S+ T,
tada iz (10) slijedi da je
T=AT+Y9),
te
A=T(T+S)"
Dobiva se sljedeca formula:

Teorem 3.1 (procjenitelj povjerenja). Nehomogeni procjenitelj povjere-
nja dan je sa R
1(6;) = A; X + (I — Ai)pg (11)

gdje su py, T, S; definirani kao prije, te
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Napomena:
e A; se naziva matrica povjerenja,

e Matrica 1"+ 5; je kovarijacijska matrica za X; i po pretpostavci regu-
larna.

procjenitelj f1(0;) jest tezinski prosjek X; i po.

e [1(6;) je ortogonalna projekcija od p(6;) u L(X;, 1).

Opcenito
T = El(po — 1(65)) (1o — 1(6:))'] =
= kvadratni gubitak matrice g u odnosu na pu(6;),
Si = Bl(Xi — u(6;))(X; — p(6y))] =
= kvadratni gubitak matrice X; u odnosu na p(6;).
Neka je

L(Xl, ...,X[, 1) = {Cl + Zz BZX,L ac Rp, Bl € Mp}
Tada je taj prostor po komponentama jednak prostoru
L(Xy,..., X7, 1) X ... x L(Xy,..., X, 1),

gdje su L(Xy, ..., X, 1) = [L(Xy,1) U ... U L(Xp, 1)]. Ocito je L(X;,1) C
L(Xy, ... X1, 1).

Moze se primijetiti da je ju(6;) = Pro(p(6;)|L(Xy, ..., X, 1)).

Ako je Y € RP slucajni vektor takav da su mu komponente u L? | tada
je sa

Y := Pro(Y|L(Xy,..., X}, 1))
definirana ortogonalna projekcija u prostor L(Xq, ..., X;, 1) tako da vrijedi

i) E[Y] = E[Y]
i) Cov(Y =Y, X)) =0, zasvakii=1,...,I.

Propozicija 3.2. Za A € M, vrijedi
APro(Y|L(Xy,..., X1, 1)) = Pro(AY|L(Xy, ..., X, 1)).
Dokaz: Y = Pro(Y|L(Xy,...,X;,1)) i moze se primijetiti da
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i) AY € L(Xy, ..., X}, 1) zbog
A-(a+ Y, AXy) = Aa+ 3 ,(AA)X; € L(Xy,..., X, 1),
ii) AY zadovoljava normalne jednakosti za Pro(AY|L(Xy, ..., X;,1)).
1° E[AY] "2 AE[Y] "2 AE[Y] "2 B[AY],
2° Za proizvoljan 1 =1, ..., I,

Cov(AY — AY,X;) = ACov(Y - Y, X;) = A-0 = 0.

Neka je sada sa V (X4, ..., X ) oznacen sljedeci skup:
V=V(X,. X)) = {3, C(X; - X)), C; € M,}.

Tada je V' vektorski prostor takav da je za sve A;, Ay € M, 1Y, Y, €V
A1Y1 + AY, € V. Neka su Al,AQ c Mp 1Y, Y,eV.

AY 1+ A Yy = Ar - (DL, OV (X = X)) + Ay - (DL, O (X5 = X)) =
=YL, ACT (X = Xy) + S, ACP (X - X)) =
=3 (ACY + 4,0 (X, — Xy) € V zbog A,CY + 4,0 € M,
Za'Y € (L?)? definira se Y € V takav da je
i) E[Y]=0
ii) Cov(Y =Y, X; —X;) =0, za svaki 7 # 1.

Najprije se pokazuje da takav Y postoji i gotovo sigurno je jedinstven. Neka
suY;iYs takvi da vrijede (i) i (¢7). Tada je

COU(Y - yl»Xz‘ - Xl) =0
COU(Y — YQ,XZ' — Xl) = 0.

Tada slijedi i da je Cov(Y —Y1,Y,) = 01 Cov(Y — Yy, Y;) = 0. Takoder

se dobiva da

Cov(Y, Yl) = COU(Yl,Y1) = COU(YlZ YA'QA) = COU(Y2,Y1) =
=Cov(Y,Ys3) = Cov(Ys,Y),

te je stoga
CO’U(Yl — Y27Yl — YQ) =0.

Tada
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O = E[(Yl — Yg)(Yl — YAvQ),] = EHYl — ?2’2] = O = Yl = YQ g.5.

Ostaje jos provjeriti da je zaista moguce pronaci rjesenje od
Cov(Y =Y, X; —X;) =0, za svaki ¢ # 1. Neka je

Ei = CO’U(Y, Xz - Xl)a
te se zahtjeva da je E; = Cov(Y,X; — X;), odnosno
EZ' = Z§:2 CYJCO’U(XJ — )(17 Xz — X1>

CO’U(Xj - Xl,Xz‘ - Xl) = COU(Xj - Xz> — COU<X17 Xz) - COU(Xj,X1>+
+COU(X1,X1) = (5”<T + Sz) + T + Sl.

Sada je E; = C’Z(T + 5;) + T + 5 iz ¢ega se dobiva
Oi = (EZ —-T— Sl)(T + Si)_l.

Dakle, pokazano je da Y postoji i gotovo sigurno je jedinstveno, stoga se
moze definirati

Y := Pro(Y|V).

Na isti nac¢in kao u prethodnoj propoziciji moze se pokazati da za A € M,
vrijedi

APro(Y|V) = Pro(AY|V).
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3.1.2 Homogeni visedimenzionalni procjenitelj povjerenja

U ovom odjeljku do izrazaja dolazi homogeni visedimenzionalni procjenitelj
povjerenja. Za razliku od nehomogenog procjenitelja, homogeni procjenitelj
ne sadrzi konstantni izraz p.

Neka je definiran afin potprostor

Le(X1,... %) = {@(0) : (©) = S BX;, Y1, B; = I}.

Najprije se moze primijetiti, zbog

E[X;| = E[E[X;|0;]] = E[u(6;)] = E[H(@j)] = Mo,

gdje se predzadnja jednakost dobiva zbog nezavisnosti i jednake distribuira-
nosti slucajnih varijabli ©1, @, ... Stoga se moze zakljuciti da su Xy, ..., X; €
Le(Xq, ..., Xy).

Potrebno je jos pokazati da je prostor L.(Xq, ... XI) zatvoren na konveksne
kombinacije. NekasuY; = ZZ 1B(l)X 1Y, ZZ 1B X, e L (X1, ooy X1).
Tada za A € M, vrijedi

= zizlmBi >+ <f A><B<2

2

zbog S0 (ABY + (1 — A)B?) =1

Sada za Y € (L?)? definira projekcija na prostor L.(Xy, ..., X) kao
Pro(Y|Le(Xq,....,X1)) = X1 + Pro(Y — X;|V),
gdje je V prostor definiran u prethodnom odjeljku.

Propozicija 3.3. Neka su Y, = Pro(Yy|L.(Xy,...,X1)) i
Y, = Pro(Ys|L.( Xy, ..., X1)). Tada za kvadratnu matricu A vrijedi

PT’O(A Y1 + (I — A) Y2|L6(X1, ceey X[)) =
APTO(YllLe(Xl,...,X[)) + (] — A)PTO( Y2|L8(X1,...,X[)).

Dokaz: Koristeéi definiciju projekcije na prostor L.(Xq, ..., X ) dobiva se

Pro(AY, + (I — A)Ys|L(Xy, ... X1)) = X1 + Pro(A(Y, — X,) + (I —
A)(YQ - X1>|V) == X1 + APT’O(Yl — X1|V) + (] - A)P?"O(Yg — X1|V) =
X1+A(PTO(Y1|L6(X1, ...,X]))—X1)+(]—A)(P’I“O(Y2|L6(X1, ...,X[>—X1) =
= AP?"O(Y1|L6(X1, ,X[)) + (I - A)P?"O(Y2|L8(X1, ,X[))
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Teorem 3.4. Homogen: visedimenzionalni procjenitely povjerenja dan je sa
()™ = A X; + (I — A, (12)
gdje su T i S; definirane kao u prethodnom odjeljku, te
Ay =T(T + S;)71,

;‘ = (Zilzl Ay Zi[:l A X;.

Dokaz: Kako je L.(Xy,...,X;) C L(Xy,..., Xy, 1) koriste¢i Teorem 3.6. i
prethodnu propoziciju dobiva se

i’l’(@i)hom = PTO(Pb(@i)’Le(Xh "'7XI>
= Pro(Pro(p(0;)|L(Xy, ..., X1, 1)) Le(Xy, ..., X))
= PTO(AZXZ + (I — Az)u>|Le(X17 ceey X[)) =
= 147,)(Z + (I — AZ’)P’I“O([,I,|L6(X1, ceey X[))
Preostaje pokazati da vrijedi:

2 I Ry
M= pTO(H‘Le(Xl, ceey X[)) = (Zi:l Az) 1 Zi:l AZXZ
Potrebno je provjeriti normalne jednakosti za homogenog procjenitelja po-
vjerenja, odnosno potrebno je pokazati da za sve Zle B;X; za koje je
I -
> iy Bi = I vrijedi

I
CO’U(;,L, (Z BlX@)/> = COU(IZ’? i“l’/) (13)
i=1
Zbog Cov(X;, X)) =T + S; te zbog nezavisnosti X; dobiva se
Cou(pr, i) = (S, A) ™' (X1, AiCou(Xi, XDAD (L, A) ™" =

= (Cimt A) T (T TADN (i, AD ™ = (i, A) ' T
Analogno (zbog Zfil B; = I) slijedi

Cov(fr, (Y1_, BX:)) = (X1, A) 7 (XL, AiCov(X,, X])Bl) =
(1o A) T S (TBY) = (S, A) 7T

¢ime je pokazano da vrijedi (13). ]
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3.1.3 Kvadratni gubitak visedimenzionalnih procjenitelja povje-
renja

Primarno se bazira na linearnu kombinaciju
p(©) =375 arp(0) = a'p(O)
radije nego na komponente vektora u(6). Neka je
(O) =3k axfin(0) = a'1(6)

procjenitelj za u(©). Kvadratni gubitak jednak je

E[(1(0) — n(0))*] = EI(X ax(/ik(O) — 11(6))*] =
= a'E[((0) — n(0)) - (1(O) — u(0))]a = a'Vsa.

Ima smisla definirati kvadratni gubitak vektora f1(©) pomocu matrice V5.

Definicija 3.5. Matrica kvadratnog gubitka procjenitelja p1(©) definirana je
sa

gdje se ocekivana vrijednost razmatra po komponentama.

Teorem 3.6. Matrica kvadratnog gubitka visedimenzionalnog procjenitelja
povjerenja f1(O;) definiranog sa

(6;) = A X+ (I — A) g
dana je sa
E[(ﬂ(@) —p(6)) - (ﬁ(Qz) —1(6:))]= (I - A)T = A;S;. (14)
Napomena:

e Kao i prije, matrice 7" i .S; redom matrice kvadratnog gubitka p i X; s
obzirom na p(6;).

Dokaz: Najprije se racuna matrica kvadratnog gubitka:
El(1(0:) — u(65)) - (1(0:) — p(65))'] =
= AE[(X; — u(6y)) - (X — u(6:)) 1A+
+(I = A)E[(1 — p(62)) - (p — p(6:))]) (I = A;) =

gdje je u zadnjem koraku koriStena cCinjenica da je
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Teorem 3.7. Matrica kvadratnog gubitka homogenog visedimenzionalnog pro-
cjenitelja dana je sa

E[(i(6:)"™ — u(6)) 'I(ﬁ(@)hom —p(6;))] =
(I = A)TH + (e, 4D = A
Dokaz: Neka je u(6;) = a'pu(0;). Vrijedi
E[(4(€:)"™ — n(©:))°] = El(1(0:)"™ — i(6;))"] + El(i(6;) — 1(6:))*]:

Kako prethodna tvrdnja vrijedi za sve vektore a, za sve matrice gubitka mora
vrijediti:

E[(f(0:)"™ — w(6;)) - (1(6,)"™ — u(6,))'] = E[(W(6;)"™ — iu(6;)) -
(1(8,)"™ — (6,))'] + E[(1u(6:) — p(6,)) - (f(©3) — p(6;))]

Drugi sumand jednak je prema prethodnom teormu:
E[(ﬁ(@) — p(6)) - (i‘(@) —n(6:)]=I-A4)T.

Za prvi sumand je prema Teoremu 3.2:

E[(14(0)"™ — p(6,)) - (1(0)"™ — b 1< i) =
(I = A)Couv(p, W)(I = Ai)' = (I = A)T (X5, AP — A,

i time je teorem dokazan.
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3.2 Opcenita visedimenzionalna struktura i optimalno
sazimanje podataka

U prethodnom odjeljku se pretpostavljalo da postoji toéno jedan vektor X
koji je iste dimenzije kao p(O) te za koji vrijedi F[X|O] = pu(6). Takoder
je istaknuto da vektor X nije isti kao opservacijski vektor, ali je u vecini
slucajeva sazet od originalnih podataka. Do sada je pitanje postizanja opti-
malne kompresije, bez da se izgube relevantni podaci, ostavljeno netaknuto,
no ovaj odjeljak ¢e se pozabaviti njime.

Pretpostavlja se sljedece: za svaki rizik ¢ = 1, ..., I neka je
p(05)" = (11 (6i), ., 11p(6:))
vektor koji se zeli procijeniti, te neka je
X; = (Xz{lv Xz(2’ X Xz/nl)

vektor opservacija.

Sva opazanja povezana s ¢ - tim rizikom, bilo jednodimenzionalna ili visedi-
menzionalna, stavljaju se u opservacijski vektor X;. Pretpostavlja se da je
linearni prostor razapet vektorima E[X;|0;] isti kao linearni prostor razapet
komponentama p(60;). Time se dolazi do sljedeéih pretpostavki:

Pretpostavke modela: Dan je portfelj od I rizika. Svaki od rizika ¢
(1 = 1,...,1) okarakteriziran je svojim individualnim profilom rizika ©J; koji
je sam po sebi realizacija slucajne varijable ©;. Pretpostavlja se sljedece:

e P1: Za svaki rizik ¢ postoji matrica Y; za koju je uz dano ©;
E[X;|0;] = Yin(6;), (15)
gdje je Y; matrica dimenzije n; X p i ranga p.

e P2: Parovi (©1,X), (62, Xs), ... sunezavisni, te su @1, Oy, ... nezavisne
i jednako distribuirane sluc¢ajne varijable.

Optimalno sazimanje podrazumijeva redukciju vektora X; do vektora B; koji
je jednake dimenzije kao i pu(0;) koji se zeli procijeniti. Sada se definira
optimalno sazimanje uz prethodno navedene pretpostavke modela.

Definicija 3.8. Optimalno saZimanje podataka dano je sa:
B; := Pro(u(6;)|Ly(X:)) (16)
gdje je
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L7 X;) = {i(6;) : 1in(6;) = 'agk)Xiw ak=1,..p;
( )-

Napomena:

e Pomnozi li se slijeva E[X;|0;] = Y;u(6;) matricom C; = (Y]Y;)=VY/
dobiva se

p(6;) = CiE[X;|0] (17)
gdje je C; matrica dimenzije n; X p i ranga p.

e Zbog pretpostavke P1, potporstor L4(X;) je neprazan. Naime, C;X; €
LX),

e Li"(X;) je prostor procjenitelja od pu(6;) koji su linearni u komponen-
tama od X i ¢ija je uvjetno ocekivana vrijednost uz dano ©; jednaka
©(6;). Zbog proizvoljnosti od pu(©;) kao slucajne varijable,

L;nd(XZ) = {BzXz . BZY; = Ip}

Teorem 3.9. (procjenitelj povjerenja). Nehomogeni procjenitelj povje-
renja uz prethodno navedene pretpostavke modela dan je sa

1(6;) = A;B; + (I — A;)po,

gdje su
Ay =T(T + S;)7 1,
to = E[u(6;)],
S; = E[Cov(B;, Bj|0;)],
T = Cov((6;), u(6;)).
Napomena:

e Zbog nezavisnosti rizika, nehomogeni procjenitelj povjerenja f1(6;) ovisi
samo o podacima ¢ - tog rizika.

e Moze se primijetiti

S; = E[(B; — u(6,))(B; — pn(0;))'] = kvadratni gubitak vektora B; u
odnosu na p(6;).
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T = El(pg — 1(6;)) (g — p(6;))'] = kvadratni gubitak vektora p, u
odnosu na p(6;).

Dokaz: Prema Teoremu 3.1, navedeni procjenitelj jest procjenitelj povjere-
nja baziran na B; stoga mora vrijediti

1(0;) — 1(6;) LB;.

Takoder se zeli pokazati i da je to procjenitelj povjerenja baziran na svim
podacima, odnosno zeli se pokazati da vrijedi

n(6;) — iu(6;)LX;.
Dovoljno je pokazati
1(6;) — u(6;) LX; — V;B,

gdje je Y; matrica dana u pretpostavkama modela. Lijeva strana moze se
zapisati u obliku

1(0;) — (1(0;) = Ai((0;) — By) + (I — A;))(1(6:) — ).
Prvo se pokazuje da je u(6;) — B; LX; — Y;B,. Kako je
B, := Pro(u(6;)|L"(X,)) slijedi da je

wn(0;) — B LC;X; — B;.
To znaci da je
Y;(,u(@i) - Bz’)J—YiCiXi —YB;,
odnosno
YiCoo(u(®,) - B (GX, — BY)Y! =0,

S druge strane, vrijedi Y;C; = Y;(Y/Y;) ™'Y/ = Ppy,) je ortogonalna projekcija
na prostor L(Y;) razapet stupcima od Y;. Dakle,

X, = PL(Yi)Xz’ + (]n — PL( ))X

Kako je Y;((0;) — B;) € L(Y;) 1 Yi(u(6;) — B;) L(I, — Pr(v;))X slijedi da
je Yi(u(6;) — Bi)LX, — Y;B;. Dakle

Cov(Yi(p(0;)—By), (X;—=Y;B;)) = 0= Y;Cov((0;)— By, (X;—Y;B;)") = 0.
Kako je Y; punog ranga, dobiva se

Cov(u(6;) — B;, (X; = Y;B;)) =0.
Ortogonalnost drugog sumanda (u(©;) — p) lako se vidi iz

El(pn(6;) — p) - (X; = YiB,)'] = E[E[(n(6;) — 1) - (Xi = ViB,)'|0]] =
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¢ime je teorem dokazan. O]
Napomena:

e Kao sto je pokazano, sazimanje B; sadrzi potpunu informaciju o po-
dacima za nehomogenog procjenitelja povjerenja, no bitno je naglasiti
da sadrzi i potpunu informaciju o podacima za homogenog procjenite-
lja povjerenja. Stoga se moze rec¢i da je B; dovoljna statistika za oba
procjenitelja.

Teorem 3.10. (homogeni procjenitelj povjerenja). Homogeni procje-
nitelj povjerenja je

(O™ = A;B; + (I — A,

/i = (22‘1:1 Ai)_l Zle A;B;.

Dokaz: U prethodnom teoremu je pokazano da nehomogeni procjenitelj po-
vjerenja ovisi samo o B;. Preostaje jos pokazati da to vrijedi i za homogenog
procjenitelja povjerenja. Iz prethodnog teorema zna se da vrijedi

[1(0:) = Pro(pu(0;)|L(Xy, ..., X1, 1)) = AB; + (I — Ay
Zbog svojstva linearnosti i iterativnosti projekcije na afin prostor dobiva se
w(©,)"™ = Pro(u(6)|Le(X, ..., X1)) =
= PTO(PTO(I‘I’(QZ”L(XD L) va 1))|L6(X1a 7XI)) =
= P7’O(14Z:BZ + (I — Ai)u‘o’Le(Xla ,X[)) = R
= ABi + (I — Aj)Pro(pg|Le(Xy, ..., X1)). = AiBi + (I — Ai) fa,
gdje o = Pro(pg|Le(Xy, ..., X1)).

Koristedi svojstvo iteracije projekcije dobiva se
i = Pro(Pro(po|Le(Xy, ..., Xy, p(64), ..., t(O)))| Le(Xy, ..., X))
Sada je
Pro(puo| Le(X1, oo X1, (1), ., w(O1)))) = § 21 1(6)).
[z gornjih jednakosti se dobiva da je

o= Pro(h L @)L (X1, X)) =
= %121-21 p(e:)"m =
= % Zi:l Asz + ([ - Az)p’v

stoga je
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S UAB - (XL A)jir=0

i time je teorem dokazan.
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4 Teorija povjerenja u regresijskom slucaju

4.1 DMotivacija i opcéeniti linearni model

Charles A. Hachemeister, americki aktuar, htio je procijeniti prosje¢ne iz-
nose steta za tjelesne ozljede nakon nesre¢e u auto - osiguranju u razli¢itim
drzavama SAD - a. Njegov problem se bazirao na jednostavnom regresijskom
modelu. Prije nego se prede na regresijski model povjerenja, potrebno je pri-
sjetiti se osnovnih rezultata opcéenitog linearnog modela.

Opceniti linearni model dan je sa

X=Y B+e, (18)

gdje je X = opservacijski vektor dimenzije n x 1,
Y = poznata matrica dimenzije n X p (n > p),

B = nepoznati vektor parametara dimenzije p x 1,
e = vektor slucajnih odstupanja dimenzije n x 1,
za koji vrijedi E[e] =01 Cov(e, ') = X.

Ubuduce ¢e se pretpostavljati da je matrica Y punog ranga p.

Sljedeéi teorem koji se navodi bez dokaza daje nepristranog procjenitelja
za koeficijente 3:

Teorem 4.1. Nepristrani procjenitely za 3 dan je sa
B='S'Y)lY'S ' X, (19)
Kowvarijaciyska matrica od B dana je sa

Cov(B,B) = (Y'S'V) L. (20)

Napomena: Obratiti ¢e se pozornost na dva specijalna slucaja procjene
parametara:

e Metoda najmanjih kvadrata : ¥ = o2 - I. Tada je

A

B=Y)Y'X

/

Cov(B,B) = o2 - (YY)
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e Metoda najmanjih kvadrata s tezinama: X = o2 - WL, gdje je

w1 0
W =

Tada je
B=Y'WY)'YWX

Cov(B,B) = o (Y'WY)! (21)

4.2 Regresijski model povjerenja

Dan je portfelj od I rizika. Neka je
X; = (Xila Xi?) ceey in)

opservacijski vektor ¢ - tog rizika, te neka je w, = (w1, wjs, ..., w;,) vektor
pripadnih tezina. Pretpostavlja se da uz dano 0;, X; zadovoljava regresijsku
jednakost

X =Y -B(6;) + e, (22)
gdje
U ovom slucaju komponente vektora 3 ne gledaju se kao fiksirane vrijed-

nosti, ve¢ kao slucajne varijable sa funkcijom distribucije koja je odredena
strukturom kolektiva.

4.2.1 Standardni regresijski model

Pretpostavke modela (standardni regresijski model)
Rizik ¢ je okarakteriziran svojim individualnim profilom rizika 1J;, koji je sam
po sebi realizacija slucajne varijable @;. Pretpostavlja se sljedece:

e R1: Uz dano O, vrijednosti X;;,j = 1,2,...,n su nezavisne te vrijedi

[ !1 ] ﬁ(l) (23)
nx nxp pX

gdje je B(6;) regresijski vektor duljine p < n sa linearno nezavisnim
komponentama, a Y; je poznata matrica ranga p, te vrijedi

209
VCLT’[XZJ|@Z] = ﬂ

j
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e R2: Parovi (01, X4), (O2,X3), ... su nezavisni, te su Oy, O,, ... nezavisne
i jednako distribuirane slucajne varijable.

Napomena:

e Pretpostavka R1 govori da uvjetno, uz dano ©;, opservacije X;;, (j =

1,...,n) zadovoljavaju opéeniti linearni model (22).

Cilj je odrediti individualnu premiju pq(0;) = E[X,|6;] za bilo koji dani
vektor @’ = (ay, as, ..., ap), gdje je Xq := a’C;X; za C; takvu matricu da je
C;Y; = I,. Uzimajuéi u obzir navedeni regreijski model, vrijednost koja se
zeli odrediti je tada oblika

,Lta(@i) = E[a'C’le|8] = a’C’ZE[Xz|@] = a’C,Yzﬂ(@z) = CLCB(@J (24)

Da bi se odredio procjenitelja povjerenja za 114 (6;) za bilo koji ponudeni vek-
tor @, mora se odrediti procjenitelja povjerenja za vektor 3(0;). Teorem 3.8.,
iz prethodnog poglavlja, kaze da se za konstrukciju procjenitelja povjerenja
najprije treba konstruirati optimalno sazimanje B; = Pro(3(0;)|L"(X;)).
Stoga se definiraju strukturni parametri:

By = E[B(6))],
~~

px1

Napomena:
e Nadalje se pretpostavlja da je T' punog ranga.
Prvi moment je dan sa
EXi[0] =] 1 | u(®).
1
Ovdje je B(0;) jednodimenzionalan, te je
B(6;) = u(©:).Y; = (1,...,1)".

Primjer jednostavne linearne regresije:
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E[X ;10 = 6o(©:) + 7 - f1(6:)

ili u matri¢noj notaciji

11
1 2
E[X;|0;] = 3 ( g?gg:; ) .
1 n B(6;)
Y.

Sada se koristeci rezultate iz prethodnog poglavlja moze izvesti formulu za
procjenitelja povjerenja. Najprije se treba prisjetiti da je

W;1 0
W, =
0 Win,

Teorem 4.2. (sazimangje podataka). Uzimajuéi u obzir pretpostavke na
model za standardni regresijski slucay:
i)) individualni nepristrani procjenitelj za B3(6;) jest

B; = (YWY, 'Y/W, X,. (25)
i1)) kvadratni gubitak matrice B; je
E((B; — B(6:))(Bi — B(6:))] = o* - (YyW;Yi)™". (26)

Dokaz: Uz dani ©;, prema teoremu 4.1, ve¢ je poznato da je B; nepristrani
procjenitelj za B(0;), a obzirom da niti jedna od matrica Y;, W; ne ovisi
o vrijednostima od ©;, mora biti i optimalno sazimanje podataka. Iz (21)
slijedi da je
OOU(BZ', B;|@l) = 02(@1') . (Y;/WZY;)_I
Kako vrijedi
Cov(B;, B;|6;) = E[(B; — 8(6:))(B; — 8(6))'|0]

uzimajudi ocekivanje obje strane, dobiva se upravo trazena tvrdnja i) i time
je teorem dokazan. O]

35



Teorem 4.3. (formula povjerenja u standardnom sluéaju). Ko-
ristec¢i pretpostavke modela za standardni slucaj, slijedi da procjenitelj po-
vjerenja za 3(0;) zadovoljava

B(6;) = A;B; + (I — 4;)8,, (27)
gdje su
A =T(T + (YWY )71,

Bo = E[B(@z)]

Matrica kvadratnog gubitka dana je sa

~ ~

E[(B(6:) — B(6))) - (B(6:) — B(6:))] = (I — A)T. (28)

Dokaz: Prema Teoremu 3.9 zna se da je

~

B(6;) = AB; + (I — A)B,,
gdje je
A =T(T+ 8)~ = T(T + o2(Y/W;Y;)~ 1)L,

Teorem 3.6 kaze da je kvadratni gubitak procjenitelja 3(6;) jednak

E(B(6,) — B(6))) - (B(6:) — B(©:))] = (I — A)T = A;S;

¢ime je teorem dokazan. O

Prethodni teorem da je definiciju nehomogenog procjenitelja povjerenja. Po-
trebno je dati i formulu za homogenog procjenitelja povjerenja sto ¢e uciniti
sljedeci teorem koji je direktna posljedica Teorema 3.4 i Teorema 3.6 iz pret-
hodnog poglavlja.

Teorem 4.4. (homogeni procjenitelj povjerenja.) Koristeéi pretpos-
tavke modela u standardnom regresijskom modelu, slijedi da je homogeni pro-
cjenitelj povjerenja za B(0;) dan formulom

B(O,)"™ = A,B; + (I — A;)8, (29)
gdje je

A = T(T + 0> (Y/WY) ™),

te B = (Zz’lzl A7t Zz’lzl A;B;.
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Matrica kvadratnog gubitka dana je sa

~

E[(B(6,)"™ — B(6))) - (B(O,)"™ — B(6,))] =

= (1= )T+ () A) (1 = A, (30)

4.2.2 Opdi regresijski model

Pretpostavke modela (Hachemeisterov model)
Rizik 7 je okarakteriziran svojim individualnim profilom rizika 1J;, koji je sam
po sebi realizacija slucajne varijable @;. Pretpostavlja se sljedece:

e H1: Uz dano 6;, vrijednosti X;;,j = 1,2, ...,n su nezavisne te vrijedi

EX;|le] =Y -8(6,, 31
[ |1 ] p B(l) (31)
nx nx pX

gdje je B(6;) regresijski vektor duljine p < n sa linearno nezavisnim
komponentama, a Y; je poznata matrica ranga p, Cov(X;, X;|0;) =
Yi(6;).

e H2: Parovi (01, X), (O, X3), ... su nezavisni, te su @y, O,, ... nezavisne
i jednako distribuirane sluc¢ajne varijable.

Napomena:

e Hachemeisterov model ukljucuje standardni regresijski model kao spe-
cijalni slucaj.

e Cov(X;,X}|0;) = %;(6;) implicira da su strukturni parametri matrice

Ponovno je cilj pronaéi procjenitelja povjerenja, te se ponovno potrebno fo-
kusirati na sazimanje podataka.

Uvjetno, uz dani ©;, nepristrani procjenitelj povjerenja jest
B(0:) = (YVi%(6,)1V)"V/5:(0,) 71X,
te je kovarijacijska matrica
Cou(B(6:), B(O:)'16:) = (Vi:(6:) 1Y) ™
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Naime, moze se primijetiti da kovarijacijska matrica ovisi o nepoznatim vri-
jednostima od ©;, te je stoga i sama nepoznata.

Teorem 4.5. (saZimanje podataka). Uzimajuéi u obzir gore navedene
pretpostavke modela:
i)) individualni nepristrani procjenitelj za B(6;) baziran na X; jest

B; = (Y/S; Y)Y/ 1 X, (32)
i1)) kvadratni gubitak matrice B; je
E((B; - B(6:))(B; — B(€1))] = (Y7 'Y;) . (33)
Napomena:

e B, je individualno nepristran zbog

E[B;|0;] = (Y/S;'Y;)"'Y/S ' E[X;|6;] =
= (Y/S;7'Y) Y/ S Y, 8(6;) = B(6;).

Dokaz: Potrebno je pokazati da je uvjet ortogonalnosti
B(6;) — B, LAX, — B;
zadovoljen za sve matrice A za koje je
E[AX;|6;] = B(6:).
Uvjet ortogonalnosti moze se zapisati kao
E[Cov(B;, (AX,)'|0;)] = E[Cov(B;, B}|6;)].

Iz E[AX;|0;] = B(6;) i E[X;|6;] =Y, - B(6;) , slijedi

AY; =1,

bududi da je E[AX;|0;] = AY;3(60;) za sve vrijednosti 3(6;). Koristeci
B; = (Y/S;'Y;) 7Y/ S; ' X slijedi da vrijedi

E[Cou(B;, (AXy)'|0))] = (Y/S; Y)Y/ S71SA" = (Y/S7 Y)Y/ A =
= (Y/S7'Y) ™"

Kako F[Cov(B;, (AX;)'|6;)] ne ovisi o A, mora vrijediti
E[Cou(B;, Bj|€:)] = (Y/S7'Y:) ™,

¢ime je teorem dokazan.
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Idud¢i teorem direktna je posljedica Teorema 3.9 i Teorema 3.6 primjenjena
na kompresiju B,;.

Teorem 4.6. Uzimajuci u obzir pretpostavke modela, slijedi da procjenitely
povjerenja za (3(6;) zadovoljava

B(6;) = AiB; + (I — A)By, (34)
gdje su

A= T(T + (V57 Y) )7

B; = (Y/S7Y) 'Y/ S X,

Si = E[%i(6;)] = E[Cov(X;, X;]6;)],
T = C’O’U(/g(@z)wg(el)/))
By = E[/B(@z)]

Matrica kvadratnog gubitka dana je sa

E[(B(6:) — B(6)) - (B(6:) — B(6:))] = (I — A)T. (35)

Dokaz: Prema Teoremu 3.9 se zna da je

~

B(6;) = AB; + (I — A)B,,
gdje je
Ai=T(T+ )™ =T(T + (Y/S;Y) ™)™

Teorem 3.6 kaze da je kvadratni gubitak procjenitelja 3(6;) jednak

E(B(6,) — B(6)) - (B(6:) — B(©:))] = (I — A)T = A;S;

¢ime je teorem dokazan. O

Jednako kao u prethodnom odjeljku potrebno je navesti i formuli za homo-
genog procjenitelja povjerenja. To ¢e uciniti sljedeéi teorem koji je direktna
posljedica Teorema 3.4 i Teorema 3.6 iz prethodnog poglavlja.

Teorem 4.7. (homogeni procjenitelj povjerenja.) Uzimajuci u obzir
pretpostavke opceq regresijskog modela povjerenja, slijedi da je homogeni pro-
cjenitelj povjerenja za B(6;) dan formulom

B(@i)hom = AiB; + (I — Ai)B? (36)
gdje je
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Ay =T(T + (¥/571) ™),
B, = (/51 'Y/5'X,,

3 = (
te B = (Zz']:1 Ai)_l Zf:l A;B;.

Matrica kvadratnog gubitka dana je sa

~

E[(B(6:)"™ — B(6))) - (B(O:)"™ — B(6)))] =

= (1= AT+ (30 A7 = A
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4.3 Jednostavni regresijski slucaj

Jednostavni regresijski model u kojemu je vrijeme kovarijata bila je baza
Hachemeisterovog originalnog problema. Taj problem je i dalje, u praksi,
najvaznija primjena Hachemeisterovog regresijskog modela, stoga mu se treba
posebno posvetiti.

Dakle, jednostavan regresijski model je oblika

ili u matri¢noj notaciji

1 1
1 2
O;
1 n B©:)
Y4

gdje By(6;) oznacava odsjecak na y - osi, a 51(6;) nagib pravca.

Nadalje, pretpostavka je da se radi o standardnom regresijskom slucaju te je
Si = E[COU(X“XA@%)] == 0'2 . Wi_l,

Wit 0
gdje je W; =
0 Win,

Teoretski model se uklapa u okvir regresijskog modela povjerenja. No, pri-
mjenom modela na podatke, Hachemeister je otkrio da ne dobiva dobre re-
zultate. Naime, "trik” je bio u tome da se odsjecak na y - osi modelira u
sredini vremenskog perioda, a ne na samome pocetku. Prvo se zZeli koristiti
originalni model kako bi se otkrilo gdje nastaje problem.

Promatra se slucaj kada su nagib pravca i odsjecak na y - osi nezavisni.
Tada je kovarijacijska matrica T' oblika

2

T = Cou(B(6;), B(O,)) = ( § )

1
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Kako bi se pojednostavila notacija u narednom odjeljku napusta se indeks .
Nadalje, neka je V := Y'WY.

Radi daljnjeg pojednostavljenja, definiraju se "uzoracke” tezine sa w;/w.,
te sa £ i Var® pripadne momente s obzirom na distribuciju. Primjerice:

E(S)[j] = Z?:sz_i’
E(s) [Xj] = Z?:l Z—fXj,
Var(s)[j] = Z?Zl jQZ)}_i o (Z?Zl jQZ_i)Q = E®) [JQ] - (E(s)[j])Q'

U jednostavnom regresijskom sluc¢aju dobiva se

te je nepristrani procjenitelj jednak

X
_ /-1yt _ 7=1 we *"J _
B v wx = ( ) ( :M.xj)—
_ 1 ) E(s)bz] —E E(S _
= Ve[ T\ —EO)[j) a

_ EC)j ] EW[X;] = EW[j] - EW[jX}]
 Ver®I] ( EW[jX;] = E¥[j]- E®[X;] )

Dalje se zeli izracunati matrica A:

A=T(T+o*V =
= +o?VITH ! =
= (V+o*TH V.

Prvo je potrebno naci inverz od T', odnosno
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ToT1 0 ()

_ 1 Ko 0
— g2 0 I‘fl )

0

gdje su kg = &, k1 = %,
0 1
te se dobiva da je
2—1 __ We + Ko on(S) []]
V + g T - ( w.E(S) []] U}.E(S) [j2] + K1

Sada je

o tve1 1 [ WeEW [ + k1 —(weEW[j
(V + 02T :N( R, (w.mun)’

gdje je N = (ws + £0) (We O[] + k1) — (wa EW[]])? =
= w2Var® ] + Kowe B /%] 4+ wek1 + Kok,

te je matrica A jednaka

w0V + R B[]
N RoEO] wVar®[j] + B2 )

Moze se primijetit da matrica povjerenja A nije dijagonalna, iako matrice S
i T jesu, sto je glavna vodilja do krivog rezultata. No, postoji jednostavan
nacin kako se nastali problem moze zaobic¢i. Naime, rjeSenje jest da sjeciSte sa
y - osi uzimaju u sredini (”centru gravitacije” ) vremenskog intervala, odnosno

do=EWj] =30 it
Tada se dobiva regresija oblika

1i(0) = Bo(0) + (7 — EX[5]) - B1(0),

te je matrica Y jednaka

11— B0
12— EO]
1 n— EW[

Napomena:
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e Linearna transformacija vremenske osi ne utjece na procjenitelja po-
vjerenja. No, izmjenom originalnog modela dobio se novi vektor, te se
pretpostavlja da je kovarijacijska matrica T' dijagonalna u odnosu na
taj novi vektor.

Ponavljajuéi prethodne izrac¢une u novom vremenu k = j—E®)[j], te koristeci
E®)[k] = 0 dobiva se da je procjenitelj B jednak

E¢)[X;]
B= COU(S)(j,Xj)

Var(s)(j)

gdje ayg = —Ho— = e

We+KO w._;,_ﬁ’
2

0
weVar®(j)  weVar®(j)

Qa g B - *
27 W VarGG)m  waVar® (j)+ 22
2
1

Potrebno je jos odrediti procjenitelje povjerenja za komponente 3(6). Prema
teoremu 5.3 vrijedi

50(9) = a11Bo + (1 — a11) oo, (38)

5:1(@) = anBi + (1 — a)bo, (39)

gdje su By i B; komponente nepristranog procjenitelja B, Sy i o1 su kom-
ponente od 3.

Pod tim pretpostavkama, formula povjernja u jednostavom regresijskom
modelu moze se rasclaniti na dvije jednodimenzionalne formule povjerenja.
Prethodno navedene formule primijenjuju se direktno u praksi. Nagib pravca
i odsjecak na y - osi mogu se odvojeno procijeniti. Takoder je potrebno
pronaci procjenitelje za strukturne parametre sto ¢e biti ucinjeno malo kas-
nije.

Trebalo bi pomnije promotriti Sto je uc¢injeno. Matematicki, zapravo su
izmijenjeni stupci matrice Y tako da budu medusobno ortogonalni. Kao
posljedica, matrica povjerenja A je dijagonalna, te 5y(©) nema utjecaja na
f1(©) i obratno. Dakle, kada su stupci matrice Y ortogonalni, procjenitelji
za parametre 3y(0@) i £1(©) su stohasticki nekorelirani.

Potrebno je skrenuti pozornost na jos jednu stvar, a to je da se ”centar
gravitacije” moze razlikovati za razli¢ite rizike ¢. No, u praksi, se uglav-
nom vrlo malo razlikuju. Ostaje pitanje kako definirati ”centar gravitacije”.
Prirodno bi bilo uzeti ”centar gravitacije” cijelog kolektiva, odnosno
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gdje je Wee = Zle Wie-

Dakle, u situacijama kada su individualni ” centri gravitacije” u blizini, uzima
se ”centar gravitacije” za cijeli kolektiv, te se primjenjuje na formule koju su
izvedene za komponente vektora 5(6;). U tom slu¢aju matrica povjerenja A
je sljedeceg oblika:

A — Wis wiVart[j] + k1 + A2k AikoVartI[j))
tON A;ko (wie + Ko)Var®)[j] J-

gdje je N; = (wie + ko) (We B [52] 4 k1) — (wieVar®)[j] + k) + wie A2k,
Ay = ECI[j] — jo.

Matrica povjerenja A ponovno nije dijagonalna. Kao sto je ve¢ spomenuto,
u praksi, 4; su uglavnom vrlo mali. Moze se primijetit da je za A; = 0
navedena matrica povjerenja jednaka onoj koja je izvedena u prethodnom
dijelu. Za vrlo male A;, rezultat je poprilicno blizu rezultatu koji se dobije
sa jednostavnijim jednodimenzionalnim formulama iz prethodnog poglavlja.

Jos preostaje naéi procjenitelje za strukturne parametre.

Neka je

. 1 n .
07 = 5 2 i wiy (Xyy = fiig),

gdje su fi;; prilagodene vrijednosti individualnog regresijskog pravca, odnosno
fiig = Bo(€3) + (= s ) 51(6)),

gdje

( g?égg ) = (/WYY WiX,.

Zna se da su 67 nepristrani procijenitelji za 0%(0;). Stoga je prirodno za
procijenitelja od 02(6;) uzeti

2 1
A2 I ~92
o _]Zizlo-i'
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Uzme li se sjeciSte sa y - osi u individualnom ”centru gravitacije”, dobiva se da
je kovarijacijska matrica individualnih regresijskih parametara dijagonalna i
oblika
0 -1
Cou(B;, B|6;) = 02(6)) ( O > ,

Wie

wij

gdje d; = Var(si)(j) = Z?Zl . (j— Jél)) )

(1) n Wi . *
jO - Z_j:l w_lij

U praksi, individualni ” centri gravitacije” vrlo malo variraju jedan od rugoga,
stoga se jél) mogu zamijeniti ”centrom gravitacije” kolektiva
Wij .

Jo =11 —=J.

1
T77 Wee

Na kraju se dobivaju sljedeéi nepristrani procijenitelji:

Wie — 162
75 = co - {—Zz 1 (BOz By)* — —1,
wzo Wie _
adje = (X0, (1= o),
1 wzo *
By=> i, w—“Bm
N I I U)Z*. [&2
=0 {ﬁ o1 ——(Bu — B1)* — = b
nge w;jko _“dz 'lUZ., -
1 ;(o w;ko —1
_ - : 1 —
L S - ey,
w*
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Primjer 4.8. Sljedece tablice sadrze podatke za portfelj auto osiguranja koji
se sastoji od cetirt grupe rizika

| godina || 1.rizik | 2.rizik | 3.rizik | 4.rizik ||
1 6244 | 4067 | 2455 | 951
6583 | 4166 | 2250 | 1086
6156 | 3526 | 2068 | 883
6297 | 3432 | 1974 | 786
6217 | 3213 | 1720 | 744
6363 | 3151 | 1633 | 760

S UL = W N

Tablica 1: Broj zahtjeva za svaki rizik

| godina || 1rizik | 2.rizik | 3.rizik | 4.rizik ||
1 6182 | 5462 | 6233 | 3214
6104 | 5668 | 6997 | 4297
6574 | 6143 | 6680 | 4112
6561 | 5942 | 8088 | 3987
6479 | 7112 | 6232 | 7132
6821 | 6547 | 7562 | 5490

S O = W N

Tablica 2: Prosjecni iznosi Steta za svaki rizik

Za svaku grupu rizika i = 1,2, 3,4 potrebno je procijeniti regresijski pravac.

Potrebno je izracunati:

a) "centar gravitacije” za svaku grupu rizika, te kolektivni ”centar
gravitacije

b) regresijski pravac za prosjecne iznose Steta za svaku grupu rizika
primjenjujuci prethodno navedene formule

RjeSenje:

a) Prema formuli za individualni ”centar gravitacije”

Jé) = Zj:l w'Jj’

1@

dobiva se
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(1) _ 6244 5 6583 6156 4 6297 6217 6363

: . : : : G- — 3.50
Jo 37860 * 37860 * 37860 * 37860 * 37860 * 37860 ’
(2) 4067 4166 3526 3432 3213 3151
Jo 21555 * 21555 * 21555 * 21555 - 21555 * 21555 ’
(3) 2455 2250 2068 1974 1720 1633
=1 . . . . . =32

Jo 12100 * 12100 + 12100 * 12100 * 12100 6 12100 326,
(4) 951 1086 883 786 744 760
Jo 5210 * 5210 3 5210 + 5210 o 5210 0 5210 330
Globalni ”centar gravitacije”

. n Wej .

Jo = Zj:l w.i]a
jednak je
S 13717 n 14085 n 12633 n 12489 L5 11894 n 11907 3 40
0= 76725 76725 76725 76725 76725 76725

Moze se primyetiti kako se idividualni “centri gravitacije” vrlo malo razli-
kuju.

b) Za procjenu regresijskog pravea za prosjecéne iznose Steta, prvo je potrebno
wzracunatt individualne regresijske pravce

1i(0) = 5o(0) + (j — EX[5]) - #1(0),

gdje su

51(6;)
Kako se individualni ”centri gravitacije” vrlo malo razlikuju, moZe se uzeti

kolektivni “centar gravitacije”. Tada je za svaku grupu rizika matrica Y;
oblika

1—-3.40
2—3.40
3 —3.40
4—-3.40 |’
5 —3.40
6 — 3.40

— = = = =

te su
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6182 0462 6233 3214

6104 5668 6997 4297
6574 6143 6680 4112
Xi=1 6561 ["X2= | 5002 |" X5= | s0ss |" X+ = | 3087
6479 7112 6232 7132
6821 6547 7562 5490

Matrice tezina W; za pojedinu grupu rizika su dijagonalne matrice gdje su
dijagonalni elementi jednaki broju zahtjeva za pojedinu grupu rizika.

Primjenjujuci gornju formulu dobiva se

I | 1.rizik | 2.rizik | 3.rizik | 4.rizik |
sjeciste (u j0) | 6439 | 6114 | 6958 | 4653
nagib 124 | 274 | 179 | 551

Tablica 3: Individualni regresijski pravci

Sada koristeci formule

529(@) = a11Bo + (1 — a11) Boo,
31(9) = anBi + (1 — a)pbn

treba izracunati procijenjene regresijske pravce.

Prvo za svaku grupu rizika i = 1,2,3,4 treba izracunati matrice A; 1 B;.
Kako je
B¢)[X;]
B’L’ = Cov(s)(j,X]-) ;
Var(s)(j)
slijedi da
6244 6583 6156 6297
B{Y = 6182 ——— + 6104 - ——— + 6574 - —— + 6561 - ——— + 6479 -
6217 378(??(36; 37860 37860 + 37860 *
——— + 6821 - ——— = 6451.4,
37860 + 37860
4067 4166 3526 3432
B = 5462 - ——— + 5668 - ——— + 6143 - —— + 5942 . ——— | 7112
1913 2153?{)51L 21555 21555 + 21555 *
——— 46547 - ——— = 6094.2
21555 * 21555 ’
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2455 2250 2068 1974

BY® — 6233 . =2 Ntk 80 2% 18088 — 217 1 6239.
;)720 6233 121&93;6997 121OO+66 0 12100+8 88 12100+6 3
— 2. —— =6933.3

12100 756 12100 ’

@) 951 1086 883 786

BWY =3214. == 44297 ——— 4+ 4112 —— S + 7132
;44 3 5271600+ 7 5210+ 5210“’987 5210+

1+ 5490 - —— = 4600.1.

5210+5 %0 5210

Jos je potrebno izracunati

6244 6583 6156
CovW(j, X)=(1-6182- ——— +2-6104- ——— +3-6574 - ——
" o g e
6561 - —— 56479 —— +6-6821 - ———) — 6451.4 - 3.50 = 362.9
0561 - 37260 T 37860 37860) ’
4067 4166 3526
@ X)=(1-5462- —— +2-5668 - —— +3-6143 - ——— + 4 -
o e g s
5942 207 L5 7112 25 66547 - ———) — 6094.2 - 3.33 = 798.7
P2 e T 91555 21555) ’
2455 2250 2068
G4, X;) = (16233 - ——— +2- T 4+ 3-6680 —— 44 -
Cov (31,9734) (16233 12117%%4— 6997 12116%%—1— 12100 +
8088 — 1 5.6232- —— 4+ 67562 ———) — 6933.3 - 3.26 = 515.9
12100 T 12100 © 12100) ’
951 1086 883
Cov¥W(j. X)=(1-3214- —— +2-4297 - —— +3-4112- —— + 4 - 3987 -
7‘;2 (7, X5) (744 5210 o 5210 5210
L 15.7132- —— 16-5490 - ——) — 4600.1 - 3.30 = 1589.3
510 T 0 182 55y 1075490 5210) ’
te
6244 6583 6156 6297
W(iy=(1-1-—}+2.2. —/— 4+3.3. —— 4+4.4.— 4+5.5.
Vg;” () =( 37560 + 37860 T 37860 37860 T
S 166 —— ) —3.502 =29
37860 37860) ’
4067 4166 3526 3432
@D(iy=(1-1-—}+2.2. —— 4+3.3. —/—— 4 4.4.—/—— 1 5.5.
Vgl?) () =( 31 2155 + 91555 | 91555 T 91555 T
272 166 ———)—-3.332=29
91555 21555) ’
2455 2250 2068 1974
Var® (Y =(1-1-—4+92.9. 27~ 1 3.3. """ 1 4.4.——"~ 15.5.
1?20 () = 1642100 + 12100 12100 12100
e 166 —) —3.262 =29
12100 © 12100 ’
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1 1
95 086 383 4.4 786 5.5,

Var® 1-1- 2.92. +3.3- ——
;’L} () = o 5210 5210 5210 5210
2
: ) — —9.
5210 1070 5210) 330 -
Dobiva se
362.9
B =222 — 1941,
2.9
@  T98.7
=2 9749
! 2.9 ’
515.9
B® = 2227 _ 1794
! 2.9 ’
589.3
BW — —551.3
1 2.9

Kako bi se izracunale matrice A; za i = 1,2,3,4, prvo treba pronaci procje-

nitelje za strukturne parametre obzirom da

A — aiy 0
) 0 CLSQ) 3

, . ' Var® (j)
die o'V = —wei () _ _weiVar¥(G)

gaje ayy weit %y 22 weiVart)(j )+—"§

. 1

Dakle,
1
n—2

~2

> i1 Wi (Xij — fuig),

te slijedi

6?2 = 146100599, 63 = 431148192, 62 = 1087386513, 67 = 809946912.

Sada je
6% == z 62 = 618645554

112

procjenitelj za 02(6;).

Potrebno je jos pronaéi procjenitelje za 73 @ 7¢. Prema formulama iz pret-

hodnog odjeljka slijedi
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Wie Wie 1 37860 37860 21555
- 1 )
21555{21 112100( 12)1}00 52{1%6725 ( 5210 76725) 70720
(1 — . =1, 157233,
( 76725) 76725 ( 76725) 76725 ( 76725>}
— W 37860 21555 12100
Bo=S1 —By="—" 65414+ ——" .6094.2 + —— - 6933.3
0521? Lvee % 76725 * 76725 t 76725 *
— 4 1= 1.
+76725 600. 6301.3,
te je tada
I w; 162
~2 . I 10 2 —
To = Co {—I 1 ZZ W (BOz B()) w“} 398855.4.
Sada jos treba izracunati
B I 162

L =C1- {: Zz 1 wl. (B — E)Q - w_*}’

gdje wiy = d; - Wis.

Dakle,
n Wi, . (i
d; = ijl wii (] - ](() ))2;
odnosno
d1 == 29, d2 - 29, d3 = 29, d4 - 29,
te je sada

110706.1 (- 110706.1)
223323.4 223323.4

1 7wl wr, 3
— . 1@ 1_ 1@ _1:_.
o= T e (1 - ey = 2

L 621966 6.2.796.6):: 37994 | 347994 ) 150213
223323.4 223323.47 ' 2233234 223323.47 ' 2233234

(1— 15021 )11 = 1.160297,

223323.4

_ : 110706.1 62796.6 34799.4

By =S Yiep 0P qopq 4 220D ogp0 0 TR g9y
1= 2im wr, T 2233234 T 2233234 T 2233234 *
15021.3

22 . 551.3 = 242.5.

2933234 010 .

Nadalje, slijedi

72 = 9211.847,
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stoga se sada mogu formirati matrice A; 1 B; za svakii = 1,2,3,4. Dakle,
6451.4 6094.2 6933.3 4600.1
B = ( 124.1 ) B = ( 274.2 > Bs = ( 179.4 ) Ba= < 551.3 )
0.960 0.930 0.890 0.770
A= ( 00.62 ) Az = ( 00.48 ) As = ( 00.34 ) As= ( 00.18 )
Preostalo je jos izracunati B, koji je jednak

By = (Zi[:l A7t Zle A;B;.

6076.1
Bo = ( 286.9 )
Napokon, koristeéi prethodno navedene formule dobivaju se procjenjeni re-
gresijski pravci

te se dobiva

I | 1.rizik | 2.rizik | 3.rizik | 4.rizik |
sjeciste (u jO) || 6437 | 6093 | 6836 | 4939
nagib 169 | 245 | 212 | 271

Tablica 4: Procijenjeni regresijski pravci

Kolektivni regresijski pravac je tada oblika
w1i(©) = 6076 + (j — 3.40) - 224.

Prikaz sva tri pravea, kao i opaZenih vrijednosti za sve cetiri grupe rizika dan
je sljedecim slikama:
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prosjedni iznos stete

prosjedni iznos Stete

5000 5500 6000 6500 7000 7500

4500

5000 5500 6000 6500 7000 7500

4500

-

. rizik

opaZene vrijednosti
— individualni
e procijenjeni
— kolektivni

godine

Slika 2: Regresijski pravci za prvi rizik

2. rizik

opaZene vrijednosti
E— individualni
=_— procijenjeni .
—_— Kolektivni

godine

Slika 3: Regresijski pravci za drugi rizik
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prosjedni iznos stete

prosjedni iznos Stete

8000

7000 7500

6500

6000

5500

5000

4500

4000 5000 6000 7000

3000

3. rizik

opaZene vrijednosti
individualni
procijenjeni
kolektivni

godine

Slika 4: Regresijski pravci za treéi rizik

4, rizik

opaZene vrijednosti
individualni
procijenjeni
Kolektivni

godine

Slika 5: Regresijski pravci za cetvrti rizik
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Sazetak

U ovom radu opisan je regresijski model povjerenja. Posebna naznaka dana je
na jednostavni regresijski model gdje je vrijeme kovarijata, obzirom da je taj
model bila osnova za Hachemeisterov problem procjene Steta. Takoder uve-
den je pojam procjenitelja povjerenja, odnosno procjenitelja za individualnu
premiju. U radu su opisani homogeni i nehomogeni procjenitelj povjerenja,
te kako se definiraju kada se nalaze u vise dimenzija, odnosno kada postoji
portfelj od vise rizika.
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Summary

In this graduate thesis the regression credibility model was examined. Par-
ticular attention was paid to the simple linear regression case with time as
covariable, considering that this model was basis for Hachemeister’s original
problem. Also, credibility estimators were introduced, known as estima-
tors for the individual premium. In thesis were decribed differences between
homogenous and inhomogenous credibility estimator, and also definition of
them when they are in multidimensional credibility model.
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