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Uvod

U ovom radu proucavamo kut i mjeru kuta koji su vazni geometrijski pojmovi. Iako su
intuitivno jasni, njihove precizne definicije nisu sasvim jednostavne.

Na pocetku rada precizno definiramo pojmove binarne relacije, relacije parcijalnog
uredaja te totalnog ili linearnog uredaja. Koriste¢i Aksiome incidencije definiramo rav-
ninu i vrste ravnina koje koristimo u radu (P. P* - ravnina, metricka ravnina). Koristeci
Aksiome incidencije, Paschov aksiom i Aksiome potpunosti dajemo Siri kontekst aksi-
omatske izgradnje planimetrije. Definiramo pojam izometrije te osne simetrije, rotacije i
centralne simetrije kako bismo stvorili podlogu za definiranje neorjentiranih kutova kod
kojih posebno isti¢emo nul - kut i ispruZeni kut.

Definiramo pojmove okomica, polovista i osnovne odnose medu kongruentnim i kom-
plementarnim polupravcima koji odreduju kutove.

Posebnu vaZnost dajemo usporedivanju kutova za $to su nam vazni pojmovi supremuma
i infimuma. U radu detaljno objasnjavamo na koji nacin zbrajamo kutove te koja svojstva
vrijede pri zbrajanju. Vaznost pridajemo asocijativnosti, monotonosti i strogoj monotonosti
kod zbrajanja kutova.

Na kraju rada definiramo pojam mjere kuta te se upoznajemo s njenim osnovnim svoj-
stvima i zakonitostima.



Poglavlje 1

Ravnina

1.1 Ravnina

Propozicija 1.1.1. Neka je S neprazan skup. Svaki podskup od S X S nazivamo binarna
relacija na S. Ako je ¢ binarna relacija na S te x,y € S, onda (x,y) € ¢ oznacavamo sa
XQpy.

Relacija ¢ je refleksivna ako za sve x € S vrijedi x¢x; relacija ¢ je simetricna ako za
sve x,y €S xoypovlaci ypx; relacija ¢ je tranzitivna ako za sve x,y,z € S, (x¢y)&(y¢z)
povlaci xez. Relacija ¢ je antisimetricna ako za sve x,y € S, (x¢y)&(ypx) povlaci x = y.

@ je relacija ekvivalencije ako je istodobno refleksivna, simetricna i tranzitivna. Ako
je ¢ refleksivna, antisimetricna i tranzitivna sa skupu S, onda kaZemo da je ¢ relacija
parcijalnog uredaja na skupu S (ili parcijalni uredaj).

Propozicija 1.1.2. Ako je ¢ parcijalni uredaj na skupu S takav da za sve x,y € S vrijedi
xy ili yox, onda kaZemo da je ¢ totalni ili linearni uredaj na S (ili naprosto uredaj na S).

Teorem 1.1.3 (Aksiomi incidencije). Neka je M skup te neka je P familija podskupova od
M takva da vrijede sljedece svojstva:

Il. Za sve A,B € M, A # B postoji jedinstveni p € P takav da je A, B € p.
12. Za svaki p € P postoje A,B,C € p takve daje A + B # C # A.

13. Postoje tri medusobno razlicita elementa od M koji ne pripadaju istom elementu od

P.

Nadalje, neka je p : P — | 2P*P takva da je p(p) linearni uredaj na p za svaki p € P.
Tada za uredenu trojku (M, P, p) kaZemo da je ravnina.
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Neka je (M,P,p) ravnina. Tada elemente od M nazivamo tocke, a elemente od P
pravci.

Nadalje, ako su A,B € M,A # B onda sa AB oznacavamo jedinstveni pravac kojem
pripadaju obje tocke. Neka je p € Pi A € M te neka je A € p. Tada kaZemo da pravac p
prolazi tockom A, a toc¢ka A leZi na pravcu p.

Za tocke A,B,C € M kaZemo da su kolinearne ako postoji pravac na kojem one leZe.
Za tocke A, B,C € M kaZemo da su nekolinearne ako nisu kolinearne.

Definicija 1.1.4. Neka je (M,P,p) ravnina. Neka su A,B,T € M. KaZemo da T leZi
izmedu Ai Bu (M,P,p) ako postoji p € P tako da je A,B,T € p te vrijedi da je

A<, T<,BiliB<,T<,A.
Propozicija 1.1.5. Ako je T izmedu A i A, onda je T = A.

Dokaz. Ako je T izmedu A i A, postoji p € Ptakoda A,T € p te rijedi
AL, T<,A
iz Cegaslijedi A =T. O

Propozicija 1.1.6. Neka su A, B € M, te neka je p € P tako da A,B € p. Pretpostavimo
daje A <, B. Tada, ako je T izmedu AiB, ondaje T e pi A<, T <, B.

Dokaz. Imamo 2 slucaja:

1. slu¢ajA =B

T se nalazi izmedu A i B odnosno 7 je izmedu A i A pa prema Propoziciji [[.1.5]
A=A.Slijedi Tepi A<, T<,B.

2. slu¢aj A #B
T se nalazi izmedu A 1 B pa postoji g € Ptakodaje A,B,T € q1i
AL, T<,B
ili
B<X, T <, A.

Ali,A,BegteA,Be ppajeq=pstoznacidajeT € p.
Kad bi vrijedilo B <, T <, A ukombinaciji s A <, B dobili bismo kontradikciju.

Stoga, A<, T <, B.
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O

Definicija 1.1.7. Neka su A, B € M. Tada skup svih tocaka T € M koje su izmedu tocaka
A i B oznacavamo sa AB i nazivamo segment.

Definicija 1.1.8. Neka je K C M. KaZemo da je K konveksan skup ako za sve A,B € K
vrijedi da je AB C K.

Uocimo da je svaki pravac konveksan skup.

Propozicija 1.1.9. Svaki segment je konveksan skup.

Dokaz. Nekasu A,B € M. Zelimo dokazati da je AB konveksan skup. Neka su C,D €
AB. Neka je p pravac tako da je A, B € p. Tada je sigurno A <, Bili B <, A (jer je <,
linearni uredaj).
1. slucaj: A<, B
Iz C € ABsslijedi A <, C <, B. Isto tako imamo A <, D <, B. Posebno imamo
C,Deppaje C<,Dili D<,C.
I. C <, D Tada vrijedi: A <, C <, D <, Bpaje CD € AB.
II. D <, C Dobivamo analogni zaklju¢ak kaoiu
2. slu¢aj: B, A
Analogno dobivamo CD € AB.

Dakle, AB je konveksan skup. O

Definicija 1.1.10. Neka je O € p. Tada za skupove {T € p| O <, T}i{T € p|T <, O}
kaZemo da su polupravci s vrhom O.

Propozicija 1.1.11. Svaki polupravac je konveksan skup.

Dokaz. Neka je a polupravac. Tada postoji pravac p i tocka O € ptakodaje a ={T €
pIT<,0iia={Tep|O<,T}
Promotrimo slucaj kadaje a ={T € p|T <, O}.

Neka su A,B € a. Zelimo pokazati AB C a. Imamo A < » 01 B <, 0. Gledamo
A<, B.

Tada imamo A <, B<, Opaje AB C a. Isto dobivamo u slu¢aju B <p A.

ZakljuCujemo da je a konveksan skup.

Isti zaklju¢ak dobivamoiu slucaju a ={T' € p| O <, T}. O
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1.2 P -ravnina

Definicija 1.2.1. Neka je (M,P,p) ravnina. Za (M,P,p) kaZemo da je P-ravnina ako
vrijedi tzv. Paschov aksiom.

Aksiom 1.2.2 (Paschov aksiom). Ako su A, B € M te ako je p pravac koji sijece AB (1.
pNAB # 0 )onda p sijece AC ili p sijeCe BC.

Lema 1.2.3. Neka su A, B, C tri tocke koje leZe na istom pravcu. Tada je jedna od tih triju
tocaka izmedu druge dvije tocke.

Dokaz. Neka je p pravac koji sadrZzi to¢ke A, B, C.
1. sluaj A<, B

I. podslucaj C <, A
Tada imamo C <, A <, Bpaje Aizmedu Ci B.

II. podslucaj A <, C
Akoje C <, B,ondaje Cizmedu Ai B, aakoje B<, C,ondaje Bizmedu A
iC.

2. slucaj: B <, A Dobivamo analogno kao u 1. slucaju.

Lema 1.2.4. Neka su A,B € M te neka je P € AB,P # B. Tuda B ¢ AP.
Dokaz. Neka je p pravac koji sadrzi tocke A 1 B.

l. sluaj A<, B
Tadaje A<, P<, B.
Pretpostavimo B € AP. Tada je A <, B <, P paslijedi (zbog antisimetri¢nosti
relacije <,) B = P Sto je u kontradikciji s pretpostavkom. Dakle, B ¢ AP.

2. slucaj: B, A
Analogno dobivamo B ¢ AP kaoiu 1. sludaju.

O

Lema 1.2.5. Neka su A, B, C nekolinearne tocke. Neka je p € AB,P # B. Tada je
BCNAP =0.
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Dokaz. Pretpostavimo suprotno, postoji Q € APNBC. Prema Lemi imamo B ¢ AP.
Iz toga slijedi B # Q.

Imamo Q,B € AB, Q,B € BC. Zaklju¢ujemo AB = BC. Ovo je u kontradikciji s
¢injenicom da su A, B, C nekolinearne tocke.

Dakle, BC N AP = 0. O

Propozicija 1.2.6. Neka je (M, P, p) P-ravnina. Neka su A,B,C € M te neka je p pra-
vac koji ne prolazi niti jednom od ove tri tocke. Tada p ne moZe sijeci sva 3 segmenta

AB,AC, BC.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Promotrimo prvo slu¢aj kada toc¢ke A, B, C leZe na istom
pravcu. Oznacimo ga sa ¢. MoZemo bez smanjenja opCenitosti pretpostaviti da je

A<,B<,C

(prema Lemi . Znamo da P sije¢e AB u nekoj _tocki, oznacimo je sa P.
Tada je A <, P <, B. Nadalje, p sijeCe segment BC ineka je Q neka toCka iz njihovog
presjeka. Tada
B<,0x,C

Tvrdimo: P # Q.

U suprotnom, ako je P = Q,iz P <, Bi B <, Qslijedi B =P = Q (zbog antisime-
tricnosti) Sto povlaci da pravac p prolazi tockom B a to je nemoguce po pretpostavci.

Prema tome, P # Q.

Sada P,Qe€ pi P,Q € gpovlali p = g Sto je nemoguce jer p ne prolazi niti jednom
od toCaka A, B, C. Iz svega uaklju¢ujemo da tocke A, B, C ne leZe na istom pravcu.

Neka je A € pN BC,B, € pN AC,C,; € pN AB. Neka to¢ke Aj,B;iC, leZe na
istom pravcu p. Prema Lemi [I.2.3]moZemo bez smanjenja opcenitosti pretpostaviti da je
A, € B,C,. Uo&imo A, € BC §to znadi daje BC N B,C; # 0.

Prema Paschovom teoremu (primijenjenom na to¢ke A;, By, C; 1 pravac BC) imamo da
je BCNAB, #0ili BCNAC, # (. Oba sluaja su nemoguéa prema Lemi m O

1.3 P -ravnina

Definicija 1.3.1. Neka je (M, P, p) P-ravnina. Za (M, P, p) kazemo da je P*-ravnina ako
vrijedi sljedece: L
za svaki g € Pisve O,A€q, O+ Apostoji Be gtakodaje B+ Oi O € AB.

Propozicija 1.3.2. Neka je (M,P,p) P*-ravnina. Neka je p pravac te neka je R binarna
relacijana M \ p definirana sa ARB = ABN p = 0.

Tada je R relacija ekvivalencije na M \ p i ona rastavlja M \ p na tocno 2 klase ekviva-
lencije. Svaku od tih klasa nazivamo poluravnina (odredena sa p).
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Dokaz. Refleksivnost i simetri¢nost relacije R su ocite.
Nekasu A, B,C € M\p tako daje ARBi BRC. Treba dokazati: ARC.

Pretpostavimo suprotno. Tada AC N p # 0. Iz Paschovog aksioma slijedi da p sije¢e
ABili BC 3to je u kontradikciji sa ARBi BRC.

Dokazimo sada da Rrastavlja M\p na 2 klase ekvivalencije. Odaberemo tocku O € p.
Nadalje odabremo tocku A € M\p. Neka je q pravac koji sadrZi tocke O 1 A. Budu¢i da
je (M,P,p) P*-ravnina, postoji B € ¢,B # O takodaje O € AB. Uotimoda B ¢ p (u
suprotnom bi p 1 q bili razli€iti pravci koji bi sadrzavali tocke O i B), dakle B € M\p, a
okito AB N p = 0 (jer sadrzi O). Prema tome ARB. Stoga je [A] # [B]. Znaci, imamo
barem 2 klase ekvivalencije.

Neka je C € M\p. Tvrdimo da je ARC ili BRC. Pretpostavimo suprotno.

Tada je ARCi BRC pa ACNp #0i BC N p # 0. Naravno, imamo AB N p = (. Sve
zajedno je u kontradikciji s Propozicijom Dakle, ARC ili BRC paje [A] =[C]ili
[B] = [C]. Ovime smo pokazali da R rastavlja M\p na to¢no 2 klase.

m]

1.4 Metricka ravnina

Definicija 1.4.1. Neka je (M,P,p) P-ravnina, te neka je d : M X M — R funkcija koja
ima sljedeca svojstva:

11l d(A,B) >0, zasve A,Be M,
d(A,B)=0o A=B,zasve A,Be M.

112 d(A,B) =d(B,A), zasve A,Be M.

1113 nejednakost trokuta
d(A,B) <d(A,C)+d(C,B), zasve A,Be M,
d(A,B) =d(A,C)+d(C,B) & C € AB.

1114 Ako je r polupravac s vrhom O, te ako je x € R, x > 0, onda postoji T € r takva da
jed(O,T) = x.

Tada za uredenu cetvorku (M, P, p,d) kazemo da je metricka ravnina.
Ako je (M,P,p,d) metricka ravnina te A,B € M onda za broj d(A, B) kaZemo da je
udaljenost tocaka A i B u toj ravnini.

Propozicija 1.4.2. Neka je (M, P, p, d) metricka ravnina, neka je r polupravac s vrhom O
te neka je x pozitivan realan broj. Tada postoji jedinstvena tocka T € r takva da je

d(O,T) = x.
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Dokaz. Prema Definiciji 1114 takva tocka T postoji. Dokazimo sada da je takva
tocka jedinstvena.

Pretpostavimo da su 7', T, € rtakvidaje d(O,T) = xi d(O,T,) = x.

Buduci da je r polupravac s vrhom O postoji pravac p tako da je r = {T € p|O <, T} ili
r={T € p|IT <, O}.

1. slu¢aj r={T €p|O <, P}.
Tadaje O <, Tii O <, T,.

a) T1 ﬁp T2
Dakle, O <, T <, T». Slijedi T € OT>.
Po Definiciji 1113 imamo: d(0,T,) = d(O,T,) + d(T,,T,), dakle x =
x +d(T,T2). Stoga je d(Ty, T>) = 0 pa po Definiciji [[.4.1]1111 je T, = T.
by T, <, T
Analogno dobivamo T, = T5.

2. slucaj r={T € p|T £, O}.
Analogno dobivamo T = T5.

O
Propozicija 1.4.3. Neka je (M, P, p, d) metricka ravnina. Tada je (M,P,p) P*-ravnina.

Dokaz. Jasno je da je (M, P, p) P-ravnina.
Neka je g pravac, te neka su O,A € g. Dokazimo da postoji B € g,B # 0 tako da
je O € AB.

1. slu¢aj O <, A
Neka je r = {T € q|T <, O}. Tada je r polupravac s vchom O pa za 1 € R postoji
B € rtakodaje d(O, B) = 1. Iz ovoga slijedi da je O # B. Nadalje, B <, O. Dakle,
B<,0=,Apaje O € AB.

1. slucaj A <, 0
Analogno dobivamo toc¢ku B s traZzenim svojstvom.

Zakljuc¢ak: (M,%P,p)je P'-ravnina O

Propozicija 1.4.4. Neka je (M, P, p, d) metricka ravnina, te neka su A, B € M,A # B. Tada
postoji jedinstvena tocka C tako da je C € ABi d(A,C) =d(B,C). Tocka C leZi izmedu A
i B i za nju kaZemo da je poloviste duZine AB.

Dokaz. Ozna¢imo p = AB.
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1. slucaj A <, B
Neka je r = {T € plA £, T}. Tada je r polupravac s vthom A. Neka je x =
Tada je x > 0 pa postoji C € rtakodaje d(A,C) = x.
Jasno A < pC. Tvrdimo daje C < pB.
Pretpostavimo suprotno. Tada imamo B < pC, paje B € AC. Stogaje d(A,C) =
d(A,B) + d(B,C) iz Cega slijedi d(A,B) < d(A,C) tj. 2x < x §to je nemoguce.
Dakle, C <, Bpaje C € AB.
Stoga je d(A, B) = d(A,C)+d(C, B). Iz toga slijedi 2x = x+d(C, B) tj. d(C,B) = x.
Dakle, d(A,C) =d(C, B).

d(A,B)
-

2. slucaj B<, A
Analogno dobivamo da postoji C € p takav da d(A,C) = d(C, B).

Pretpostavimo sada da su C,D € p tocke takve da je d(A,D) = d(B,D)1i d(A,C) =
d(B,C). Dokazimo daje C = D.

Pretpostavimo da je A € CB. Iz toga slijedi d(C,B) = d(C,A) + d(A, B). Stoga je
d(A, B) = 0 odnosno A = B §to je kontradikcija.

Analogno dobivamo da B € AC vodi na kontradikciju. Po Lemi zakljuCujemo
C € AB. Stoga je d(A,B) = d(A,C)+d(C,B)=2-d(A,C)paje d(A,C)= @.

Isto tako dobivamo D € ABi d(A, D) = @.

Neka je r polupravac s vrhom A takav da je B € r. Tada je AB C rpaslijedi C,D € r.
Sadaiz d(A,C) = d(A, D) po Propoziciji [1.4.2slijedi C = D. O

Ako je A = B onda za tocku A kaZemo da je poloviste duZine AA.



Poglavlje 2

Izometrije

2.1 Izometrija

Definicija 2.1.1. Neka je (M, P, p,d) metricka ravnina. Za funkciju f : M — M kaZemo
da je izometrija te ravnine ako za sve A, B € M vrijedi

d(f(A), f(B)) = d(A, B).

Uocimo da ako je f izometrija ravnine (M,P,p,d) onda je f injekcija. Naime, ako su
A, B € M tocke takve da je A # B, onda je d(A,B) > 0 pa je d(f(A), f(B)) > 0 iz cega
slijedi f(A) # f(B).

Propozicija 2.1.2. Neka je (M, P, p,d) metricka ravnina.
1. Neka su fi g izometrije ove ravnine. Tada je i g o f izometrija.

2. Neka je f izometrija, te neka su A, B,C € M tocke takve da je C izmedu A i B. Tada
je f(C) izmedu f(A) i f(B).

Dokaz. 1. Nekasu A,B e M. Tadaje d((go f)(A),(go f)(B)) =d(g(f(A)),g(f(B))) =
d(f(A), f(B)) =d(A, B). Dakle g o f je izometrija.

2. Imamo C € AB paje d(A,B) = d(A,C) +d(C,B). Stoga je d(f(A), f(B)) =
d(f(A), f(C)) +d(f(C), f(B)) iz Cega slijedi f(C) € f(A)f(B).

O

Lema 2.1.3. Neka je (M, P, p,d) metricka ravnina, p € P pravac, A € pte x € R,x > 0.
Tada postoje tocno dvije tocke Ty, T, € p tako da je

d(T,A) = x =d(T,,A).

10
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Dokaz. Nekaje ry ={T € p|IT £, A}te r, ={T € p|A £, T}. Znamo da tada postoje
tocke Ty € rii T, € rytakodaje d(T1,A) = x =d(T,,A). Uo¢imodaje T, # A, T, + A
pa, buducidaje ry Nr, = {A}, imamo T, # T>.

Pretpostavimo da je 7 € p tocka takva da je d(T,A) = x. Tadaje T € rj ili T € r,. Ako
je T € ry onda iz Propozicije [1.4.2]slijedi T = T, a ako je T € r, onda iz iste propozicije
slijedi T = T. O

Teorem 2.1.4. Neka je (M,P,p,d) metricka ravnina, te neka je p pravac u toj ravnini.
Neka je [ : M — M izometrija ove ravnine. Tada je f(p) pravac.

Dokaz. Odaberimo A, B € ptakodaje A # B. Tadaje f(A) # f(B).
Neka je g = f(A)f(B). Tvrdimo da je f(p) =gq.

Dokazimo prvo da je f(p) C q.

Neka je T € p proizvoljna tocka. Imamo 3 slucaja:

1. sluéaj: T € AB (T izmedu A i B)
Iz Propozicije slijedi da je onda f(T) € f(A)f(B) iz Cega slijedi f(T) € g (jer
su f(A), f(B) € q).

2. slutaj: Be AT (Bizmedu AiT)
Iz Propozicije slijedi da je onda f(B) € f(A)f(T) Sto povlaci da tocke f{(A),
f(B) 1 f{T) leze na istom pravcu. Buduci da je ¢ jedini pravac koji sadrzi tocke f(A) i
f(B) imamo f(T) € q.

3. slu¢aj: A € BT (A izmeduBiT)
Tada je f(A) = f(B)f(T) iz Cegaslijedi f(T) € q.
U svakom slucaju f(T) € q. ZakljuCujemo f(p) C q.
Dokazimo sada da je g C f(p).

Neka je V € q. Ako je V = f(A) onda je jasno da je V € f(p). Pretpostavimo
daV # f(A). Neka je x = d(f(A), V). Tada je x > 0, pa prema Lemi [2.1.3|postoje tocke

T, Tep T, #T,

takve da je

d(T\,A) = x =d(T,,A).
Tadaje £(T1) # f(T2)i d(f(Ty), f(A)) = x = d(f(T>), f(A)). Nadalje, znamo £(T"), f(T3) €
g. 1z Leme [2.1.3|sada slijedi V = f(T})ili V = f(T). Dakle, V € f(p).

Zakljucak: ¢g C f(p). Prematome f(p) = g. Dakle, f{p) je pravac. O
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Korolar 2.1.5. Neka je (M,%P,p,d) metricka ravnina, neka su A,B,C € M tri nekoli-
nearne tocke te neka je f : M — M izometrija. Tada su f(A), f(B), f(C) nekolinearne
tocke.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Tada je f(C) € f(A)f(B). Iz Teorema [2.1.4]slijedi da je
f(A)f(B) = f(AB). Stogaje f(C) € f(AB).

To znacidaje f(C)= f(T)gdjeje T € AB. Budu¢i da je f injekcija imamo C =T pa
je C € AB. Ovo je u kontradikciji s ¢injenicom da su A, B, C nekolinearne tocke. O

Propﬂicija 22 Neka je (M,P,p) ravnina, te neka su P,Q,R € M tocke takve da je
Qe PRi Re PQ. Tada je Q =R.

Dokaz. Neka je p pravac koji sadrzi tocke P i R.

1. slu¢aj P <, R
Stogaje P <, Q0 <, R,a P <, Qpovlaci P <, R £, Q. Zbog antisimetricnosti
relacije <, imamo Q = R.

2. slu¢aj R <, P
Tada dobivamo R <, 0 <, Pi Q <, R <, P. Stogaje Q =R.

O

Lema 2.1.7. Neka je (M, P, p) ravnina, neka je p pravac te O € p. Neka su A, B € p\{O}.
Tada se tocke A i B nalaze na istom polupravcu od p odredenim s vrhom O ako i samo ako
O ¢ AB.

Dokaz. Pretpostavimo da se A i B nalaze u istom polupravcu odredenim p s vchom O. Tada
je AL,01 B=<,0ili O<,Ai1 0%, B.

I. slucaj A<,01 B<,0
Akoje A <, B,ondaje B¢ OA pabi O € AB, prema Lemi , povlacilo O = B
$to je nemoguée. Dakle O ¢ AB. Ako je B < » A analogno dobivamo O ¢ AB.

2. slucaj O0<,A1 0%, B
Analogno dobivamo O ¢ AB.

Pretpostavimo sada O ¢ AB. Dokazimo da se A i B nalaze u istom polupravcu od p
odredenim s O.

Pretpostavimo suprotno: A i B se nalaze na razli¢itim polupravcima od p odredenim
s O,Stopovlacidaje A £, O %, B,ili B <, O £, A. Uobaslutaja O € AB §to je
nemoguce. O

Propozicija 2.1.8. Neka je (M, P, p,d) metricka ravnina, te f: M — M izometrija.
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a)
b)
c)

Neka su A,B € M. Tada je f(AB) = f(A)f(B).
Neka je r polupravac s vrhom O. Tada je f(r) polupravac s vrhom f(O).

Neka je K poluravnina odredena pravcem p. Tada je skup f(K) sadrZan u poluravnini
odredenoj sa f(p).

Dokaz.  a) tvrdnja:

b)

Ako je A = Btvrdnja je jasna. Pretpostavimo A # B.

Iz Propozicije Im odmah dobivamo da je f(AB) C f(A)f(B).

Nekaje V € f(A)f(B). Tadaje V € f(A)f(B). No, f(A)f(B) = f(AB) (po Teoremu
dakle V € f(AB). Stoga postoji T € ABtakodaje f(T)=V.

Imamo 3 slucaja:

1. slu¢aj: T € AB, tadaje V € f(AB).

2. slutaj: B € AT, tadaje f(B) € f(A)f(T). Dakle, V € f(f(A)f(B))i f(B) €
f(A)V. Iz Leme @ slijedi V = f(B). Dakle, V € f(ﬁ).

3. slucaj: A€ BT, tadaje f(A) € f(B)f(T)sto zajedno sa V € f(A)f(B) povlaci
V=Ff(A)t. Ve f(AB).

U svakom slu¢aju smo dobili V € f(AB) pa zaklju¢ujemo da je f(A)f(B) C f(AB).
Dakle, f(AB) = f(A)f(B)

tvrdnja:

Neka je p pravac takav daje O € ptetakavdaje r = {T € p|T <, O}ili
r={T ep|O =, T} Nekaje Aer, A# O. Nekaje q= f(p). Neka je s onaj
polupravac od g odreden s f(O) koji sadrzi tocku f(A). Tvrdimo da je f(r) = s.
Nekaje T €r.Tadaje T € ppaje f(T)eq. Akoje T = O,ondaje f(T)€ s.
Pretpostavimo 7' # O. Prema Lemi O ¢ AT, ali iz toga slijedi f(0) ¢
f(AT) jer je f injekcija. Dakle, f(O) ¢ f(A)f(T). Imamo f(O), f(A), f(T) € qa
F(0) £ f(A)i f(O) # f(T).te f(O) € F(A)F(T) paprema Lemi [2.1.7/da flA) i f(T)
pripadaju istom polupravcu odredenom s f{O). Budu¢i da je f(A) € s imamo i da je
f(T) € s pa zakljuCujemo f(r) C s.

Neka je sada V € s. Tadaje V € g papostoji T € p takav daje f(T) = V.
Dokazimodaje T € r.

Pretpostavimo da T ¢ r. Tada T i A ne leZe na istom polupravcu od p odredenim
s O, pa iz Leme [2.1.7]slijedi daje O € AT. Ovo povla&i f(O) € f(AT) 4.
f(0) € f(A)F(T) pa iz Leme [2.1.7|slijedi da f{A) i f{T) ne leZe na istom polupravcu
od g odredenim s f{O), Sto je nemoguce jer f(A), f(T) € s. Ova pretpostavka je bila
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kriva, dakle T e r,paje f(T) € f(r)tj. V € f(r). Dakle, s C f(r) pa zakljuCujemo
f(r) =s.

¢) tvrdnja:
Odaberemo A € K. Tada A € p,pa f(A) ¢ f(p) (injekcija). Neka je L poluravnina
odredena s f(p) takvadaje f(A) € L. Tvrdimoda f(K) C L. Nekaje T € K. Tada je
AT Np = 0 paje, buduéi da je f injekcija, FAT)Nf(p) = 0,t. FAFT)NF(p) = 0.
Stoga je f(T) € L, pa moZemo zakljuciti f(K) C L.
O

Opcenito, ako je S skupi f : § — S funkcija, onda za x € S kazemo da je fiksna
tocka funkcije f ako je f(x) = x.

Napomena 2.1.9. Neka je (M, P, p) ravnina te neka su A,B € M,A # B. Tada postoji
Jjedinstveni polupravac s vrhom A koji sadrZi tocku B.

Propozicija 2.1.10. Neka je (M, P, p,d) metricka ravnina, neka je f: M — M izometrija
te ravnine te neka su A,B € M,A # B fiksne tocke od f. Tada je svaka tocka pravca AB
fiksna tocka od f.

Dokaz. Nekaje T € AB. Dokazimo da je T fiskna tocka od f. Imamo 3 slucaja:

1. sluaj: T € AB L
Neka je r polupravac s vihom A takavdaje Ber. Tadaje T € r(jerje ABCr). 1z
prethodne propzicije slijedi da je f{r) polupravac s vrhom f(A).

Uocimo, f(B) € f(r),no f(A) = A, f(B) = B. Dakle, f{(r) je polupravac s vrhom A
i B € r. Znamo da je polupravac s tim svojstvom jedinstven. Prema tome, f(r) = r.
Iz f(T) € f(r)slijedi f(T)€r.

Imamo: d(A,T) = d(f(A), f(T)) = d(A, f(T)). Dakle, d(A,T) = d(A, f(T)). Ako
je d(A,T) =0ondaje T = A = f(T). Inace, d(A,T) > 0 pa iz Propozicije [1.4.2]
slijedi T = f(T).

Dakle, T je fiksna tocka od f.
2. slu¢aj: Be AT
Neka je r polupravac s vrhom A takav daje 7 € r. Slijedi: B € r.

Kao i u prethodnom slucaju, zakljuc¢ujemo da je f(r) = r. Stogaimamo T, f(T) € r
i te dvije tocke su jednako udaljene od A. Iz Propozicije [[.4.2]slijedi T = f(T)tj. T
je fiksna tocka od f.

3. sludaj: A € BT
Analogno kao u 2. slu¢aju dobivamo da je T fisna tocka od f.
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O

Lema 2.1.11. Nel&je (M, P, p,d) metricka ravnina. Neka su A,B € M te neka je C
poloviste duZine AB. Neka je f : M — M izometrija. Tada je f{C) poloviste duZine
fA)f(B).

Dokaz. Akoje A = B,ondaje C = A pa je tvrdnja jasna.
Pretpostavimo A # B. Tadaje C € AB1i d(A,C) = d(C, B). Iz togasslijedi: f(C) € f(AB),
tj. f(C) € f(Af(B)1 d(f(A), f(C)) =d(f(C), f(B)).

Ovo upravo znaci da je f{C) poloviste duzine f(A)f(B) O

Propozicija 2.1.12. Neka je (M, P, p,d) metricka ravnina, neka je f: M — M izometrija
te neka su A, B € M tocke takve da je f(A) = Bi f(B) = A. Tada je poloviste duZine AB
fiksna tocka od f.

Dokaz. Neka je C poloviste duZine AB. Prema prethodnoj lemi f{C) je poloviste duzine
f(A)f(B), tj. duzine BA. Dakle, C 1 f{C) su polovsta duzine BA.
Iz ovoga slijedi C = f(C) tj. C je fiksna tocka od f. O

Propozicija 2.1.13. Neka je (M, P, p,d) metricka ravnina, neka je f : M — M izometrija
te neka su A, B,C € M tri nekolinearne tocke koje su ujedno fiksne tocke od f. Tada je f
identiteta na skupu M (tj. f(T) =T za svaki T € M).

Dokaz. Po Propoziciji [2.1.10|sve tocke pravaca AB, BC i1 CA su fiksne tocke of f. Neka je
T € M tocka koja ne leZi ni na jednom od ovih pravaca.

Odaberemo neku totku P € BC takodaje P # Bi P # C (moZemo uzeti da je P
poloviste BC). O&ito P # T. Pravac TP sije¢e duZinu BC pa iz Paschovog aksioma slijedi
da TP sije¢e AC ili AB.

MoZemo bez smanjenja opéenitosti pretpostaviti da je TP N AC # 0. Nekaje Q €
TP N AC. Pretpostavimo Q = P. To povlati P € TP NAC,no BC N AC = {C} pa prema
tome P = C §to je nemoguce jer je P # C.

Dakle, Q # P,paiz Q € TPslijedi T € PQ. Budu¢idaje Pe BCi Q € AC, tocke
P 1 Q su fiksne za f, pa je stoga 1 svaka toCka pravca PQ fiksna za f po Propoziciji [2.1.10
Dakle, T je fiksna tocka za f. O

2.2 Osna simetrija

Definicija 2.2.1. Neka je (M,P,p,d) metricka ravnina te neka je p pravac u toj ravnini.
Neka je [ : M — M izometrija. Za f kaZemo da je osna simetrija s obzirom na pravac p
ako je f razlicita od identitete na M te ako je svaka toc¢ka pravca p fiksna za f.
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Apsolutna ravnina

Definicija 2.2.2. Neka je (M,P,p,d) metricka ravnina. Za (M,P,p,d) kazemo da je
apsolutna ravnina ako vrijedi sljedece:

1V 1 Za svaki pravac p € P postoji jedinstvena osna simetrija s obzirom na pravac p.
Tu osnu simetriju oznacavamo s s,.

IV 2 Ako je O € M te ako su ry i ry polupravci s vihom O, onda postoji bar jedan
pravac p takav da je s,(ry) = rs.

Propozicija 2.2.3. Neka je (M, P, p,d) apsolutna ravnina te neka su p i p’ pravci takvi da
je s, = sy. Tada je
p=r.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, p # p’. Nekasu A,B € p,A # B. Nekaje C € p’ tako
da C ¢ p.

Tada su A, B i C nekolinearne toCke. ToCke A 1 B su fiksne za s5,. ToCka C je fiksna za
Sy, N0 s, = 5, paslijedi C fiksna za s,,.

Dakle, A, B,C su fiksne tocke izometrije s,. Po Propoziciji [2.1.13]imamo da je s,
identiteta na M. To je nemoguce jer je s, osna simetrija s obzirom na pravac p koja je po
definiciji razlicita od identitete.

ZakljuCujemo p = p’. O

Definicija 2.2.4. Neka je S skup te f: S — S funkcija. Za f kaZemo da je involucija ako
je
fof=ids.

Pri tome sa ids oznacavamo identitetu na skupu S.

Napomena 2.2.5. Neka su S i T skupovi te nekaje f:S - Ti g:S — S funkcije takve
da je
gof=idsifog=idr.
Tada je f bijekcija i ' = g.
Naime, ako su x,y € S takvi da je f(x) = f(y), onda je g(f(x)) = g((f(y)). No, za
svaki z € S vrijedi

8(f(z)) = (g ° f)z) = ids(2) = z.

Prema tome x =y. Dakle, f je injekcija.
Neka je y € T. Imamo

J@() = (f o g)y) = idr(y) = y.
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Neka je x = g(y). Dakle, x € S i f(x) =y. Zakljucak, f je surjekcija.

Neka je y € T. Znamo da je

o =x
gdje je x jedinstveni element iz S tako da je f(x) =y. No, f(g(y)) =y. Dakle, g(y) = x,
1. 8 = ).
Dakle,
g ="'

za svaki y € T pa zakljucujemo da je ' = g.

Napomena 2.2.6. Neka je f : S — T involucija. Tada je f bijekcijai f~' = f. Naime,
imamo f o f =ids, pa po prethodnoj napomeni slijedi tvrdnja.

Propozicija 2.2.7. Neka je (M,P,p,d) apsolutna ravnina. Neka je p € P pravac. Tada
Jje sp involucija. Nadalje, s, nema drugih fiksnih tocaka osim onih na pravcu p.

Dokaz. Zelimo dokazati da je s, involucija, tj. da vrijedi s, o 5, = idy.

Nekaje f = s,05,. Tadaje f izometrija kao kompozicija izometrija. Nadalje, za svaki
T € pvrijedi f(T) = (s, 0 s,)(T) = s,(s5,(T)) = 5,(T) = T. Dakle, svaka toCka pravca p
je fiksna tocka za f.

Pretpostavimo da je f # idy. Tada je f osna simetrija s obzirom na pravac p. Slijedi
f=sp1.

$p 08, =Sy

Odaberemo tocke A,B € p,A # Bte C € M,C ¢ p. Iz Korolara n slijedi da
su s,(A), s,(B), s,(C) nekolinearne. Imamo

$p(5p(C)) = (5p 0 5)(C) = 5,(C).

Iz toga slijedi 5,(C) je fiksna tocka za s,,.

Dakle, A, B, 5,(C) su nekolinearne fiksne tocke za s,. Iz Propozicije 2.1.13]slijedi s, =
idy. To je nemoguce jer je s, osna sminetrija. Stoga f = idy, tj. s, 0 5, = idy.

Dakle, s, je involucija. Takoder, zakljuCujemo s, nema drugih fiksnih to¢aka osim onih
na pravcu p. ]

Uocimo da iz prethodne Propozicije [2.2.7]slijedi da je u apsolutnoj ravnini (M, P, p, d)
za svaki pravac p funkcija s, bijekcija i sl‘,1 = Sp.

Propozicija 2.2.8. Neka je (M,P,p,d) apsolutna ravnina. Neka je p € P pravac. Neka
su K'i L poluravnine odredene s p. Tada je s,(K) = Lis,(L) = K.
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Dokaz. Prema Propoziciji s, je sadrzano u poluravnini odredenoj sa s,. No, 5,(p) =
p. Stoga je s5,(K) C Kili s,(K) C L.

Pretpostavimo s,(K) € K. Odaberimo tocku T € K. Tada je s5,(T) € K. Jasno da je
sp(s,(T)) = T. Iz Propozicije [2.1.12|slijedi da je poloviSte duzine T's,(T) fiksna toCka
od s,. Oznacimo to poloviSte sa P. Dakle, imamo P € Ts,(T)paje P € K (jer je K
konveksan skup). S druge strane, buduci da je P fiksna tocka od s, iz Propozicije [2.2.7
slijedi P € p. Ovo je u kontradikciji s ¢injenicom daje KN p = 0.

ZakljuCujemo: s,(K) € L. Ovime smo pokazali da se jedna poluravnina odredena pravcem
p preslikava u drugu pri s,. Stoga je s,(L) C K.

Nekaje T € L. Nekaje T’ = s,(T). Tada je T’ € K. Imamo s,(T') = T, dakle
T € s5,(K). Prema tome, L C s,(K) pa zakljuCujemo da je s,(K) = L. Analogno
dobivamo s,(L) = K. |

Propozicija 2.2.9. Neka je r polupravac s vrhom O, te ujedno polupravac s vrhom O’.
Tada je O = O'.

Dokaz. Buduci da je r polupravac s vthom O, postoji pravac p takav da je O € p te takav
daje r={Tep|T <,0}ili r={Tep|O=,T}.
Nadalje, bududi da je r polupravac s vchom O’ postoji pravac ¢ takav da je

r={Teq|T <,0}ilir={Teq|0 =, T}

Pretpostavimo O # O’. Tadaiz 0,0’ € rslijedi O,0" € pi 0,0’ € g, pa zakljuCujemo
pP=q

Pretpostavimo r = {T' € p|T £, O}. Iz O € rslijedi O <, O. Buduci da je
(M, P, p) P*-ravnina postoji tocka A € ptakodaje A # O i O # AO.

Iz Leme slijedi da se tocke A 1 O ne nalaze na istom polupravcu od p odredenim
s O’. No, r je polupravac od p odredens O’ i1 O € r. Stoga A ¢ r. Buduci da je

r={Tepl|T <, 0},

vrijedi O <, A. Sada O’ € AO povlati O <, 0’ <, A. 1z O <, O’ slijedi O = O’ §to je
kontradikcija. Stoga je
r={Tepl|O=,T}.

No, ovo sada na isti nacin vodi na kontradikciju.
Zakljuujemo: pretpostavka je krivai vrijedi O = O'. |

Teorem 2.2.10. Neka je (M,P,p,d) apsolutna ravnina. Neka su A,B € M,A # B. Tada
postoji jedinstveni pravac p takav da je s,(A) = B.
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Dokaz. Dokaz egzistencije:
Neka je C poloviSte duZine AB, te neka je ¢ = AB. MoZemo bez smanjenja opCenitosti
pretpostaviti da je A <, B. Iz C € AB slijedi

A<,C%,B.

Neka je
rn={Teq|T Z,Clter,={Teq|C=,T}.

Tada su r; 1 r, polupravci s vthom Cteje A€rji Ber,.

Iz Aksioma [2.2.2|IV 2 slijedi da postoji pravac p takav da je s,(r;) = r,. Prema
Propoziciji [2.1.8b) s,(r1) je polupravac s vrhom s,(C).

No, to je ujedno i polupravac s vrhom C. Iz Propozicije [2.2.9slijedi 5,(C) = C.
Iz 5,(r1) = r, slijedi da je 5,(A) € r,. Imamo d(A, C) = d(C, B) te nadalje

d(A,C) = d(s,(A), 5,(C)) = d(s,(A),C).

Stoga je d(C,B) = d(C, s,(A)). Dakle, s,(A)1 B su dvije tocke na polupravcu r, jednako
udaljene od C. Iz Propozicije slijedi s,(A) = B.

Dokaz jedinstvenosti:
Pretpostavimo sada da su p i p’ pravci takvi da je s,(A) = B1i s,(A) = B. Neka je
f = s, 0sy. Tada je f izometrija te imamo f(A) = s,(sy(A)) = s5,(B) = Ate f(B) =
s,(sy(B)) = s,(A) = B. Dakle, A i B su fiksne tocke za f. Iz Propozicije slijedi da
je svaka toCka pravca g = AB fiksna za f. Stoga je f =idyili f = s,.
Pretpostavimo f = s5,. UoCimo daje p # g ( 5s,(A) = B, s,(A) = A). Stoga postoji T € p
takav daje T ¢ g. Neka je K poluravnina odredena s g tako da je T € K. Neka je L druga
poluravnina odredena s gq. UoCimo da je s,(q) pravac koji sadrZi tocke s,(A) 1 s,(B), .
toCke A 1 B. Stoga je 5,(q) = q.

Iz Propozicije [2.1.8|c) slijedi da je s5,(K) sadrzan u poluravnini odredenoj sa s,(¢) = g.
Stoga je

s,(K) € K ili s,(K) C L.

No, T € Kis,(T)=T.Dakle, T € s5,(K), pa je jasno da ne moze vrijediti s,(K) C L.
Stoga je 5,(K) C K. Iz ovoga slijedi s,(L) € L (u suprotnom bismo imali 5,(L) C K pa
bi slijedilo s,(M) = s,(KUqUL) C 5,(K)Us,(K)Us,(L) C KUg # M Sto je nemoguce
jer je s, surjekcija.
Isto tako dobivamo
sy(K)C K, s, (L) C L.

Stoga je
J(K) = (sp o sp)K) = 5,(5,)(K)) € 5,(K) € K.
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S druge strane, s,(K) = L prema propoziciji To je kontradikcija.
Dakle, f # s,. Prematome, f = idy. Dakle, s, o0 s, = idy. Sljedi

spo(s,08,)=s5,0idy

paje (sp © Sp) O Sy = 8p, tJ ldM O Sy = Sp.
Dakle, s, = s,. Iz Propozicije [2.2.3|slijedi p’ = p. 0

Korolar 2.2.11. Neka je (M, P, p,d) apsolutna ravnina. Neka je O € M te neka su ry,r)
polupravci s vrhom O. Tada postoji jedinstveni polupravac p takav da je s,(ri) = r».

Dokaz. Egzistencija takvog pravca slijedi p slijedi iz aksioma IV2 apsolutne ravnine.
Pretpostavimo da su p i g pravci takvi da je

sp(r1) = ryisy(ry) = .

Znamo da je r; polupravac s vchom O pa je stoga s,(r;) polupravac s vthom s,(0).

No, s,(r;) = r, Sto znaCi da je s,(r) polupravacs s vrhom O. Iz Propozicije [2.2.9]
slijedi da je 5,(0) = O.

Iz Propozicije [2.2.7]slijedi O € p. Analogno dobivamo, O € g (koristeci s,(r1) = r2).

Odaberimo tocke A € rj 1 B € rp takve daje d(O,A) =11 d(O, B) = 1 (takve tocke
sigurno postoje). 1z s,(ry) = r, slijedi da je 5,(A) € r,. Imamo

d(0,A) = d(s5,(0), s,(A)) = d(O, 5,(A)).

Dakle, s,(A) i B su toCke na polupravcu r, takve da je d(O,s,(A)) = d(O,B). 1z
Propozicije [1.4.2]slijedi s,(A) = B. Isto tako dobivamo s,(A) = B.

Akoje A = B, ondaje s,(A) = A1 s,(A) = Aiz Cegaslijedi A € pi A € q. Stoga
pravci p i g sadrze 2 razlicite tocke O 1 A (jer je d(O,A) = 1). Stogaje p = q.

Ako je A # B, onda iz Teorema [2.2.10[slijedi p = q. O

Pravac p iz prethodnog korolara naziva se simetrala polupravaca r;i r;.

Teorem 2.2.12. Neka je (M, P, p,d) apsolutna ravnina. Neka su A,B € M,A # B. Neka
Jje q skup svih tocaka T € M tako da je d(A,T) =d(B,T). Tada je q pravaci s,(A) = B.

Dokaz. Neka je p pravac takav da je s,(A) = B (znamo da takav pravac postoji prema
Teoremu [2.2.10). DokaZimo da je p = g. Nekaje T € p. Tada je

d(A,T) =d(s,(A),s,(T)) =d(B,T).

Dakle, d(A,T)=d(B,T)paje T €q.
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Obratno, neka je T € g. Neka je r; polupravac s vchom 7 takav da je A € r; te neka
je r» polupravac s vrhom 7 takav da je B € r,. Prema Aksiomu [2.2.2]IV2 postoji pravac
I takav da je s,(ry) = r,. Iz Korolara 2.2.T1|slijedi da je T € [. Nadalje, s,(ry) C r»1i

d(A,T) = d(s/(A), s(T)) = d(si(A), T).

No, d(A,T) =d(B,T) (jerje T € q). Stoga su s,(A) i B to¢ke na polupravcu r, jednako
udaljene od T.

Slijedi s,(A) = B. Iz Teorema [2.2.10]slijedi [ = p. Kako je T € [slijedi T € p.
ZakljuCujemo: p = gq. O

Definicija 2.2.13. Neka je (M,P,p,d) apsolutna ravnina te neka su p i q pravci u toj
ravnini. KaZemo da je pravac q okomit na pravac p (u oznaci q L p ako je q # pi
sq(p) = p. KaZemo i da je g okomica na p.

Propozicija 2.2.14. Neka je (M, P, p,d) apsolutna ravnina te neka su p i g pravci tako da
je q okomit na p. Tada je p L q. Nadalje, pravci p i q se sjeku.

Dokaz. Nekaje A € ptoCkatakvadaje A # q. Iz s,(p) = p slijedi s,(A) € p. Neka je
B = 5,(A). Jasno je da je s5,(B) = A.

Neka je T poloviste duzine BA. Iz Propozicije slijedi da je T fiksna tocka za
sq- Stogaje T € q.

S druge strane, T € BA C p. Dakle, T € p. Iz toga slijedi p ngq # 0.

Dokazimo sada daje p L g. Jasno, p # q. Ostaje joS dokazati s,(q) = g. Neka je
C € g. Buducidaje s5,(A) = B, s,je simetrala duzine ABpaje d(A,C) = d(C, B). Slijedi:

d(sp(A), 5,(C)) = d(5,(C), 5,(B)),

paje d(A, s,(C)) = d(s,(C), B) (jer je A, B € p). Stoga se s5,(C) nalazi na simetrali duZine
AB paje 5,(C) € q. Mozemo zakljuciti da je s,(g) C qg. Dakle, s,(g) je pravac sadrZan u
pravcu g, Sto povlaci s,(g) = q. O

Napomena 2.2.15. Neka je ﬂ/[, P, p,d) apsolutna ravnina. Neka su A,B € M,A # B te
neka je p simetrala dufine AB. Tada je p okomica na pravac AB i p prolazi polovistem
duiine AB. Naime, p # AB (jer A,B ¢ p)i s,(AB) = AB (jer s5,(A), s,(B) € AB).

Propozicija 2.2.16. Neka je (M,P,p,d) apsolutna ravnina. Neka je p € P pravac i
A € M tocka. Tada postoji jedinstveni pravac q takav daje A € qi g L p.

Dokaz. Uzmimo A ¢ p. Neka je B = s,(A). Tadaje A # B. Neka je g = AB. Ocito je
pravac p simetrala duZine AB iz Cega slijedi p L g povladi g L p. Pretpostavimo da je ¢’
neki pravac takavdaje A€q'1 ¢ L p.Slijedidaje p L g paje s5,(q') =¢".
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Posebno, s,(A) € ¢,tj. B € q'. Imamo A, B € g’ paslijedi g = g’. Time je dokazana
tvrdnja propozicije u slucaju A ¢ p.

Pretpostavimo sada A € p. Neka su ry, r;, razliCiti polupravci od p s vihom A. Neka su
Ber i Cer,tocke takve daje d(A,B)=1=d(A,CQC).

Uo&imo da je A poloviite duzine BC. Neka je ¢ simetrala duzine BC. Tadaje A € ¢
1 gL BC,tj. gL p.Pretpostavimo da je ¢’ pravac takavdaje A € ¢g’'1 ¢' L p. Tada je
sq(p) = ppaje sy(B) € p. UoCimo

d(A,B) = d(sy(A), sy (B)) = (A, s4(B)).

Imamo 2 sluCaja: s,(B) € ri ili s4(B) € r.

U prvom slucaju imamo da su s,(B) 1 B 2 tocke na polupravcu r; jednako udaljene od
A. Prema Propoziciji sy (B) = B, §to povlaci B € ¢’. Dakle, A,B € ¢q',A,B € ppa
slijedi ¢’ = p, no to je u kontradikcijis ¢’ L p. Stogaje s,(B) € r;. Sadasu s,(B)iC 2
tocke na r, jednako udaljene od A, stoga je po Propoziciji [1.4.2] s,(B) = C. Dakle, ¢’ je
simetrala duzine BC pa slijedi (po Teoremu daje ¢ =gq. O

Osnovni teorem o izometrijama

Teorem 2.2.17 (Osnovni teorem o izometrijama). Neka je (M, P, p,d) apsolutna ravnina,
te neka je f : M — M izometrija. Tada je f osna simetrija ili kompozicija dvije osne
simetrije ili kompozicija tri osne simetrije.

Dokaz. Ako je f =idy,ondaje f =s,0 s, zasvakipravac p.

Pretpostavimo sada da je f # idy. Tada postoji A € M tako daje f(A) # A. OznaCimo
A’ = f(A). Neka je p simetrala duZine AA’. Neka je g = s, o f. Tada je g izometrija i
imamo

g(A) = 5,(f(A) = 5,(A") = A,
dakle g(A) = A.

1. slucaj g =idy
Tada je s, o f = idy iz Cega slijedi f = s,.

2. slucaj g #idy
Tada postoji B € M tako da je g(B) # B. OznaCimo B’ = g(B). Uo¢imo, A # B
(jer je g(A) = A, g(B) # B). Neka je ¢ simetrala duzine BB’. Neka je h = 5408
Tada je h izometrija i
h(B) = 5,(8(B)) = 5,(B") = B.

Nadalje,
h(A) = 54(g(A)) = s4(A).
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Imamo,
d(A, B) = d(g(A),g(B)) = d(A, B).

Dakle, d(A, B) = d(A, B’) paje stoga A € gq. Slijedi h(A) = A.

1. podslucaj h = idy
Onda je s,0g = idy paje g = s,z Cega slijedi s, o f = s,. Tada je
spo(s,of)=s,08, f=s5,08,.
Neka je r = AB. Tocke A i B su fiksne za h pa je svaka tocka pravca r fiksna
za h (po Propoziciji [2.1.10)). Iz ovoga slijedi da je / osna simetrija s obzirom
na pravac r. Dakle, h = s,, paje s,0g = s, iz Cegaslijedi g = s, 0 s,. Iz toga
slijedi s, 05, =s,0 fpaje f=5,085,05,.

O

Korolar 2.2.18. Neka je (M, P, p, d) apsolutna ravnina, te nekaje f: M — M izometrija.
Tada je f bijekcija.

Dokaz. Znamo da je svaka osna simetrija bijekcija. Stoga, iz prethodnog teorema slijedi da
je f bijekcija ili kompozicija dvije bijekcije ili kompozicija tri bijekcije. U svakom slucaju,
f je bijekcija. |
Korolar 2.2.19. Neka je (M, P, p, d) apsolutna ravnina, te neka je f : M — M izometrija.
Tada je f~': M — M izometrija.

Dokaz. Neka su C,D € M. Buduéi da je f izometrija vrijedi d(f~'(C), f}(D)) =
d(f(f~1(C), f(f1(D))). Dakle,

d(f~1(C), /(D)) = d(C, D).
Ovo znaci daje f~!izometrija. O

Korolar 2.2.20. Neka je (M,P,p,d) apsolutna ravnina, te neka su f,g: M — M izome-
trije koje se podudaraju u 3 nekolinearne tocke. Tada je f = g.

Dokaz. Neka su A,B,C € M nekolinearne tocke takve da je f(A) = g(A), f(B) =
g(B), f(C) = g(C). Znamo da je g bijekcija te da je g™' : M — M izometrija. Neka
je h =g 'of. Tadajehizometrijai h(A) = g7'(f(A)) = g7'(g(A)) = Ate h(B) = B
i W(C) = C. Dakle, A,B,C su fiksne tocke od & pa iz Propozicije [2.1.13]slijedi da je
h = idy. Dakle, g™' o f =idy paje f=g. O

Propozicija 2.2.21. Neka je (M,%P,p,d) apsolutna ravnina, te neka su A,B,A’,B’ € M
tocke takve da je d(A,B) = d(A’,B’). Tada postoji izometrija f : M — M tako da
je f(A) = A"i f(B) = B'. Ako imamo i tocke C, C’ tako da je d(A,C) = d(A’,C") i
d(B,C) =d(B’,C’) onda moZemo posticii to da je f(C)=C".
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Dokaz. Nekaje g: M — M izometrija takva da je g(A) = A’ (ako je A = A’ uzmemo
g =1idy,aakoje A # A’ neka je g simetrala duZine AA’).
Ozna¢imo B” = g(B). Imamo

d(A’, B') = d(A, B) = d(g(A), 8(B)) = d(A", B"),

dakle d(A’,B’) = d(A’,B”). Neka je sada h : M — M izometrija takva da je h(A") = A’ i
h(B") = B'.

Takva izometrija A sigurno postoji. Naime, ako je B’ = B” mozemo uzeti h = idy, a

ako je B # B” mozemo uzeti h = s, gdje je p simetrala duzine B’B” pri éemu je u tom
sluaju A’ € p (zbog d(A’,B’) = d(A’,B”). Neka je ¢ = ho g. Tada je ¥ izometrija
1 Y(A) = A1 y(B) = B’. Nekaje C” = y(C). Akoje C” = (C’, onda je ¥ traZena
izometrija.
Pretpostavimo da je C’ # C”. Neka je ¢ simetrala duzine C’'C”. Imamo d(4’,C’) =
d(A,C) =dy(A),¥(C)) =d(A’,C") iz Cegaslijedidaje A" € g. Posve analogno dobivamo
B egq.

Promotrimo izometriju s, o . Imamo (s, o ¥)(B) = B" 1 (s, 0 y)(A) = A,

(54 0 Y)(C) = 5,W(C)) = 5,(C") = C".

ZakljuCujemo: s, o i je trazena izometrija. O

2.3 Rotacije

Definicija 2.3.1. Neka je (M, P, p,d) metricka ravnina, te neka je O € M. Za izometriju
f M — M kaZemo da je rotacija s centrom O (ili oko O) ako je f = idy ili je O jedina
fiksna tocka od f. Uocimo da rotacija nije osna simetrija.

Teorem 2.3.2. Neka je (M, P, p,d) apsolutna ravnina.

a) Neka supip’ dva pravca u toj ravnini te pretpostavimo da je O € M tocka takva da
je pNp' ={0}. Neka je r = s, 0 s,. Tada je r rotacija oko O.

b) Neka je r rotacija s centrom O (u ravnini (M, P, p,d)). Neka je p pravac takav da je
O € p. Tada postoji pravac p’ koji prolazi tockom O tako da je r = s, o s),.

Dokaz. a) tvrdnja

Ocito je r izometrija te je O fiksna tocka od r. Pretpostavimo da je A € M fiksna
toCka od r. Neka je B = 5,/(A). Imamo: s,(B) = s,(s,,(A)) = (5,0 5,)(A) = r(A) =
A. Dakle, s,(A) = B.
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Pretpostavimo da je A # B. Imamo, s5,(A) = B, 5,,(A) = B pa iz Propozicije 2.2.10
slijedi p = p’. To je nemoguce jer je p N p’ jednoClan skup.

Stoga je A = Bpaimamo s,(A) =A1i s,(A) = A. Ovo znaci da je A fiksna toCka
od s, i s, paiz Propozicije [2.2.7)slijedi A€ pi A € p’. Dakle, A€ pnppaje
A=0.

Zakljucujemo: O je jedina fiksna tocka od f. Dakle, f je rotacija oko O.
b) tvrdnja

Ako je r = idy onda mozemo uzeti p’ = p,p” = p. Uzmimo da je r # idy.
Odaberimo to¢ku A € p,A # O. Neka je B = r(A). Uoc¢imo da je A # B (inace bi
A bila fiksna tocka od r, no jedina fiksna tocka od r je O).

Nadalje, vrijedi
d(0,A) = d(r(0),r(A)) = d(O, B).

Neka je p’ simetrala duZine AB. Tadaje O € p’ (prema Teoremu . Neka je
f = sy or. Tadaje f izometrijai f # idy (ako je s, or = idy,ondaje r = s,,a
to je nemoguce). Uocimo da su O i A fiksne tocke od f. Stoga je svaka tocka pravca
OA, tj. pravca p, fiksna za f (Propozicija [2.1.10). Buduéi da je f # id)y imamo
f =5, Dakle, s, or=s,paje r=s5,0s),.

m]

Korolar 2.3.3. Neka je (M, P, p,d) apsolutna ravnina te neka je r : M — M rotacija oko
tocke O. Tada je r~' : M — M rotacija oko tocke O.

Dokaz. Ako je r = idy tvrdnja je jasna. Pretpostavimo r # idy,.

Prema Teoremu [2.3.2]b) postoje pravci p i p’ koji prolaze toc¢kom O takvi da je r =
s, o s,. Uo¢imo da je p # p’ (inaCe bismo imali r = idy). Stogaje p N p' = {0}. Iz
Teorema a) slijedi da je s, o s,/ rotacija oko O. Ozna¢imo f = s, o 5,,. Imamo:

ro f = (sp, o sp) o (sp o sp,) =S5y 0 (sp o sp) O Sy = 8§y O idy o Sy = Sy oSy = idy.

Dakle, o f = idy i analogno f or = idy. Stogaje f = r~'. Dakle, r~! je rotacija oko
0. m|

Napomena 2.3.4. Opcenito, ako je (M,P,p,d) apsolutna ravnina, p i q pravci, onda kao
u dokazu Korolara vidimo da je (s, o sq)‘1 = 5,05,

Korolar 2.3.5. Neka je (M,P,p,d) apsolutna ravnina, neka je r rotacija s centrom O, te
neka je p pravac koji prolazi tockom O. Tada postoji pravac p’ koji prolazi tockom O takav
daje r=s,0 5.
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Dokaz. 1z Korolara slijedi da je ! rotacija oko O. Sada prema Teoremu b)
postoji pravac p’ koji prolazi to¢kom O takav da je r' = 5, o s,. Koriste¢i Napomenu
2.3.4|dobivamo: (r")™' = (s, 05,)7" =5, 05,. Dakle, r=s,05,. O

Propozicija 2.3.6. Neka je (M,P,p,d) apsolutna ravnina. Neka je O € M, te neka su
v i w polupravci s vrhom O. Tada postoji jedinstvena rotacija r oko tocke O takva da je
r(v) = w.

Dokaz. Neka je p pravac takav da je v C p. Neka je g pravac takav da je s,(v) = w
(Aksiom @IVZ). Tada je s,(0) = O (naime, s,(v) je polupravac s vchom s,(0) pa
Propozicija [2.2.9povlati O = s5,(0)). Dakle, O je fiksna tocka od s, paje O € q.

Neka je r = 5,05, Budu¢idaje O € pi O € g, iz Teorema [2.3.2]a) zakljuCujemo
da je r rotacija oko O. Imamo:

F) = (5,0 5,)(V) = 5,(v) = w.

Dakle, r(v) = w.
Pretpostavimo sada da je r’ rotacija oko O tako da je r’(v) = w. Prema Teoremu [2.3.2]
b) postoji pravac p’ kroz O takav da je 7’ = s,y o 5,. Imamo

w="r')=(sy 05,)(V) = sy(s,(v) = s, (V).

Dakle, s,/(v) = w. Iz Korolara 2.2.T1]slijedi p’ = q. Stogaje r' =r. m|

2.4 Centralna simetrija

Definicija 2.4.1. Neka je (M,P,p,d) metricka ravnina, te neka je O € M. Definiramo
Junkciju so : M — M na sljedeci nacin:

1. s0(0)=0.

2. Neka je T € M\{O}). Neka je r polupravac od OT s vrhom O takav da T ¢ r.
Definiramo so(T) kako tocku na r koja je udaljena od O za d(O, T).

Za funkciju so kaZemo da je centralna simetrija s centrom O.

Uocimo da za svaku tocku T € M vrijedi da je O poloviste duzine T'so(T)1 so(T) je
jedinstvena tocka s tim svojstvom.

Lema 2.4.2. Neka je (M, P, p,d) metricka ravnina, neka je O € M, te neka je r rotacija
oko tocke O takva da je r # idy i r involucija. Tada je r centralna simetrija s centrom O.
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Dokaz. Nekaje T € M. Tadaje r(r(T)) = T pa je prema Propoziciji [2.1.12| poloviste
duzine Tr(T) fiksna tocka od r. Bududi da je r rotacija oko O razlicita od identitete jedina
fiksna tocka od r je O. Dakle, O je poloviste duzine Tr(T). Stoga je r(T) = so(T).
ZakljuCujemo: r = so. Dakle, r je centralna simetrija s centrom O. O

Teorem 2.4.3. Neka je (M,P,p,d) apsolutna ravnina te neka je O € M. Neka supiq
pravci kroz tocku O takvi da je p L q. Tada je

50 = S, 0 4.

Dokaz. Neka je A € ¢g\{O}. Neka je B = s5,(A). Tadaje B € q (jer je s,(q) = q po
definiciji okomitosti). Stoga je

(540 5,)(A) = 54(5,(A)) = 54(B) = B, (5, 0 5,)(A) = 5,(5,(A)) = 5,(A) = B.

Prema Teoremu [2.3.2]a) s, 05,1 s,0 s, su rotacije oko O. Neka su v i w polupravci s
vrthom O takvidaje A € vi B € w. Znamo da je (s, o s,)(v) polupravac s vchom O koji
sadrzi toCku B. Stoga je

(5,0 8)(v) =w.
Isto tako imamo
(540 5,(v) = w.
Iz Propozicije [2.3.6]slijedi
8§08, =15,05,.
Neka je r = s, o s,. Imamo:
ror=(s,08,)0(s,08,)=(s5,08,)0(8505,)=5,0(8508,)05,=idy.
Dakle, r je involutorna rotacija oko O i1 r # idy (ako je s, 0 s, = idy,ondaje s, = 5,1

p = g $to je nemoguce jer je ( p L g). Iz Leme slijedi da je r centralna simetrija s
centrom O. O
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Kutovi

3.1 Neorjentirani kutovi

Neka je (M, P, p,d) apsolutna ravnina. Neka je A skup svih uredenih parova (1, s) gdje
sur is polupravci u danoj ravnini s istim vrhom. Na skupu A definiramo relaciju ~ sa
(r,s) ~ (r', s") ako postoji izometrija f : M — M takva da je

f)=r'if(s)=ys".

Tada je ~ relacija ekvivalencije na skupu A.
Naime, ~ je ocito refleksivna ( (r,s) ~ (r, s) jer je idy izometrija). Nadalje, ako je
(r,s) ~ (', s") onda postoji izometrija f : M — M takva da je

f=rif(s)=s.
Znamo daje f~!': M — M izometrija, a vrijedi
e =) =rifI) = U6 = .
Dakle, (r,s) ~ (¥, s’). Prema tome, ~ je simetri¢na.

Pretpostavimo da je (r,s) ~ (*',s') 1 (r',s") ~ (r’,s”). Slijedi da postoje izometrije
f,g: M — M takve da je
J)=rif(s)=ys,

g(ry=r"1 g(s’) =s”. Nekaje h = go f. Tada je h izometrija i

h(r) = (g o f)(r) = g(f(r) = g(r") = 1"

28
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1 analogno A(s) = s”. Prema tome, (r,s) ~ (r”’,s”). Dakle, ~ je tranzitivna relacija.
Ako je (r,s) ~ (1, s"), onda za parove (r,s)i (+',s’) kazemo da su kongruentni.

Ako su r i s polupravci s istim vrthom, onda klasu ekvivalencije od (r, s) relaciji ~
nazivamo neorjentirani kut i oznacavamo /(r, s). Dakle, ako su (r, s), (', s’) € A, onda
je 4(r,s) = £(r',s") ako 1 samo ako (r,s) ~ (1, s").

Uocimo sljedece:
Ako su r i s polupravci s istim vrhom, onda je /(r,s) = Z(s,r). Naime, prema Aksiomu
[2.2.2]IV2 postoji pravac p takav da je s,(r) = s. Iz ovoga slijedi

Sp(sp(r)) = Sp(S), tj- (Sp © Sp)(r) = Sp(S)
paje r = s,(s). Prema tome, (7, s) i (r’, s’) su kongruentni pa je
L(r,8) = L(s,1).

Definicija 3.1.1. Neka je (M, P, p) ravnina te neka su v i w polupravci u ovoj ravnini. Za
v i w kazemo da su komplementarni polupravci ako postoje pravci pravac p i tocka O € p
takvi da su v i w razlic¢iti polupravci od p s vrhom O.

Uocimo sljedece:
Ako je (M, P, p,d) metricka ravnina, O € M te viv’ komplementarni polupravci s vchom
O, ondaje so(v) =V'. Iz ovogaslijedi: Ako je (M, P, p) apsolutna ravnina te ako suv, w, v’,
w’ polupravcti s istim vrhom takvi da su v 1 v’ komplementarni, te w 1 w’ komplementarni,
ondaje Z(v,w) = £(v',w").

Propozicija 3.1.2. Neka je (M, P, p, d) apsolutna ravnina, te neka je r polupravac. Tada za
svaki polupravac v vrijedi da su (v, r) i (v, v) kongruentni. Nadalje, ako su v i w polupravci
s istim vrhom te ako su (v, r) i (v, w) kongrentni, onda je v = w.

Dokaz. Neka su O 1 O’ tocke takve da je r polupravac s vchom O te v polupravac s vr-
hom O’. Neka je A € r tocka takva da je d(O,A) = 1 te neka je A" € v tocka takva da
je d(O’,A’) = 1. Prema Propoziciji [2.2.21] postoji izometrija f : M — M takva da je
f(O) = 01 f(A”) = A’. Znamo da je f{r) polupravac s vthom O’ te da sadrZi tocku A’.
Stoga je f(r) = v.

Pretpostavimo sada da su v 1 w polupravci s istim vrhom takvi da su (7 r) 1 (v, w) kongru-
entni. Tada postoji izometrija f(r) =vi f(r) = wpajev = w. O

Iz Propozicije [3.1.2] slijedi da u apsolutnoj ravnini (M, %, p) za svaki polupravac r
vrijedi £(r,r) = {(v,v) | v polupravac}.
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Nul-kut

Definicija 3.1.3. U apsolutnoj ravnini (M, P, p,d) neorjentirani kut /(r, r) nazivamo nul-
kut, pri cemu je r polupravac. Nul-kut oznacavamo s 0.

Propozicija 3.1.4. Neka je (M,P,p,d) apsolutna ravnina te neka su v i v’ komplemen-
tarni polupravci. Tada su (v, v’) i (w, w’) kongruentni kad god su w i w’ komplementarni
polupravci. Nadalje, ako su w i w’ polupravci s istim vrhom takvi da su (v, v’) i (w, w’)
kongruentni, onda su w i w’ komplementarni.

Dokaz. Neka je p pravac te O € p tako da su v i v’ razliciti polupravci od p s vthom O.
Neka je A € v tako da je d(O,A) = 1. Neka su w 1 w’ komplementarni polupravci. Tada
postoji pravac g i O’ € g tako da su w 1 w’ razliciti polupravci od g s vthom O’.

Neka je A’ € wtako da je d(O’,A’) = 1. Prema Propoziciji [2.2.21] postoji izometrija
f:M — Mtakodaje f(O) =0, f(A) =A".

Jasno, O # A,0" # A’. Imamo, p = OA,q = O’A’. Stoga je f(p) = q. Nadalje, f(v) je
polupravac s vchom O’ koji sadrzi A. Stoga je f(v) = w.

gtovi§e,f(v ’) je polupravac s O’ 1 f(v) C g. Stoga je f(v') = wili f(v') = w’. Pretpos-
tavimo f(v') = w.

Imamo

q=f(p)=fO0UV)=fMUS)=wUw=w,

dakle g = w Sto je nemoguce. Prema tome, f(v') = w’. ZakljuCujemo: (v, v’)1 (w, w’) su
kongruentni.

Pretpostavimo sada da su w i w’ polupravci s istim vrhom takvi da su (v, v’) i (w, w’)
kongruentni.

Tada postoji izometrija f takva da je f(v) = wi f(v') = w'. Ozna¢imo O’ = f(0),q =
f(p).

Tada je g pravac i O" € q. Iz f(v) = w slijedi da je w polupravac s vthom O’ 1
w C g, stoga je w polupravac od ¢g s vchom O’. Isto tako, w’ je polupravac od ¢ s vithom O’.
Nadalje, w # w’ jer je v # V' if injekcija. Dakle, wiw’ su komplementarni polupravci. O

Ispruzeni kut

Definicija 3.1.5. Neka je (M,P,p,d) apsolutna ravnina. Neka su v i v’ komplementarni
polupravci. Tada za /(v,V") kaZemo da je ispruZeni kut. IspruZeni kut oznacavamo s .

Lema 3.1.6. Neka je (M,P,p) P*-ravnina te neka je p pravac. Neka je O € p te neka su
L, i L, poluravnine odredene pravcem p. Neka je A € L,. Neka je r polupravac s vrhom
O takav da je A € r. Tada za svaki T € r,T # O vrijedi T € L,.
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Dokaz. Uo€imo prvo da na polupravcu r nema tocke, osim O, koja lezi na p. Naime, u
suprotnom bi r bio polupravac od p s vrhom O $§to je nemoguce jer A ¢ p. Iz ovoga slijedi
dajeT ¢ p.

Pretpostavimo da je T € L,. Tada segment AT sijeCe pravac p, postoji tocka K € AT
tako da je K € p. Buduéi da je r konveksan imamo AT C r paje K € r. No, K # O jer
O ¢ AT prema Lemi Dobili smo jo§ jednu tocku na r razli¢itu od O koja pripada
pravcu p Sto je nemogude.

Dakle, T € L;. O

Odnosi medu kutovima

Propozicija 3.1.7. Neka je (M, P, p,d) apsolutna ravnina. Neka je r polupravac s vrhom
O, te neka je p pravac takav da je r C p. Neka je K zatvorena poluravnina odredena
pravcem p. Tada za svaki neorjentirani kut a postoji jedinstveni polupravac s vrhom O
takav daje s C K i /(r,s) = a.

Dokaz. 1z Propozicija (3.1.2]1 slijedi da je tvrdnja istinita ako je @ = 0 ili @ = w.
Pretpostavimo stogadaje @ # 01 @ # w.
Jedinstvenost:

Pretpostavimo da su s i s’ 2 polupravca s vchom O’ sadrzana u K takva da je /(r, s) =
a1 /(r,s") = a. 1z ovoga slijedi da su (1, s) 1 (1, s’) kongruentni. Stoga postoji izometrija
takva da je f(r) = r1 f(s) = s’. Znamo da je f(r) polupravac s vthom f{O). Dakle, r je
polupravac s vrhom f{O) pa je prema Propoziciji f0)=0'.

Neka je A € r takva toc¢ka da je d(O, A) = 1. Tada je

fA) e f(nil =d(0,A)=d(f(0), f(A) = d(O, f(A))

Dakle, A i f{A) su tocke na r udaljene od O za 1. Stoga je A = f(A). Prema tome, O i A su
razlicite toCke pravca p fiksne za f. 1z ovoga slijedi da je svaka tocka pravca p fiksna za f.
Stoga je f = idy ili f = s,,.

Pretpostavimo da je f = s5,. Imamo s C K pa je f(s) C f(K), tj. s € f(K). Iz
Propozicije znamo da je f(K) poluzatvorena ravnina odredena s p razlicita od K.
Stoga je f(K)NK = p,abududidaje s’ C f(K)N K imamo s” C p. Dakle, s je polupravac
s vthom O sazdrZan u p, tj. polupravac od p s vthom O. Stogaje s = rilisuris
komplementarni.

U prvom slucaju imamo 4(7, s’) = 0, u drugom 4(r, s’) = w, Sto je u kontradikciji s
¢injenicom 4(r, s") = a.

Dakle, f =idy pajes=1+s".

Neka su u i v polupravci s vchom O’ takvi da je @ = Z(u,v). Nekasu A’ e ui A €r
tocke takve da je d(O’,A’) = 11d(0,A) = 1. Prema Propoziciji [2.2.21|postoji izometrija
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ftakvadaje f(O) =01 f(A) = A’. 1z toga slijedi f(u) =r.
Neka je s = f(v). Ako je s C K, onda smo gotovi.
Pretpostavimo s ¢ K. Tada postoji T € s tako da je T ¢ K. Neka je L zatvorena

poluravnina odredena s p razliCita od K. Tada iz Leme [3.1.6]slijedi s C L. Iz Propozicije
slijedi s,(L) = K, iz Cega slijedi s,(s) € K. Nadalje, ocito je s,(r) = r. Prema tome

a = L(r,s) = L(s,(7), 5,(5)) = £(r, 5,(5))
O

Propozicija 3.1.8. Neka je (M,P,p,d) apsolutna ravnina. Neka su q i p pravci takvi da
jeq L p. Neka je f: M — M izometrija. Tada je f(q) L f(p).

Dokaz. Prema Propoziciji [2.2.14] pravci p i g se sijeku. Neka je O tocka iz njihovog
presjeka. Neka su A, B € p tocke takve da je A # B,d(0O,A) = d(O,B) = 1.

Buduci da je s,(p) = pte O € g1 A, B ¢ g, imamo s,(A) = B (kada bi s5,(A) = A bila bi
fiksna tocka, tj. A € ¢ §to ne vrijedi). Iz ovoga slijedi da je ¢ simetrala duZine AB pa prema

Teoremu [2.2.12]slijedi
qg=1{T € M |d(A,T) =d(B,T)}.

Nekaje T € gq. Tadaje d(A,T) =d(B,T) pa je

d(f(A)), f(T)) = d(f(B)), f(T)).

Obratno, ako je C € M tocka takva da je d(f(A),C) = d(f(B),C), onda za neku tocku
T € M vrijedi C = f(T) (jer je f bijekcija) pa imamo d(f(A), f(T)) = d(f(B), f(T))) Sto
povla¢id(A,T) =d(B,T)paje T € q. Dakle, C € f(g).

Zakljucak: f(q) je skup svih tocaka jednako udaljenih od f(A) i f(B). 1z Propozicije
slijedi da je f(g) simetrala f(A)f(B). Prema tome, sy, (f(A)) = f(B). Ocito,
510(f(0)) = f(O).

Imamo,

St (f(P)) = 57 (f(O)f(A) = F(O)f(B) = f(p).
Zakljucak: f(q) L f(p). |

Propozicija 3.1.9. Neka je (M,P,p,d) apsolutna ravnina. Neka su u i v polupravci s
istim vrhom koji leZe na okomitim pravcima. Tada /(u,v) = /(u',V') kad god su u’ i v’
polupravci s istim vrhom koji leZe na okomitim pravcima.

Nadalje, ako su u’ i v’ polupravci s istim vrhom i ako je /(u,v) = Z(u’',Vv') onda u’ i v’
leZe na okomitim pravcima.
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Dokaz. Neka je O vrh polupravaca uiv. Neka su pi¢g pravei takvidajeu Cpiv Cq.
Neka su u’ 1 V' polupravci s vchom O’ te neka su p’ i ¢’ okomiti pravci takvi da je u’ C
p'iv C ¢. Iz Leme [3.1.6]slijedi da se v nalazi u zatvorenoj poluravnini odredenoj
pravcem p. Oznacimo je s K.

Prema Propoziciji [3.1.7) postoji polupravac s s vchom O takav da je s C K te takav da
su (u’,v") 1 (u, s) kongruentni. Dakle, postoji izometrija f takvadaje f(u’) =ui f(v') = s.
Iz ovoga slijedi da je f(p’) = p.

Prema Propoziciji [3.1.8vrijedi f(¢") L f(p’). Dakle, f(¢') L p. Jasnodaje f(O’) = O,
stoga je O € f(q’). Dakle, pravac f(q") prolazi tockom O i okomit je na p.

Iz Propozicije [2.2.16]i Cinjenice da je ¢ L p slijedi da je f(¢') = g. Imamo V' C ¢’ pa
je (V) € f(g), . s € q.

Dakle, s 1 v su polupravci od g s vchom O. Tvrdimo da je s = v.
Pretpostavimo suprotno, tj. s # v.

Neka su A € vi B € s tocke takve da je d(O,A) = 11d(0O, B) = 1. Jer je p # ¢ imamo:

A,BEK,A¢p,B¢p.

Ovo znati da to¢ke A i B leZe u istoj poluravnini odredenoj pravcem p pa i AB leZi u toj
poluravnini, pa je stoga AB L p = 0. Uo¢imo da toke A i B ne leZe na istom polupravcu od
g s vthom O. Stoga Lema povlaéi da je O € AB §to je u kontradikciji s AB L p = 0.

Dakle, s = v pa je prema tome Z(u’, V") = £(u,v).

Pretpostavimo sada da su «’ i v' polupravci s istim vrhom takvi da je Z(u,v) = £(u’,V").
Tada postoji izometrija f : M — M takva da je f(u) = v’ 1 f(v) = V. Iz ovoga slijedi
da u’ lezi na pravcu f(p), a V' na pravcu f(q), pa iz Leme [3.1.§]slijedi da u’ i v’ leze na
okomitim pravcima. O

Definicija 3.1.10. Neka je (M, P, p,d) apsolutna ravnina. Neka su u i v polupravci s istim
vrhom koji leZe na okomitim pravcima. Tada za neorjentirani kut /(u, v) kaZemo da je pravi
kut.

3.2 Usporedivanje kutova

Neka je (M, P, p,d) apsolutna ravnina. Odaberimo pravac p, O € p te r polupravac od p s
vrhom O. Nadalje, neka je K zatvorena poluravnina odredena pravcem p.
Za neorjentirani kut & definiramo skup S, na sljedeci nacin:

ako je a ispruZeni kut stavimo S, = K.
Uzmimo da « nije ispruZeni kut.
Iz Propozicije [3.1.7]slijedi da postoji polupravac s s vthom O takav da je s C Ki £(r, s) =
a. Ako je r = s, onda stavimo S, = r.
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Pretpostavimo da je r # s. Tada s ne leZi na pravcu p. U suprotnom bismo imali da su
r 1 s komplementarni polupravci pa bi Z(r, s) bio ispruZeni kut (suprotno pretpostavci da o
nije ispruzen).

Neka je g pravac na kojem lezi s. Iz Leme [3.1.6]slijedi da se r nalazi u zatvorenoj
poluravnini odredenoj s g. Uo¢imo da je ta zatvorena poluravnina jedinstvena. Naime,
kada bi r bio sadrZzan u obje poluravnine odredene s ¢, onda bi bio sadrZan 1 u njihovom
presjeku. Dakle, bio bi sadrzan u ¢ Sto bi povlacilo p = g. To je nemoguce je s ne leZi na
.

Oznacimo s L zatvorenu poluravninu od ¢g koja sadrzi r. Definiramo S, = KN L. Za
S » kaZzemo da je zatvoreni kutni isjecak pridruZen kutu « i odreden s ri K.

Neka je K skup svih neorjentiranih kutova. Na skupu K definiramo relaciju < tako da
zaa,f € K stavimo a < B ako je S, € Spg.

PokaZimo da ova definicija ne ovisi o izboru pravaca p, polupravca r, tocke O i zatvorene
poluravnine K.

Pretpostavimo da je p’ pravac, O’ € p’, r’ polupravac od p’ s vthom O’ te K’ zatvorena
poluravnina odredena s p’. Neka je f : M — M izometrija takva da je f(r) = 7' i f(K) =
K’. Takva izometrija postoji jer moZemo uzeti izometriju f takvu da je f(r) = r’ (takva
postoji prema Propoziciji [2.2.21) i tada je f(p) = p’ pa je f(K) zatvorena poluravnina
odredena s p’. Ako je to bas K’, onda smo gotovi. Inace, komponiramo f sa s, i dobivamo
traZzenu izometriju (po Propoziciji [2.2.8)).

Neka je @ € K. Oznacimo sa S|, zatvoreni kutni isje¢ak pridruZen kutu @ odreden s
1 K’'. Tvrdimo da je f(S,) = S,

Ako je « ispruzeni kut, onda je S, = K, S/, = K’ pa je tvrdnja jasna.

Pretpostavimo da je a razliCit od ispruzenog kuta. Neka je s polupravac s vchom O
sadrzan u K takav da je Z(r,s) = a te neka je S’ polupravac s vchom O’ sadrzan u K’ takav
daje £(r',s’) = a. Ako je r = s, onda po Propoziciji (3.1.2/slijedi ¥’ = s’ paimamo S, = r,
a S/ =r". Ocitoje tada f(S,) =S)).

Pretpostavimo r # s. Imamo

@ = L(r,5) = L(f(r), f(5)) = (', f(s)),

a f(s) € f(K) = K’ 1 f(s) je polupravac s vchom O’. Iz Propozicije slijedi da je
s = f(s).

Neka je g pravac na kojem lezi s, te ¢’ pravac na kojem lezi s’. Tada je f(q) = ¢'.
Neka je L zatvorena poluravnina odredena s g takva da je r € L. Neka je L’ zatvorena
poluravnina odredena s ¢’ takva da je ¥ C L’. Tada je f(L) zatvorena poluravnina odedena
s ¢’ 1sadrzi r’ iz Cega slijedi da je f(L) = L’. Imamo

fS)=fKNL)=fEK)NfFL) =K NL =S,
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Dakle, £(S,) = S/,.

DokaZimo sada da je definicija relacije < na skupu K s obzirom na r i K ista kao s
obzirom na r’ 1 K’. Neka su @, € K. Tada je @ < 8 s obzirom na r i K ako i samo ako
je S« € Sp, Sto vrijedi ako 1 samo je f(S.) S f(Sp) ako i samo je S|, € S ; ako i samo ako
a < B sobziromnar iK’'.

Uocimo sljedece: ako je (M, P, p,d) apsolutna ravnina, onda za svaki neorjentirani kut
a vrijedi 0 < @ < w pri ¢emu je 0 nul kut.

Napomena 3.2.1. Ako je a neorjentirani kut te S , pripadni kutni isjecak s obzirom na neki
polupravac r s vrhom O te ako je A € S ., A # O, onda je polupravac s vrhom O koji sadrZi
A podskup od S .

Lema 3.2.2. Neka je (M,P,p) P*-ravnina. Neka je p pravac u toj ravnini, K zatvorena
poluravnina odredena tim pravcem, O € pte T € K, T # O. Pretpostavimo da je q pravac
razlicit od p koji prolazi tockama O i T. Tada oba polupravca od q s vihom O ne leZe u K.

Dokaz. Neka suviw polupravci od g s vchom O takvidaje T € v. Nekaje C e w,C # O.
Tada to¢ke C i T ne pripadaju istom polupravcu od ¢ s vchom O pa je O € CT. Dakle,
CT L p #0,aotito CiT neleze na p (jer p # q). Stoga C i T ne leZe u istoj poluravnini
odredenoj s p pa ni u istoj zatvorenoj poluravnini odredenoj s p. 1z ovoga zakljucujemo da
oba polupravca viw ne leze u K. O

Teorem 3.2.3. Neka je (M,P,p,d) apsolutna ravnina. Neka je p pravac, K zatvorena
poluravnina odredena s pravcem p, O € p te r i r’ razliciti polupravci od p s vrhom O.
Neka je s polupravac s vrhom O tako da je s C Ki s # r,s # r'. Neka su A, Bi A’ tocke
razlicite od O te nekaje A € r,B € si A’ € r'. Tada vrijedi sljedece:

a) Za svaki polupravac v s vrhom O takav da jev € K'iv & {r,s,r'} vrijedi da v sijece
samo jednu od duZina AB, BA’. Ako v sijece AB, onda je S ;) € S /.5, a ako v
sijece BA’, onda je S ,.5) € S /(rv)-

b) Neka su u i v polupravci s vrhom O koji sijeku duZinu AB u tockama P i Q redom.
Tada je S ;i) € S y(rv) ako i samo ako P leZi izmedu A i Q.

Dokaz.  a) Neka je v polupravac s vchom O takodajev C Ktev ¢ {r, s,r'}. Neka je g
pravac na koje lezi v. Buduci da tocke A 1 A” leZe na razliCitim polupravcima od p s
vrhom O, vrijedi O € AA’. Jasno, O € q.

Iz Paschovog aksioma slijedi da g sije¢e A’B ili BA. Uo¢imo da ¢ ne prolazi ni kroz
A ni kroz A’. U suprotnom bi vrijedilo p = ¢ Sto bi znacilo da je v polupravac od p s
vrhom O, a to je nemoguée zbog v #riv # r'.
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Pretpostavimo da je B € g. Neka je v' polupravac od ¢ s vthom O, razlicit od v.
Kada bi vrijedilo B € v/, onda bi slijedilo v/ = s pa bi Lema [3.2.2] povlacilav ¢ K
Sto je nemoguce. Dakle, B ¢ V' pa je B € v §to povlaci v = s, a to je kontradikcija.
ZakljuCujemo: B ¢ q.

Dakle, ¢ ne prolazi niti jednom od to¢aka A, A’, B pa Propozicija povladi da ¢
ne sije¢e obje duZine A’B i BA. Stoga i v ne sijece obje ove duZine.

Pretpostavimo da ¢ sije¢e A’B u to¢ki P. Neka je v/ polupravac od ¢ razli¢it od v.
Pretpostavimo da je P € v'. Iz Leme [3.1.6]tada slijedi da je v/ C K. Sada Lema
[3.2.2] povlaci da v nije podskup od K Sto je kontradikcija.

Dakle, P ¢ V' pa je P € v pri éemu zakljudujemo da v sijete A’B.

Analogno dobivamo da v sijece AB ako g sije¢e AB. Dakle, v sije¢e samo jednu od
duzina AB1A’B.

Pretpostavimo da v sijecCe AB u totki C. Uotimo dasuA,B € S «r.s) pa iz konveks-
nosti skupa S, slijedi C € S ;.. Sada iz Napomene [3.2.1]slijedi v C S 5.

DokaZzimo da je S /) € S /). Nekaje T € S .., T # O. Neka je w polupravac
s vthom O tako da je T € w. Tada je w C K (po Propoziciji [3.1.6) pa prema
dokazanom w sijece A’B ili AB.

Pretpostavimo da w sijece A’B u to¢ki D. Prema Napomeni imamo wCS )
Stoga je D € S ;). Znamo da je S ) = K N L' gdje je L’ zatvorena poluravnina
odredena s ¢ takva da je A € L’. Imamo C € AB N ¢g. Znamo da tocke A i B ne
leze na g pa slijedi da se A 1 B ne nalaze u istoj poluravnini odredenoj s g. Nadalje,
znamo da pravac ¢ ne sije¢e A’B §to povladi da se A’ i B nalaze u istoj poluravnini
odredenoj s g. 1z D € A’B slijedi da se D i1 B nalaze u istoj poluravnini odredenoj s
g pa zakljuCujemo da se A i D ne nalaze u istoj poluravnini. Ovo je u kontradikciji s
¢injenicom da je D € L’ (Sto slijediiz D € S ,.1)).

Zaklju¢ujemo: w ne sijete A’B §to povlaci da sije¢e AB. Buduéi daje AB C S ;. iz
ovoga zaklju¢ujemo (koriste¢i Napomenu [3.2.1)) daje w C S ,(.,). Dakle, T € S ).

Uocimo da w zapravo sijece CA. Naime, u suprotnom imamo da w sijece AB u tocki
E takvoj da je E € CB,E # C. Iz toga slijedi da C nije na EBpa EBN g = 0. To
znaci da su E i B s iste strane od q.

No, C € ABN g §to znadi da su A i B s razli¢itih strana od ¢. Zaklju¢ujemo: A i E su
s razliCitih strana od ¢ Sto je nemoguée jerje E € L' (E € w € S .,y € L'). Dakle,

Sz(r,v) - Sz(r,s)-
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b)

Pretpostavimo da v sijecCe A’B u tocki C. DokaZimo da je S € S.v. Neka
jeT € S,,5, T # O. Neka je w polupravac s vchom O koji sadrZi tocku 7. Prema
Napomeni w C S y. Posebno, w C K. Prema dokazanom w sijece A’B ili AB.

Pretpostavimo da w ne sije¢e AB. Tada w sije¢e A’B u tocki D pri éemu D # B.
Znamo da je S .5y = K N L gdje je L poluravnina odredena pravcem OB takva da je
A € L. Imamo O € AA’NOB paslijedi da se A 1 A’ nalaze u razli¢itim poluravninama
odredenim s OB. 1z Leme slijedi A’D N OB = 0 §to zna&i da se A’ i D nalaze
u istoj poluravnini odredenoj s OB. Zaklju¢ujemo da se D i1 A nalaze u razliitim
poluravninama odredenim s OB 1 to je u kontradikciji s ¢injenicom D € L (jer je
DEWQSA(M)QL.

Dakle, w sijece AB.

Neka je E € w L AB. Neka je L’ zatvorena poluravnina odredena pravcem g takva
daje A € L. Znamo da je S ,,,) = K N L. Znamo da g ne sijeCe AB pa ne sijece
ni AE. Iz toga slijedi da se A i E nalaze u istoj poluravnini odredenoj s ¢. Stoga je
E € L. Jasno,E € Kpaje E €S ). Iz Napomene [3.2.1]slijedi daje w C S ;... Iz
T ewslijedi T € S ). Zaklju€ujemo:

S £(r,s) c SA(r,v)~

Uocimo da smo u dijelu a) dokazali sljedecu stvar: ako je v polupravac s vrhom O
koji sijeCe duzinu AB u tocki C, onda svaki polupravac w s vrhom O takav da je
wC S,y sijece AC.

Pretpostavimo da P leZi izmedu A i Q, dakle P € AQ. Iz ovoga slijedi AP C AQ.
Dokazimo da je S ..y € S /). Nekaje T € S .0, T # O. Neka je w polupravac
s vthom O koji sadrzi T. Prema Napomeni w € S pu. Tada prema gore

navedenom vrijedi da w sije¢e AP u tocki y. Imamo y € AP pa slijediy € AQ. No,
AQCS /rvy PaJey €S .. Uocimo da je w polupravac s vchom O koji sadrZzi tocku
y. Iz Napomene [3.2.1|slijedi daje w € S,y paje T € S ). Ovim smo dokazali
daje S s €S s

Pretpostavimo sada da vrijedi S ;) € S ). Dokazimo da P_leii izmed_u AiQ.
Pretpostavimo suprotno, dakle P ¢ AQ. Znamo da je tada A € PQili Q € AP.

Akoje A = Q,ondajev =r,1. S, =rpajes ., C rizclegaslijedi P € r. No,
rNAB = {A}, Sto znaci da je P = A, a ovo je u kontradikciji s P ¢ AQ. Prema tome,
A#Q.
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Nadalje, P # A jer P ¢ AQ. Buduéi da su P i Q elementi od A_ﬁ te tocke se nalaze u
istom polupravcu s vrhom A pa prema Propoziciji A ¢ PQ.

Zakljutujemo: Q mora biti na AP. Slijedi daje AQ C AP. No, AQ # APjer P ¢ AQ.
Stoga postoji T € AP takavda T ¢ AQ.

Neka je w polupravac s vthom O koji sadrzi tocku 7. Prema Napomeni 3.2.1|w C
S ). Stoga je w C S ) pa w sijece AQ u to¢kiT’. No, w leZi na pravcu koji je
razlicit od AB jer O # AB pa w sijeCe AB u najvise jednoj tocki. Tada je T = 7" Sto
znali daje T ¢ AQ. To je kontradikcija s odabirom to¢ke T. Zaklju¢ujemo P € AQ.

]

Propozicija 3.2.4. Neka je (M,P,p,d) apsolutna ravnina. Tada je relacija < na skupu
svih neorjentiranih kutova ‘K relacija linearnog uredaja.

Dokaz. Odaberimo pravac p, tocku O € p, polupravac r od p s vthom O 1 zatvorenu
poluravninu K odredenu s p.

1. refleksivnost:
Zasvaki @ € K vrijedi @ < @ (jer S, € Sy)).

2. antisimeri¢nost:
Neka sua,f € Ktakvidajea < i < a. Tadaje S, C §p. Zelimo pokazati da je
a=p.
Promotrimo prvo slucaj kad je jedan od ova dva kuta jednak ispruzenom kutu. Bez
smanjenja opéenitosti uzmimo da je @ = w. Pretpostavimo da je 8 # w.

Neka je s polupravac s vthom O sadrzan u K takav da je 8 = Z(r, s). UoCimo da je
r # s. U suprotnom bismo imali S = r, a oito je §, = K pa imamo kontradikciju
saSp=2S,. Dakle, r # s.

Neka je r’ suprotni polupravac od r. Ako dokazemo da je s = r’, onda ¢emo imati da
je Z(r, s) ispruzeni kut, tj. imati ¢emo 8 = a.

Pretpostavimo da je s # 7. Neka je g pravac na kojem leZi s. Prema definiciji Sz =
K N L gdje je L zatvorena poluravnina od g koja sadrZi r. Odaberemo A € r,A # O.
Primijenjujuci Lemu [3.2.2]na pravac ¢, zatvorenu poluravninu L, tocke O, A i pravac
p koji prolazi tockama O i A, te uzimajuci u obzir da je p # g (u suprotnom bi s bio
polupravac od p s vrhom O §to je nemoguce) dobivamo da oba polupravca od p s
vrhom O ne leze u L.

Dakle, rir' nelezeu L. No, r C L, stoga r’ ne lezi u L. S druge strane, imamo

K=S,=S,=KnL
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paje K = KN L iz Cega slijedi K € L. Posebno, ¥ C L. To je kontradikcija pa
zakljuCujemo s = v’ pa je @ = 8.

Promotrimo sada slucaj kada je jedan od kutova a 1 B nul kut. Bez smanjenja
opcenitosti uzmimo da je to @. Neka je s polupravac s vchom O sadrZzan u K ta-
kav da je B8 = «(r, s).

Iz definicije od Sp je jasno da je s € S pa imamo
sCSp=8,=r

Dakle, s C r pa, bududi da su to polupravci s istim vrhom, slijedi s = r.

Zakljucujemo B = a.

Pretpostavimo sada da ni @ ni 8 nisu nul kut ni ispruZeni kut. Neka su s1i s’ polupravci
s vthom O sadrZani u K takvi da je a = 4(r, s) te B = 4(r, §'). Zelimo dokazati da je
s=s.

Pretpostavimo da je s # 5. Odab_eremo toékuA_e r\{O},B € s\{O}1 A’ € ¥\{O}. 1z
Teorema s’ sijeCe duzinu AB ili duZinu BA’.

1. slu¢aj: s’ sije¢e AB
Neka je P to¢ka u kojoj s’ sije¢e AB. Jasno, P € AB. Prema Teoremu b)i
Cinjenice daje S, C Sg, . S /4.5 C S 4y slijedi da tocka B lezi izmedu A i P.

Dakle, imamo P € ABi B € AP iz &ega slijedi B = P (prema Lemi [2.1.6).
Stoga s = s’, kontradikcija sa s # s'.

2. slucaj: s’ sijeCe BA’
Neka je D to¢ka u kojoj s sije¢e BA’. 1z Teorema a) slijedi da s sijeCe
A’D ili DA.
Pretpostavimo da s sijee A’D u tocki E. Tada je E # B. U suprotnom bismo
imali Be ADi D € ABpabiLema povlaéila B = D Sto bi znacilo s = ¢,
kontradikcija.
Dakle, E # B. Stoga s lezi na pravcu EB, tj. pravcu A’B. To je nemoguce jer
O ¢ A’B. Dakle, s ne sijeCe A’D pa prema tome sijeCe DA. Sada analogno kao
iul. sluCajuiz Sg C Sa slijedi s = s/, kontradikcija.

ZakljuCujemo: s = s’ paje @ = .

Ovime smo pokazali da je relacija < antisimetricna.
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3. tranzitivnost:

Neka su a,,y € Ktakodajea < Bif <. Tada je
S, CSpisSzCs,
pajeS, CS§,. Stoga je a < y. Time smo dokazali tranzitivnost.

4. usporedivost:

Neka su @, € K. Zelimo dokazati da je @ < Bili 8 < @. Ovo je jasno ako je bar
jedan od kutova a i § ispruZen ili nul kut ili ako je @ = .

Pretpostavimo da « i S nisu ni nul kut ni ispruzeni kut te da je « = 8. Neka su s i
v polupravci s vchom O koji leZe u K takvi da je a = 4(r,s) 18 = «(r,v). Neka je
A er\{O},B e s\{O}i A" € r\{O}.

Prema Teoremu a) v sijeCe AB ili BA’ i pri tome u prvom slucaju vrijedi
S £(r,v) c Sz(r,s)a

a u drugom slucaju
S L(r,s) c SL(r,v)-

Dakle, S5 C S, ili S, C S . Zakljutujemo B < v ili @ < .

Time smo dokazali da je < linearni uredaj na K.

Supremum i infimum

Definicija 3.2.5. Neka je S podskup od R te neka je r € R. Za r kaZemo da je gornja meda
skupa S ako je x < r za svaki x € S. Z a r kaZemo da je supremum skupa S ako je r

najmanja gornja meda od S, tj. ako vrijedi:
1) rje gornja meda od S
2) ako je r’ bilo koja gornja meda od S, onda je r < r'.

Uocimo sljedece: ako skup § ima supremum, onda je on jedinstven, tj. ako su r; i r,
supremumi od S onda je r; = r,.

Definicija 3.2.6. Neka je S podskup od R te sy € S. Za sy kazemo da je maksimum skupa
S ili najveci element skupa S ako je x < sy za svaki x € S.
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Uocimo sljedece: ako je so maksimum skupa S, onda je sy supremum od S.

Primjer 3.2.7. Broj I je supremum skupa (—oo, 1).
Naime, ocito je 1 gornja meda od (—oo, 1). S druge strane, neka je r bilo koja gornja meda
od (—co, 1). Tvrdimo daje 1 <r.

Pretpostavimo suprotno, r < 1. Tada postoji x € R tako da jer < x < 1. Iz ovoga
slijedi da je x € (—o0, 1) pa bi moralo vrijediti x < r jer je r gornja meda tog skupa. No, to
Jje u kontradikciji s r < x.

Dakle, 1 < r, tj. 1 je supremum skupa (—oo, 1).

Definicija 3.2.8. Neka je S C R. Za S kazemo da je odozgo omeden ako postoji barem
Jjedna gornja meda od S.

Uocimo sljedeée: ako je S € R skup koji ima supremum (tj. takav skup da psotoji
r € R tako da je r supremum od S ), onda je S odozgo omeden.

Nadalje, uo¢imo da je S # 0 (0 nema supremum jer je svaki realni broj gornja meda od
0). Dakle, ako skup ima supremum onda je on neprazan i odozgo omeden.

Aksiom 3.2.9 (Aksiom potpunosti). Neka su S i T neprazni podskupovi od R takvi da je
x <yzasvaki x € S,y € T. Tada postoji z € R tako da je

x<z<Yy
zasvakix € S,yeT.

Propozicija 3.2.10. Neka je S neprazan odozgo omeden podskup od R. Tada S ima supre-
mum.

Dokaz. Neka je T skup svih gornjih meda od S. Tada je T neprazan skup te vrijedi x <y
zasvaki x € S,y € T. Prema Aksiomu potpunosti [3.2.9)postoji z € R tako da je

X<z=<Yy
zasvaki x € S,y € T. Iz ovoga je jasno da je z supremum skupa S . O

Definicija 3.2.11. Neka je S podskup od R te neka je r € R. Za r kaZemo da je donja meda
skupa S ako je r < x za svaki x € S. Za r kazemo da je infimum skupa S ako je r najveca
donja meda od S, tj. ako vrijedi:

1) rje donja meda od S
2) ako je r’ bilo koja donja meda od S, onda je v’ < r.

Uocimo sljedece: ako skup S ima infimum, onda je on jedinstven.
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Definicija 3.2.12. Neka je S podskup od R te sy € S. Za sy kaZemo da je minimum skupa
S ili najmanyji element skupa S ako je sy < x za svaki x € S.

Uocimo sljedece: ako je so minimum od S, onda je sy infimum od S.

Neka je S podskup od R . Za S kaZemo da je odozdo omeden ako postoji r € R tako
da je r donjameda od S.

Ako je S C R takav da § ima infimum, onda je S neprazan i odozdo omeden.

Propozicija 3.2.13. Neka je S neprazan odozdo omeden podskup od R. Tada S ima infi-
mum.

Dokaz. Dokazuje se posve analogno kao propozicija za supremum. O

Definicija 3.2.14. Neka je X neprazan skup te neka je < linearni uredaj na X. Tada za
uredeni par (X, <) kaZemo da je uredeni skup.

Definicija 3.2.15. Neka je (X, <) uredeni skup. Neka je S C X te r € X. Za r kaZemo da je
gornja meda skupa S u (X, <) ako je x < r za svaki x € S.

Za r kaZemo da je supremum skupa S u (X, <) ako je r najmanja gornja meda od S, tj.
ako vrijedi:

1) rje gornja meda od S u (X, <)
2) ako je r’ gornja meda od S u (X, <), onda jer <r'.

Uocimo da ako supremum skupa postoji, onda je jedinstven.
Supremum skupa S oznacavamo sa sup S.

Propozicija 3.2.16. Neka je S podskup od R te neka je a € R. Tada je a supremum od S
ako i samo ako je a gornja meda od S te za svaki € > 0 postoji x € S tako da je a — € < x.

Dokaz. Pretpostavimo da je a supremum od S. OCito je tada a gornja meda od S. Neka je
€ < 0. Tvrdimo da postoji x € § takodajea — € < x.

Pretpostavimo suprotno. Tada je x < a — € za svaki x € S §to znaci da je a — € gornja
meda od S, a to je u kontradikciji s ¢injenicom da je a supremum od S .

Obratno, pretpostavimo da je a gornja meda od S te da za svaki € > 0O postoji x € S
tako da je a — € < x. Tvrdimo da je a supremum od S. Neka je ¢ gornja meda od S.
Pretpostavimo ¢ < a. Nekajee =a—c. Tadajee >0tejec =a—e.

Prema pretpostavci postoji x € S tako da je a — € < x. 1z ovoga slijedi ¢ < x, no to je
nemoguce jer je ¢ gornja meda od S. Stoga je a < c. Dakle, a je supremum od S . O
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Analogno kao u slu¢aju realnih brojeva definiramo pojam maksimuma skupa S u uredenom

skupu (X, <) te vidimo da maksimum skupa S mora biti supremum od S .
Analogno definiramo pojmove donja meda skupa S, infimum skupa S i minimum skupa
S u uredenom skupu (X, <).

Propozicija 3.2.17. Neka je (M, P, p,d) apsolutna ravnina, neka su A, B € M te neka je
p pravac koji sadrZi tocke A i B. Pretpostavimo da je A <, B. Neka su S i T neprazni
podskupovi od segmenta AB tako da je P < » Qzasve Pe€S,0 €T. Tada postoji R € AB
tako da je

zasvakiPe S,Q e T.

Dokaz. Deﬁnirzﬂo f AB — [0,d(A, B)] sa f(P) = d(A, B). Jasno je da je f dobro
definirana (P € AB slijedi d(A, B) = d(A, P) + d(P, B) iz Cega slijedi d(A, P) < d(P, B)).

1y

2)

fjeinjekcija:

Nekasu P, Q € AB, P # Q. Bez smanjenja opCenitosti moZemo pretpostaviti P <,, Q.
Iz toga slijedi P € AQ §to povlai d(A, P) < d(4, Q).

Prepostavimo d(A, P) = d(A, Q). Neka je r polupravac s vrhom A tako da je B € r.
Imamo AB CrpasuP,Q crid(A,P) =d(A, Q) iz Cega po Propoziciji slijedi
P = Q §to je kontradikcija.

Dakle, ﬂA,P) # d(A,Q), tj. d(A,P) < d(A, Q). Ovime smo ujedno pokazali da
P,Q € ABiP <, Qpovlaci f(P) < f(Q).

f je surjekcija: L
Za x € [0,d(A, B)] postoji P € r tako da je d(A, P) = x. Pretpostavimo da P ¢ AB.
Iz toga slijedi A € PBili B € AP.

No, A € PB ne moZe vrijediti prema Lemi Stoga je B € AP pa je d(A, B) <
d(A, P). Stoga je d(A, B) = d(A, P) (jer je d(A, P) = x < d(A, B)).

Prema Propoziciji B = P, §to je u kontradikciji s tim da je P ¢ AB.
Zakljuéujemo P € AB i f(P) = x.

Pretpostavimo dasu P, Q € AB takve da je f(P) < f(Q). Tada P <, Q. U suprotnom
imamo Q <, P paje f(Q) < f(P) Sto je kontradikcija. Dakle, P <, Q, tj. za
P, Q € AB vrijedi P <, Q ako i samo ako f(P) < f(Q).

Nekaje S’ = f(S)iT' = f(T). Akosux € S"1y e T" ondaje x = f(P),y = f(Q)
gdjesuPe S, 0eT.Tadaje P <, Qpaje f(P) < f(Q), §. x<y.
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Prema Aksiomu potpunosti |3.2.9|postoji z € R tako da je
X<z,

zasvakixe S',yeT'".

Jasno je dasu §*, 7" C [0,d(A, B)] pa je z € [0,d(A, B)]. Buduci da je f surjekcija
postoji R € AB tako da je z = f(R). Dakle,

fP) < f(R) < f(Q)
zasvaki P € §,Q € T. Ovo povlaci da je
P<,R=<,0
zasvaki P € §,Q € T. Time je tvrdnja dokazana.

O

Lema 3.2.18. Neka je (M, P, p,d) apsolutna ravnina, neka je K skup svih neorjentiranih
kutova u (M, P, p, d) te neka je < standardni uredaj na K. Neka su S i T neprazni pod-
skupovi od K tako da je a« < B za svaki « € S, € T. Tada postoji y € K tako da
je

asy<p

zasvakia € S,B € T.

Dokaz. Ako je 7 = {w} tvrdnja je jasna (uzmimo y = w). Inace postoji Sy € 7 takav da je
ﬁ() * w.

Ako je By = 0, onda je S = {0} pa je tvrdnja jasna. Pretpostavimo da je By # 0. Neka
jep’ € P,0 € p’, rpolupravac od p’ s vchom O te K zatvorena poluravnina odredena s p’.
Znamo da postoji polupravac yy s vthom O takav da je yo € K i 4(r,y0) = Bo. Jasno yg # r
iyg # ' gdje je r’ polupravac od p s vrthom O razlicit od r.

Odaberimo A e r,A’ e r',Be ypotakodaje A # O,A” # O, B # O. Neka je

K ={aeK|a<p

Za svaki a € K’ postoji polupravac v, s vrhom O tako da je v, € K'1 £(r,v,) = @. Znamo
da tada v, sijeCe A’B ili BA (po Teoremu .

Ako v, sije¢e A’B, onda prema Teoremu vrijedi

Z(r’y()) S Z(r’ Voz), t_]- ﬁO S 04
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paiz a < f slijedi
o = ﬁo.
Stoga je yg = v, (po Propoziciji . Dakle, v, sije¢e AB u tocki B.

Ako v, ne sije¢e A’B, onda L sijece AB. Dakle, v, u svakom slucaju sije¢e AB. Oznacimo
sa T, tocku u kojoj v, sije¢e AB. Znamo po propoziciji od prije da za o, € K’ vrijedi
« < 8 ako i samo ako T, izmedu A i Tg.

Neka je p = AB.

1) slucaj: A <, B
Za svaki , 8 € K’ tada vrijedi
a<peT,eATy o T, <, T; (3.1)
Neka je
S={TolaeS),T={Ts|pecT NK'}.

Tada su S i T neprazni podskupovi od od ABi P < » Qzasvaki P € §,Q € T (naime,
akosua € Sipe T NK’,ondaje a < BpajeT, <, Tg). Prema Propoziciji [3.2.17
postoji R € AB tako da je

zasvaki P € §,Q € T. Neka je y € K’ tako da je R = T, (Takav vy sigurni postoji.
Naime, ako je w polupravac OR, onda je /£(r,w) < Z(r,y) po Propoziciji paza
Yy = Z(r,w) vrijedi ¥ < o, tj. v € K’, a olito je T, = R).

Imamo
T,=,T,=,Tg

zasvakia € 8,8 € 7 NK’. Prema (3.1) ovo znaci da je

asy<p

zasvakia € S,6€ 7 NK".
Vrijediy < Bypajey <[ zaonef €7 tako daje Sy <.
Dakle, y < S zasvaki € 7, tj.

a<y<p
zasvakia € S, 7.
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2) slucaj: B <, A

Za svaki 8 € K’ tada vrijedi
B=<,Ts<,A

pa zasve @, € K’ imamo:
a<peT,cAT; o Tz <, T,.

Definiramo skupove S i 7" kao u 1) slucaju. Tadaje Q <, Pzasve P € S,Q € T.
Prema Propoziciji [3.2.17|postoji R € AB tako da je

O=<,Rx,P
zasve Pe S,0€T. Nekajeye K’ takodajeR=T,. 1z
32T, %, T,
zasvea € S, €T NK’ slijedi
a<y<pB
zasvea € §,B € 7 N K’ pa zakljuCujemo da je
a<y<p
zasvea € S,BeT.
O

Propozicija 3.2.19. Neka je (M, P, p,d) apsolutna ravnina, neka je K skup svih neorijen-
tiranih kutova u ovoj ravnini te neka je < standardna relacija usporedivanja kutova na K.
Tada svaki podskup od K ima supremum i infimum u uredenom skupu (K, <).

Dokaz. Ako je S = () onda je tvrdnja jasna. (Skup svih gornjih meda od S je u tom slucaju
jednak K pa je 0 najmanja gornja meda, tj. supremum od S. Isto tako, skup svih donjih
meda od S je K pa je infimum od § jednak w.)

Pretpostavimo da je S # 0. Neka je 7 skup svih gornjih meda od S u (K, <). Tada je
T #0jerjew e T tezasvaki @ € Sisvakif € 7 vrijedi

a<p.
Prema Lemi [3.2.18|postoji y € K tako da je
a<y<p

zasve @ € 8,8 € 7. 1z ovoga slijedi da je y supremum od S. Analogno dobivamo da S
ima infimum. O



POGLAVLIJE 3. KUTOVI 47

Definicija 3.2.20. Neka je (M, P, p,d) apsolutna ravnina, neka je O € M te neka su x i y
polupravci s vihom O tako da x i y ne leZe na istom pravcu. Neka je p pravac na kojem leZi
X, a q pravac na kojem leZi y. Znamo da se y nalazi u tocno jednoj zatvorenoj poluravnini
odredenoj s p (prema Lemi [3.1.6). Oznacimo tu zatvorenu poluravninu s K. Nadalje, neka
je L zatvorena poluravnina odredena s q tako da je x C L.

Definiramo
S(x,y)y=KnL.
Nadalje, ako je x polupravac u (M, P, p,d), definiramo
S(x,x) = x.

Definicija 3.2.21. Neka je (M, P, p,d) apsolutna ravnina te neka su x, y, z tri polupravca
u ovoj ravnini s istim vrhom. KaZemo da se polupravac z nalazi izmedu x i y ako vrijedi
jedno od sljedeceg:

1) xiy leZe naistom pravcu i x #y (tj. x i y su razliciti polupravci istog pravca)
2) xX=y=z
3) xiyneleZe na istom pravcuiz C S(x,y).

Lema 3.2.22. Neka je (M,P,p,d) apsolutna ravnina, neka je O € M te neka su x i y
polupravci s vrhom O tako da x i y ne leZe na istom pravcu.

1) Ako je z polupravac koji se nalazi izmedu x i y, onda za sve A € x\{O}, B € y\{O}
vrijedi da 7 sijece AB.

2) Ako su A € x\{O}, B € y\{O} te z polupravac s vrhom O koji sijece AB, onda 7 lezi
izmedu x i y.

Dokaz. 1) Neka je z polupravac koji se nalazi izmedu x iy te A € x\{O}, B € y\{O}.
Odaberimo A” € x'\{O}. Imamo z C S (x,y) pa je z C K. Iz Propozicije 3.2.3]1. dio
slijedi da z sije¢e AB ili z sijeCe A’B.

Pretpostavimo da z ne sijeCe AB. Tada z sijeé@ u tocki T takvoj daje T # B.
Imamo: T € A’B1T # B pa B nije element od A’B (prema Lemi

Pretpostavimo da je A’T Ng # 0. Nekaje 77 € A’'T Ng. Tada su Bi T’ dvije razliCite
tocke koje leZze na pravcima g 1 A’B pa je A’B = ¢q. 1z toga slijedi A" € g §to je
kontradikcija (u suprotnom p = ¢ Sto je nemoguce jer x i y ne leZe na istom pravcu).
Dakle, A’T N g = 0. Ovo zna¢i da se A’ i T nalaze u istoj poluravnini odredenoj s
g. No, A’ i A se nalaze u razli¢itim poluravninama odredenim s g jer A’A sije¢e ¢ u
tocki O. Stoga T 1 A se nalaze u razli¢itim poluravninama odredenim s g. No, A € L
paje T ¢ L. Ovo je u kontradikcijis 7 € ziz C L (jerjez C S(x,y) = KNL). Dakle,
z sije¢e AB.
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2) Neka su A € x\{O}, B € y\{O} te neka je z polupravac s vrhom O koji sijeCe AB.
NekajeT € zNAB. Imamo 7T € ABpaje T € KiT € L (zbog AB C S(x,y)).

Dakle, K je zatvorena poluravnina odredena pravcem p, O € p, z polupravac s vchom
OiT € z,gdieje T € K. Iz Leme zakljuujemo da je z C K. Isto tako
dobivamodajezC LpajezC KNL,t. zCS S(x,y).

Dakle, z lezi izmedu x 1 y.

3.3 Zbroj kutova

Definicija 3.3.1. Neka je (M, P, p,d) apsolutna ravnina te neka je K skup svih neorjenti-
ranih kutova u ovoj ravnini. Neka su «,,y € K. KaZemo da je vy zbroj kutova « i 8 ako
postoje tri polupravca s istim vrhom x, y i z tako da 7z leZi izmedu x i y te da vrijedi

a=L(x,2), B=12zY), y=LxY).

Uocimo sljedece: ako je (M, P, p,d) apsolutna ravnina te a kut u (M, P, p, d), onda je
a zbroj kutova « 1 0. Nadalje, ako je g zbroj kutova a1 0, onda je @ = 3.

Bududi da opcenito za dva polupravca v i w s istim vrhom vrijedi Z(u, w) = Z(w, u),
imamo sljedeéi zakljucak:

Ako su a 1 kutovi takvi da je y zbroj od @ 1 3, onda je y zbroj od 8 1 @ (komutativnost).

Propozicija 3.3.2. Neka je (M, P, p, d) apsolutna ravnina te neka su «, 3,7y kutovi takvi da
jey zbroj od a i B. Neka je p pravac, O € p te neka su K i L poluravnine odredene s p.
Neka su A € K, B € L te neka je x polupravac OA te y polupravac OB. Neka je z polupravac
od p s vrhom O. Pretpostavimo da je @ = /(x,2), B = /(z,y). Tada je

Y = 4(x, ).

Dokaz. Znamo da postoje polupravci x’,y’, 7" s istim vrhom tako da je z’ izmedu x’" 1 y’
te @ = £(x,7), B = £Z,Y), ¥y = £x',y). Nekaje O vrh od x',y’,7z. Bududi da je
/(x',7') = /(x,z) postoji izometrija f : M — M tako daje f(x') = x, f(Z) = z.

Odaberimo P € x'\{O}, O € y'\{O} tako da je f(P) = A. Vrijedi x’ # y" (u suprotnom
jex’ =y =7 jerje 7 izmedu x’' iy’ pa je @ = 0 no to povlaci x = z Sto je nemoguce jer
A¢zpoStojeAe KpaA¢p).

Neka je p’ pravac na kojem leZzi 7.

1) slucaj: x" 1y leZe na istom pravcu

To ne moZe biti pravac p’ jer bi u suprotnom vrijedilo x’ = 7/ iliy’ = 2/, tj. @ = 0 ili
B = 0, no to je nemoguce (da je 8 # 0 vidimo na isti nacin na koji smo vidjeli & # 0).
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S obzirom da tocke P i Q leze u razli¢itim polupravcima istog pravea s vrhom O,
vrijedi O’ € PQ. S druge strane taj pravac je razli¢it od p’ pa vrijedi P, Q ¢ p’.

Ovo, zajedno sa PQ N p’ # 0, daje da se P i Q nalaze u razli¢itim poluravninama
odredenima pravcem p’. Bududi da je f izometrija, tocke f(P) 1 f(Q) se nalaze u
razli¢itim polupravninama s obzirom na f(p’). No, f(p’) sadrzi polupravac f(z'), a
J(&) = z. Stoga je f(p’) = p.

Znamo da je f(P) = Atedaje A € K. Iz ovoga slijedi da je f(Q) € L. . Znamo
da je f(y") polupravac s vrthom f(0’) i da sadrZi tocku f(Q). No, f(O’) = O (jer je
f(x) = x). Iz ovoga zakljuCujemo da je f(y') € L U p (prema Lemi [3.1.6).

Imamo
B =4Z.y) = Lf(@), fO) = Lz fO)),
a s druge strane 8 = /(z,). Iz Propozicije [3.1.7]slijedi y = f(y’). Prema tome

y =2, Y) = L(f(X), f(x) = £(x,y)
i to je trebalo dokazati.

2) slucaj: x’ iy’ ne leZe na istom pravcu

Tada ni tocke P, 0’, Q ne leze na istom pravcu. Iz Leme [3.2.22slijedi da 2’ sijeCe
PQ. Nekaje R € PONZ'. Jasno P # O’ (jer O' ¢ PQ). Nadalje, R # Q (u suprotnom
y' = 7’ §to bi povlacilo 8 = 0) te R # P (u suprotnom x’ = 7).

Neka je p’ pravac na kojem lezi 7. Kada bi jedna od to¢aka P i Q lezala na p’, onda
bi obje lezale na p’ (zbog R € p’) no to bi znacilo da su x” 1 y’ polupravci od p’ s
vrhom O’ pa bi slijedilo x” = 7’ ili y* = 7’ §to je nemoguce.

Dakle, P,Q ¢ p’,no PO N p # 0 (jer je R € PQ). Stoga se P i Q nalaze u razli¢itim
poluravninama odredenima s p’. Kao i u 1. slucaju vidimo da se tada f(P) i f(Q)
nalaze u razliitim poluravninama odredenima s p pa zbog f(P) = A € K slijedi
f(Q) € L. Kao u 1. slucaju dobivamo daje y = f(y') te y = Z(x, ).

O

Korolar 3.3.3. Neka je (M, P, p,d) apsolutna ravnina te neka su «a, 3,7y, 0 kutovi takvi da
jey zbrojod a i te 6 zbroj od a i B. Tada je

v =0.
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Dokaz. Tvrdnja je jasna ako je @ = 0 ili 8 = 0. Pretpostavimo stogadajea # 015 # 0.
Buducdi da je 6 zbroj od « i 8, postoje polupravci x, y, z s istim vrhom tako da je z izmedu x
1yte

a=L(x,2), B=42Y), v = LX)
Neka je p pravac na kojem lezi z. Neka je O vrh polupravaca x,y,z. Odaberimo A €
x\{0}, B € y\{O}.

1) slu€aj: x 1y leze na istom pravcu

Zbog x # y (x = y povlaCi x = y = z §to je nemoguce zbog @ # 0, # 0) imamo da
je O € AB (prema Lemi . Iz ovogasslijedida A ¢ p1 B ¢ p (kada bi jedna od
ovih toCaka lezala na p, onda bi zbog O € p obje lezale na p pa bi vrijedilo x = z ili

y=2).

Stoga su A 1 B u razliCitim poluravninama odredenima s p.

2) slucaj: x 1y ne leZe na istom pravcu

Iz Leme [3.2.22slijedi da z sijece AB. Nekaje T € ABNz Imamo T # A (u
suprotnom je x = z) te takoder T # B (zbog y = 7).

Pretpostavimo A € p. Zbog T € pi T € AB tada imamo B € p. To zna¢ida xiy
leZe na p pa je x = zili y = z Sto je kontradikcija. Dakle, A ¢ p. Analogno dobivamo
B¢ p.1zABN p # 0 slijedi da su A i B u razliitim poluravninama odredenima s p.

U oba slucaja smo dobili da su A i B u razli¢itim poluravninama odredenim s p.
Imamo da je y zbroj od a i 8. 1z Propozicije |3.2.22tada slijedi da je y = Z(x,y). No,
/(x,y) = 6. Dakle, y = 6.

O

Prema prethodnom korolaru zbroj kutova « i 8, ako postoji, je jedinstven. Taj zbroj
¢emo oznacavati sa
a+f.

Kada kaZzemo “’kut e+ je definiran”, to ¢e znaciti da postoji kut y tako da je y zbroj kutova
aip.
Lema 3.3.4. Neka je (M, P, p, d) apsolutna ravnina. Neka su «, 81, 5> kutovi takvi da je

a+pf =a+ps.

Tada je
Bi = Bo.
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Dokaz. Neka su x,y, z polupravci tako da z leZi izmedu x i y te da je

a=/L(x,2), B1 = Lz,y), @+ = L(x,Y).

Nadalje, neka su x’,y’, 7 polupravci tako da 7’ lezi izmedu x" 1y’ te da je
a=L(x,2), Bp =L, Y), a+ By = LX)

Neka je p pravac na kojem lezi x 1 p’ pravac na kojem lezi x’. Odaberimo zatvorenu
poluravninu K odredenu pravcem p takvi da su z,y C K. Takva K sigurno postoji.

Naime, ako y lezi na p, onda je dovoljno odabrati zatvorenu poluravninu odredenu s p
koja sadrZi z, a takva postoji jer je z polupravac s vithom O, a O € p.

Ako y ne lezi na p, onda z € S(x,y) paje z € K gdje je K zatvorena poluravnina
odredena s p koja sadrzi y. Isto tako postoji zatvorena poluravnina K’ odredena pravcem
p'takvadaje 7,y C K'.

Neka je f : M — M izometrija ravnine takva da je f(x) = x" 1 f(K) = K’ (Sigurno
postoji izometrija f : M — M takva da je f(x) = x’ po Propoziciji [2.2.21] Iz toga slijedi
f(p) = p’ te f preslikava K na zatvorenu poluravninu odredenu s p’. Ako je to bas K’,
onda smo gotovi, a ako nije, onda uzmemo s, o f.) Tada je f(y) € K'i f(z) € K. No,

L(x,y) = L(f(x0), f() = £(X, fF()).

S druge strane
L, y)=a+pr=a+pr=Lx,)).

Dakle, 2(x/, f(y")) = 2(x’,y") paje f(y) =y’ prema Propoziciji
Nadalje,
L(x,2) = L(f(x), f(2)) = L(X, f(2)),
a s druge strane
L(x,2)=a=4X,7)

paje prema [3.1.7] f(z) = Z'.
Dakle, f(y) =y, f(z) =2 paje £(z,y) = £(Z,¥) tj. B1 = B». =

Propozicija 3.3.5. Neka je (M, P, p, d) apsolutna ravnina te neka su a, 8 kutovi takvi da je
a + B definiran. Tada je
aa+p.

Nadalje, « = a + B ako i samo ako 8 = 0.

Dokaz. Dokazimo da je @ < a + . Tvrdnja je jasna ako je @ + 8 = wili ako je @ = 0 ili

B=0.
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Inace postoje polupravci x,y,z s vchom O takvi da z lezi izmedu x 1y te da je

@ = £L(x,2),B=Lzy),a+ L= LxY).

Neka je p pravac na kojem lezi x te x” polupravac od p s vthom O razli¢it od x. Neka je K
zatvorena poluravnina odredena s p takva da je y € K. Odaberimo A € x\{O}, B € y\{O}.
Budu¢i da z lezi izmedu x i y iz Propozicije slijedi da z sije¢e AB. Stoga iz Teorema
3.2.3]a) slijedi

S a(x,2) - S a(x,y)s

tj. So € S o4 paje po definiciji
a<a+p.

Nadalje, ako je @« = a + 3, pnda iz Propozicije slijedi z = y pa je 8 = 0. Do istog
zakljucka dolazimo u slucaju kada je @ + 8 = w. Time je propozicija dokazana. O

Propozicija 3.3.6. Neka je (M, P, p, d) apsolutna ravnina te neka su «,y kutovi takvi da je
a < 7y. Neka su x iy polupravci takvi da je y = /(x,y). Tada postoji polupravac z tako da
je zizmedu x iy te da vrijedi a = /(x, 7).

Dokaz. Akojey =0, ondaje a = 0 paje tvrdnja jasna. Pretpostavimo da je y # 0. Neka je
O vrh od x1y. Neka je p pravac na kojem leZi x te x” polupravac od p s vchom O razli¢itim
od x. Neka je K zatvorena poluravnina odredena s p tako daje y C K.

Odaberimo A € x\{O},B € y\{O}i A’ € x'\{O}. Prema Propoziciji postoji
polupravac z s vthom O takav da je z C K i @ = Z(x,z). Pretpostavimo da je y # w. Iz
Porpozicije slijedi da z sije¢e A’B ili BA.

Kada bi z sijekao A’ B, onda bi po istoj propoziciji dobili da je

Z(Xa)’) < Z()C,Z), tj. Y <a

pa bi slijedilo @ = y pri ¢emu bismo imali da je z = y, a to bi znaéilo da z sije¢e AB u B.

ZakljuGak: z u svakom slucaju sije¢e AB. Sada iz Prpozicije [3.2.22]2) slijedi da z leZi
izmedu xiy. Ako je ¥ = w, onda je y = x’ pa je z takoder izmedu x i y. O

Korolar 3.3.7. Neka je (M, %P, p,d) apsolutna ravnina te neka su a,y kutovi takvi da je
a < 7. Tada postoji kut § tako da je y = a + .

Dokaz. Odaberimo polupravce x iy s istim vrhom O tako da je y = Z(x,y). Prema prethod-
noj propoziciji postoji polupravac z koji leZi izmedu x i y tako da je @ = Z(x, z). Definiramo
B =4(,z). Tadajey = a + . O



POGLAVLIJE 3. KUTOVI 53

Korolar 3.3.8. Neka su « i B kutovi te neka su x i y polupravci s istim vrhom takvi da je
a + B = L(x,y). Tada postoji polupravac 7 koji leZi izmedu x i y takav da je

a=/(x,2)iB=LzY).
Dokaz. Vrijedi @ < @ + 8 pa iz Propozicije [3.3.5slijedi da postoji polupravac z izmedu x
1y takav da je Z(x, z) = @. Oznac¢imo B’ = /(z,y). OCito je

@+ = (xy)=a+p

paiz Leme slijedi 8" = 3, tj. B = £(z, ). O

Propozicija 3.3.9 (Asocijativnost zbrajanja). Neka je (M,P,p,d) apsolutna ravnina te
neka su a, B,y kutovi takvi da su kutovi a + B i (a + ) + y definirani. Tada su defini-
rani i kutovi B+ vyia+ (B +y) te je

(@+p)+y=a+B+y).

Dokaz. Postoje polupravci x,y,z s vchom O takvi da z lezi izmedu x i y te takvi da je
L(x,2) =a+P1Lzy) =yte Llx,y)=(+B)+7.
Prema Korolaru postoji 7’ izmedu xiytakodaje a = 4(x,7'), a B = 4(Z, 2).

1) Akojey = x,ondaje x =z=ypajex =z =zitvrdnja je jasna.

2) Pretpostavimo da x i y ne leZe na istom pravcu. Odaberimo A € x\{O}, B € y\{O}.

Buduéi da z leZi izmedu x i y, z sijeée AB u nekoj to¢ki C (Propozicija
Dakle, C€ ABiC € z.
Sada injenica da z’ leZi izmedu x i z povladi da 7’ sije¢e AC u nekoj to¢ki C’. Dakle,
C’ € AC passlijedi da je C’ € AB te takoder C € C’B. Ovo zna¢i da z leZi izmedu 7’ i
y §to povladi da je £(z’,y) = B +y. Nadalje, C’ € AB §to povladi da je 7/ izmedu x i
y. Stoga je Z(x,y) = a + £(Z',y). Dakle,

(@+p)+y=a+B+y).

3) Pretpostavimo sada da x,y leZe na istom pravcu ali x # y. Akojez = yili z = x,
tvrdnja je jasna.

Pretpostavimo z # y iz # x. Odaberiﬂo A € x\{0}, B € y\{O},A” € y\{O}. Buduc¢i
da se 7’ nalazi izmedu x 1 z, 7’ sijeCe AB u tocki C (prema Propoziciji (3.2.22).

Iz Propozicije (zar = y,s = zv = 7)slijedi da je £(y,2) < 4(y,2), Iz

iste propzicije slijedi da z sijee A’C ili CA. No, ako z sijeCe CA, onda je po toj
propoziciji

L(y,7) £ L(,2)
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iz Cega, zajedno s onim od maloprije, slijedi

L(,2) = 4(y,2)
paje 7 = z iz stoga sadrZi to¢ku C. U svakom sluéaju z sije¢e A’C. Sada iz
Propozicije [3.2.22]2) slijedi da se z nalazi izmedu z’ i y. 1z ovoga zakljucujemo da
je B+ y definiran i da je

B+y =L,y

No, 7’ je o€ito izmedu x 1y (jer su oni komplementarni) pa je stoga
L y)=a+ LZ,y), 4. (@+B)+y=a+ (B +7y).

O

Napomena 3.3.10. Neka je (M, P, p,d) apsolutna ravnina te neka su a, B,y kutovi takvi
da su kutovi B+ 7y i a + (B +y) definirani. Tada su definirani i kutovi a + i kut (@ + ) +y
te vrijedi

a+B+y)=(@+p)+7.

Ovo zakljucujemo iz prethodne propozcije koriste¢i komutativnost zbrajanja kutova.
Naime, imamo da je definirano y + 5 i kut (y + ) + « pa je definiran i S+ a te y + (8 + ).

Propozicija 3.3.11 (Monotonost zbrajanja). Neka je (M, P, p, d) apsolutna ravnina te neka
su a, B,y kutovi takvi da je a < B te da je B + 7y definirano. Tada je definiran i kut « + 1y te
vrijedi

a+y<p+y.

Dokaz. Bududidaje a < S postoji kut ¢ takav da je @+ = 8. Znamo da je S+7 definirano,
dakle definirano je (a + 6) + . Iz Propozicije [3.3.9](Asocijativnost zbrajanja) slijedi da je
definirano ¢ + 7y te takoder

a+O+y)=(@+0)+vy.
Ocito je

a+(@@+y)=a+(y+90)
pa prema Napomeni [3.3.10]za propoziciju [3.3.9slijedi da je @ + y definirano te

(x+y)+o=a+(y+9).

Imamo,
(@+y)+0=(a+0)+Y,
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tj.
(@+y)+o=p+y.
No, @ +y < (@ +7y) + ¢ (iz Propozicije |3.3.5). Dakle,

a+y<pB+vy.
O

Opcenito, ako je (S, <) uredeni skup, onda za x,y € § piSemo x < yakoje x < y i
x#y.Tadazax,y,z€ S vrijedidax <yiy<zpovlati x < z.

Naime, vrijedi x < z Sto slijedi iz x < y i1y < z. S druge strane, kada b1 vrijedilo z = x,
ondabismoimaliz <yiy<zt.z<yiy<zpajey=_zatojeukontradikciji s z < y.

Dakle, x # zpaje x < z.
Analogno dobivamo da x < yiy < z povlaci x < z.

Korolar 3.3.12 (Stroga monotonost). Neka je (M, P, p,d) apsolutna ravnina te neka su
a, B,y kutovi takvi da je a < B te da je kut B + y definiran. Tada je definiran i kut @ + 1y te
vrijedi

a+y<pB+vy.

Dokaz. 1z a < B slijedi @ < S pa iz Propozicije (Monotonost zbrajanja) slijedi da
je @ + vy definirania +y <3+ 7.

Pretpostavimo da je @ +y = 8+ y. Iz Leme [3.3.4]slijedi @ = S §to je u kontradikciji s
tim da je @ < $ pa zaklju¢ujemo da je @ + y # 8 + . Stoga je

a+y<pB+vy.
O

Lema 3.3.13. Neka je (M, P, p,d) apsolutna ravnina te neka su «, 3,7, 6 kutovi takvi da je
a < B iy < 6. Pretpostavimo da je B + 6 definiran. Tada je definiran i kut « + vy i vrijedi

a+y<pB+0.

Dokaz. 1z y < ¢ slijedi da je B + y definirano 1 8 + y < 8+ ¢ (iz Propozicije [3.3.11). Sada
iz @ < B 1 Cinjenice da je B + y definirano slijedi da je a + y definirano i

a+y<pB+vy
(Korolar [3.3.12] Stroga monotonost). Iz Napomene [3.3.10]slijedi

a+y<f+o.
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Analogno dokazujemo sljedecu lemu:

Lema 3.3.14. Neka je (M, P, p,d) apsolutna ravnina te neka su «, 3,7, 6 kutovi takvi da je
a < B iy < 0. Pretpostavimo da je B + 6 definiran. Tada je definiran i kut a + vy i vrijedi

a+y<66+06.

Definicija 3.3.15. Neka je (M,P,p,d) apsolutna ravnina. Neka je a kut. Definiramo
induktivno na za n € N na sljedeci nacin:

Neka je 1 - @ = a. Pretpostavimo da je n € N te da je na definirano. Ako je definiran
zbroj na + a, onda smatramo da je (n + 1) definirano i stavljamo

(n+ Da =na + a.

Propozicija 3.3.16. Neka je (M, P, p, d) apsolutna ravnina. Neka je « kut te neka sum,n €
N tako da su ma i na definirani te da je definiran zbroj ma+na. Tada je definirano i (m+n)a
te vrijedi

(m + n)a = ma + na.

Obratno, ako je definirano (m + n)a, onda su definirani i ma i na te ma + na.
Dokaz. DokaZzimo ovo indukcijom po n.

1) Zan =1 tvrdnja je ocita.

2) Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N

3) Neka je m € N te pretpostavimo da su definirani ma, (n + 1)a, ma + (n + 1)a. Dakle,
definiran je i ma + (na + a).

Stoga je definirano i ma + na i (ma + na) + a, a
(ma + na) + a = ma + (na + a).
Iz induktivne pretpostavke slijedi
m+n)a+a=ma+nx)+a=me+ (na +a)

tj.
m+n+1Da=ma+ (n+1)a.

Tvrdnja vrijedi za svaki n € N pa je tvrdnja propozicije dokazana.
Zadnja tvrdnja se lako dokazuje indukcijom po n. O
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Propozicija 3.3.17. Neka je (M, P, p, d) apsolutna ravnina. Neka je a kut te neka sum,n €
N takvi da su na i m - (na@) definirani. Tada je definiran i (mn)a te vrijedi

(m-n)a =m- (na).
Dokaz. Dokazimo ovo indukcijom po m:
1) Zam = 1 tvrdnja je ocita.
2) Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki m € N.

3) Neka je n € N te pretpostavimo da su na i (m + 1) - (na) definirani. Koristeéi
induktivnu pretpostavku i prethodnu propoziciji imamo

m+1)-(na) =m-(na)+na=mna+nae=mn+na=[m+1)-na.

Tvrdnja vrijedi za svaki m € N pa je tvrdnja propozicije dokazana. O

Propozicija 3.3.18. Neka je (M, P, p,d) apsolutna ravnina te neka je a kut. Tada postoji
Jjedinstveni kut 8 takav da je

B+pB=a.
Dokaz. 1) Egzistencija

Odaberimo polupravce s istim vrhom O tako da je @ = £(x,y). Prema Aksiomu [3.2.9]
IV2 apsolutne ravnine postoji pravac p tako da je s,(x) = y. Tada je 1 s5,(y) = x te
vrijedi 5,(0) = O iz Cega slijedi O € p. Ako je x = y tvrdnja je jasna.

Pretpostavimo x # y. Odaberimo A € x\{O}. Neka je B = 5,(A). Tadaje B€ y i
B # O. Imamo
s,(A) =B,s,(B)=A

pa iz Propozicije [2.1.12[slijedi da je poloviste C duZine AB fiksna tocka od sp. To
povlacidaje C € p.

Ako je C = O, onda su tocke A, O, B kolinearne pa x, y leZe na istom pravcu.

Odaberimo neka je z bilo koji polupravac od p s vchom O. Tada je z izmedu x i y.
Imamo

£(x,2) = L(sp(x), 5p(2)) = L(y,2).
Oznacimo S = /(x, z). Tada je 8 = £(y, z) te ocito

B+ =c.
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Ako je C # O, onda x iy ne leze na istom pravcu. Neka je z polupravac od p s vchom
O takav da je C € z. Imamo C € zN AB. Dakle, z sijeCe AB pa iz Propozicije |3.2.22
slijedi da z lezi izmedu x 1 y.

Kao i maloprije imamo /(x,z) = £(y,z) pazaf = Z(x, z) vrijedi
B+ =c.

2) Jedinstvenost:

Pretpostavimo da su 8, 1 3, kutovi takvidaje 81 + By = @18, + 5, = a te da je
B1 # Ba. Znamo B < B, ili B, < By. Stoga je B; < B, ili B, < By.

Bez smanjenja opéenitosti moZemo pretpostaviti 81 < 8,. Iz Leme [3.3.13]slijedi

Bi+Bi <Pr+Botja<a

Sto je nemoguce. ZakljuCujemo: postoji jedinstveni kut 8 tako da je 8 + 5 = a.
O

Definicija 3.3.19. Neka je (M, P, p, d) apsolutna ravnina. Neka je a kut. Prema Propoziciji
a

3.3. 18| postoji jedinstveni kut 8 tako da je B + B = a. Kut 8 oznacavamo s >

Uocimo, za svaki kut « vrijedi da je 2 - C—Zy definirano te 2 - (%) =a.

Definicija 3.3.20. Neka je (M,P,p,d) apsolutna ravnina te neka je a kut. Za n € N
definiramo kut 3; induktivno na sljedeci nacin:

a ()

(0

o
20 7 ntl T

Propozicija 3.3.21. Neka je (M, P, p,d) apsolutna ravnina, neka je a kut te n € N. Tada

je

2. 23 —a (3.2)
Nadalje, za n,k € N vrijedi

P W w

Dokaz. Dokazujemo (3.2) indukcijom po n:
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1) Zan=1limamo2'- £ =2-¢ =a.

IR

2) Pretpostavimo da je n € N te da je 2" - % = a.

3) Imamo

% (3) (3%) a
=2"-2)- =2"-(2- =2". — =
Sp) = (22 2 Q- 29=2"Z=a

prema induktivnoj pretpostavci.

2n+l ) (

Tvrdnja vrijedi za svaki n € N pa je tvrdnja propozicije dokazana.

Tvrdnju (3.3) dokazujemo analogno indukcijom po k. m|

Napomena 3.3.22. Neka je (M, P, p,d) apsolutna ravnina, neka je a kut te m € N tako da
Jje ma definirano. Tada je ocito definirano i na za svaki n < m. Nadalje

na < ma

za svakin < m.
Naime, ovo je ocito istina za n = m.
Ako je n < m, onda je m = n + k za k € N. Imamo,

ma = (n+ k)a = na + ka > na.
Nadalje, ako je @ # 0 (tj. @ > 0), onda za n < m vrijedi
na < ma.
Naime, izn < m — 1 slijedi
ne<(m-Da<(m-Da+a=ma.

Definicija 3.3.23. Neka je (M,%P,p,d) apsolutna ravnina, neka je « kut. Definiciju od
na,n € N sad prosirujemo i za n = 0 tako da stavimo 0 - a = 0.
Uocimo da jednakost

n+Da=na+a

vrijedi i zan = 0.

Propozicija 3.3.24. Neka je (M, P, p, d) apsolutna ravnina, te neka su « i 8 kutovi takvi da
je a < B. Tada je
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Dokaz. Prepostavimo suprotno. Tada je po Lemi [3.3.14 'g < S paje

B B a «a
T < 24 2
2723213

Dakle, 8 < a §to je u kontradikciji sa @ < g pa zakljuCujemo

O

Propozicija 3.3.25. Neka je (M, P, p, d) apsolutna ravnina, neka je a kut tako da je a > 0.
Tada postoji n € N tako da je

w
5<a.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Tada je

za svaki n € N. Neka je
S=15, Inen).

Po Propoziciji [3.2.19|skup § ima infimum. Oznacimo ga s u.
Bududi da je @ donja meda od skupa S vrijedi @ < u. 1z ovoga posebno slijedi 0 < p.

Imamo,
w

< -
IJ —= 2

<(1)
'u_2’

paiz Leme [3.3.14]slijedi da je u + u definirano.
Iz 0 < pslijedi p < p + p. 1z ovoga slijedi da u + u nije donja meda od S (jer je u
najveca donja meda od §). Stoga, postoji neki kut iz S koji je manji od p + p, tj. n € N

tako da je
w <
o o+

Iz Propozicije [3.3.24]slijedi

G pu+u . w
) < 5 , 4. 2n+1<,u.

Ovo je u kontradikciji s ¢injenicom da je ¢ donja meda od S. O
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Definicija 3.3.26. Neka je (M, P, p, d) apsolutna ravnina te neka je a kut. Neka je
Ea:{Q'%|n€N,OSQS2n,q-%SQ}.

Propozicija 3.3.27. Neka je (M,P,p,d) apsolutna ravnina te neka je a kut. Tada je a
supremum skupa E,,.

Dokaz. OCito je @ gornja meda skupa E,. Uzmimo da je 8 gornja meda od E,. Zelimo
dokazati da je @ < 8.

Pretpostavimo suprotno. Tada je 8 < a. 1z Korolara |3.3.7|slijedi da postoji kut y tako
dajea=8+vy.

Ocito je y > 0. Iz Propozicije [3.3.25| postoji n € N tako da je 5; < y. Neka je ¢
najmanji prirodan broj takav da je

w
< Pp—
B<gq T
(sigurno postoji k € N tako da je 8 < k- 37 jer za k = 2" vrijedi k - 5; = w). Tada je
w
g-1)- o <B. (3.4)
Iz 3 <y slijedi .
ﬁ + 5 < ﬁ +7y.
S druge strane, iz (3.4) slijedi
w W w
-1 — — < —
(q ) 2n+2n_ﬁ+2n’
tj.
w w
q-isﬁ+§§ﬁ+y:a.
Zakljucujemo:
B<q- % <a.

Ovo znaci da postoji element od E, koji je veci od B, a to je nemoguce jer je S gornja
meda od E,. Prema tome, @ < 8 tj. @ je supremum skupa E,,. O



Poglavlje 4

Mjera kuta

4.1 Mjera kuta

Definicija 4.1.1. Neka je (M, P, p, d) apsolutna ravnina. Neka je K skup svih neorjentira-
nih kutova. Neka je ¢ : K — [0, +00) funkcija takva da vrijedi sljedece:

1) o(a) >0, za svaki @ € K,a > 0
2) o(a + ) = p(a) + ¢(B) kad god su a, B kutovi takvi da je zbroj a + B definiran.
Tada za ¢ kaZemo da je mjera kuta na (M, P, p, d).

Propozicija 4.1.2. Neka je (M, P, p,d) apsolutna ravnina te neka je ¢ mjera kuta na toj
ravnini. Tada je ¢ strogo rastuca funkcija, tj. ako su « i B kutovi takvi da je a < B, onda je

p(@) < e(B).
Nadalje, ¢(0) = 0.

Dokaz. Neka su a, 8 kutovi takvi da je @ < . Iz Propozicije postoji kut y tako da je
B =a+vy. Ocito je y > 0. Stoga je ¢(y) > 0 te imamo

o(B) = pla +vy) = p(a) + o(y) > p(a).

Dakle, ¢p(a) < ¢(B).
Nadalje, vrijedi

¢(0) = (0 +0) = ¢(0) + ¢(0)
pa slijedi ¢(0) = 0. O

Lema 4.1.3. Neka je (M, P, p,d) apsolutna ravnina te neka je ¢ mjera kuta na toj ravnini.

62
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1) Neka je a kut te n € N tako da je na definirano. Tada je o(na) = n - ¢(@).
2) Za svaki kut a i svaki n € N vrijedi

w(a)
o

a
90(5) =

Dokaz. 1) Lako dobivamo indukcijom po n.

2) Neka je a kut te n € N. Imamo

(@) = (2" - %) =2". 90(%),

dakle o
90(&)22"'90(5)
paje
@ ¢(a)
¢ = >

O

Lema 4.1.4. Neka je (M, P, p,d) apsolutna ravnina te p mjera na toj ravnini. Neka je K
skup svih kutova u toj ravnini. Neka je S neprazan podskup od ‘K te a supremum od S.
Tada je broj () supremum skupa

B={eB|BeS)

Dokaz. Tvrdnja je jasna ako je @ = 0. Pretpostavimo a # 0.
Za svaki B € S vrijedi § < @ pa je

0(B) < p(a).

Dakle, (@) je gornja meda od B.
Neka je € > 0. Odaberimo n € N tako da je

%") < minfe, @(a)}.
Tada je
gpg:) < (@)
1z Cega slijedi
w
—<a
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(u suprotnom a < 3 pa je ¢(a) < ¢(5), tj. p(@) < %).
Stoga postoji S tako da je

a:ﬁ+% 4.1

1z ovoga slijedi da je § < @. Bududi da je @ supremum od S ovo znaci da § nije gornja

meda od S. Stoga postoji y € S tako da je 8 < y. Imamo:

B<y=a
iz Cega slijedi
@(B) < ¢(y) < ¢(a)

paje
@(@) — p(y) < p(@) — ¢(B).

Iz |j slijedi p(@) — (B) = “’é‘;’) Sto je manje od € pa je

(@) — o(y) < p(a) — ¢(B) < €.

Dakle, (@) — ¢(y) < € pa je p(a@) — € < ¢(y). Jasno, ¢(y) € B. 1z Propozicije |3.2.16
slijedi da je ¢(@) supremum od B. O

Lema 4.1.5. Neka je (M, P, p,d) apsolutna ravnina te « > 0. Neka su m,n € N tako da je
na < ma. Tada je n < m.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Tada je m < n pa je prema Napomeni [3.3.22]ma < na
Sto je u kontradikciji s na < ma. Dakle, n < m. m|

4.2 Egzistencija mjere kuta

Teorem 4.2.1. Egzistencija i jedinstvenost mjere kuta
Neka je (M, P, p,d) apsolutna ravnina. Neka je s € R,s > 0. Tada postoji jedinstvena
mjera kuta na (M, P, p, d) takva da je p(w) = s.

Dokaz. 1) Jedinstvenost:
Pretpostavimo da su ¢; i ¢, kutne mjere takve da je ¢;(w) = s, p2(w) = 5. Dokazimo

da je 1 = .
Neka je a kut. Tada po Propoziciji a supremum skupa E,. Stoga iz Leme
4.T.4]slijedi da je ¢ () supremum skupa

{e1(B) | B € Eo}
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te da je ¢,(a) supremum skupa

{@208) | B € Eo}

Neka je B € E,. Tadaje f = g - 5; zanekin € Nigq € {0, ..., 2"}. Imamo

_ R A AW A -4
piB=plg ) =q-p(5) =2 -plw) =2

te analogno dobivamo
»(B) = % - S.

Stoga je ¢1(B) = ©2(B).
Iz ovoga zakljucujemo

lei(B) | B € Eo} = {p2(B) | B € Eo},

pa slijedi ¢ (@) = p2(@) (jedinstvenost supremuma). Zakljucujemo ¢; = ¢,.
2) Egzistencija:

Definiramo ¢ : K — [0, +oo} na sljedeéi nacin:

Neka je @ € K. Stavimo

o(a@) = sup{%ﬂneN,qe (0, .2").q- 3; <a.

Ocito je 0 < ¢ < s, za svaki @ € K, dakle ¢ je dobro definirana. Nadalje, ako je
a € K,a > 0, onda postoji n € N tako da je 57 < @ (po Propoziciji |3.3.25)).
Stoga je zi < ¢(@). Prema tome ¢(a@) > 0.

Imamo
w

Z-E:wa

pa je

2 .

7 s < p(w), t). s < p(w)
Sto zajedno s p(w) < s daje p(w) = s.

Neka su « 1 5 kutovi takvi da je zbroj @ + S definiran. Neka je

A:{%-slneN,OSqSZ”,q-%SQ/}
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te

B:{;Lm-smeN,oSpszm,p-zﬁmgﬂ},

Tada je ¢(a) = sup Ai¢(B) = sup B.
Neka je x € A. Tada je

x=L .
2n
gdjejeneN,0<¢g<2"q -5 <a.
Nadalje, uzmemo y € B. Tada je
y=2 s
2m
gdiejemeN,0<p<2",p-3% <f
Slijedi
9 5, TP 55 = .
1) slucaj: m > n
Tada je
w W ey @
¢ 5 =q Q7 ) =@ 2 o
Stoga je
w w
Lommny L 4y < + B,
(g ) mtP gy Sa+h
tj.
(q-2""+p) 5. <a+p.
Imamo 5
. m—n+
L L <t@+p)
tj.
4P panp,

Dakle, x +y < ¢(a + ).
2) slucaj: n>m

Analogno dobivamo x +y < ¢(a + ).
3) sluCaj: n=m

Odmabh slijedi x + y < ¢(a + B).

66
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U svakom slucaju x + y < ¢(a + 3). Stoga je
y<el@+p) —x
za svaki y € B. To znaci da je ¢(a + 8) — x gornja meda od B pa slijedi
sup B < p(a+p)—x, ¢(B) < p(a+ ) — x.

Dakle, x < ¢(a + ) — ¢(B) za svaki x € A.
Ovo znaci da je p(a + ) — ¢(B) gornja meda od A pa vrijedi

sup A < g(a + ) — ¢(B).
Dakle, ¢(a) < ¢(a + ) — ¢(B). Stoga je

(@) + o(B) < p(a +p).

Nekajen € Nte g € {0,...2"}. Tvrdimo da je
w q
- —_— = — 4.2
e(g 2,l) oS 4.2)
Nekasum € N, p € {0,...2"} tako da je

w w
p_Sq._

om omn '
1) m>n
Imamo w w w
97 =4 " 2,H(m_,,)) =(g-2"")- o
Stoga je
p- 2% <(q-2"")Z

Uocimo 5 > 0 (naime 2”35 = w pa ja jasno 5 # 0).

Iz Leme slijedi p < ¢ -2"". Stoga je

r_4
2m n

.SS%.S (4.3)

Tl



POGLAVLIJE 4. MJERA KUTA 68

2) slucajm <n
Dolazimo do istog zakljucka:

p q
—_ < = . .
S " S

2m
Znamo da je (g - % supremum skupa A koji se sastoji od svih takvih brojeva ; - s.
Iz (4.3) slijedi da je & - s gornja meda od A. Stoga je

supAS%-s,

tj.
w._q
) < =-S5,
¢(q 2,)_2” s

S druge strane, o€ito je 3- - s € A pa je
q w
L .¢< ).
oSS elg )
Time je jednakost (4.2) dokazana.

Neka je
D= {q-%lneN,qe 0, ..., 2")).

Neka su x,y € D. Tvrdimo da je ¢(x + y) = ¢(x) + ¢(y) ako je zbroj x + y definiran.

Imamo
w w

x=gq T

nmeN,0<g<2",0<p<2™.

Bez smanjenja opCenitosti mozemo pretpostaviti n < m.

Imamo
w w w w w w w
+y=qg—+p-— =q- (2" +p— =(@q@2"")—+p-— = (¢ 2" "+p)—.
Xy = q ooy q-( 2,,H(m_,l)) Pom (g )2m P om (g p)zm
Stoga je prema (4.2))
L g p
ety =T TP o Loy D= () + o).

2m 2n 2m
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1)

2)

3)

4)

tvrdnja:
Ako je a kut te x € D takav da je x < «, onda je

o(x) < p(a).

Naime, imamo x = ¢ - 57,n € N, g € {0, ..., 2"} pa je iz definicije od ¢(a) jasno
daje
q

i-sﬁgo(a).

No, p(x) = 5 - 5.
tvrdnja:
Neka je a kut. Tada je

o(a) = sup {e(x) | x € D, x < a}.

Ovo slijedi iz (4.2) i definicije od ¢(a).
tvrdnja:
Funkcija ¢ je strogo rastuc¢a na D, tj. ako su x,y € D tako da je x < y, onda je

@(x) < ().

Ako su x,y € D, onda je

w w

.?,y:p._

r=4q 2n’

gdjesun eN,0<¢g<2",0<p<2"1zx <yslijedi p < g. Stoga je

G @(x) < @(y).
tvrdnja:
Ako je @ kutiy € D tako da je @ <y, onda je (@) < ¢(y).

Nekajen € Dtakodaje x < @. Tadaje x < y paje prema 3) tvrdnji ¢(x) < @(y).
Stoga je ¢(y) gornja meda skupa {¢(x) | x € D,x < a}, pa je supremum tog
skupa manji ili jednak ¢(y). 1z 2) tvrdnje slijedi ¢(a@) < @(y).
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5)

6)

7)

tvrdnja:
Neka su a1 S8 kutovi takvi da je @ < 8. Tada postoji x € D takodaje o < x < f5.

Dokazimo ovo: 1z a < S slijedi da je postoji kut y tako da je 8 = a + y. OCito
jey > 0.
Iz Propozicije [3.3.25|slijedi da postoji n € N tako da je 5 < y. Neka je

k = max{i € {0,...2"} | i - 23 <a).

Tada je k- 5 < . UoCimo, k < 2". U suprotnom k = 2" pa je w < a Sto povlaci
a = w, a to je nemogude jer je a < 5.

Stoga je k + 1 € {0, ..., 2"} pa zakljuCujemo da ne vrijedi (k + 1) - 5 < a@. Stoga
jea<(k+1)- 3.

Imamo

W w
_ + N

w
(k+1)-§—k-2n 2n<a+7—ﬁ.

Dakle,
w
k+1)-—<p.
2n
Prema tome, za x = (k+ 1)5; vrijedix € Dia < x <p.

tvrdnja: Neka su a i 8 kutovi tako da je @ < B. Tada je ¢(a) < ¢(B).

Naime, prema prethodnoj tvrdni postoji x € D tako da je @ < x < [ te opet
primjernom iste tvrdnje dobivamo da postojiy € Dtakodajea < x <y < .
Iz 4), 3) 1 1) tvrdnje sada slijedi

(@) < e(x) < p(y) < (B)

pa zakljuujemo (@) < ¢(B).

Uoc¢imo da iz 6) tvrdnje slijedi ovaj zakljuak: Ako su a i S kutovi tako da je
¢(a) < ¢(B), onda je @ < B. Naime, u suprotnom bismo imali S < a pa bi 6)
tvrdnja povlacila ¢(8) < ¢(a) $to je nemoguce.

tvrdnja: Neka je a kut tako da je @ < w. Tada za svaki € > 0 postoje x, x" € D
tako da je
x<a<x+xip(x)<e,

L o, w
1pritomeje x” < 5.
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Dokazimo to: Neka je € > 0. Odaberimo n € N tako da je 5; < €. Neka je
k=maxli €0,...2"} |i- — < al.
Tada je

iz Cega slijedi k < 2" (ako je k = 2" onda w < « Sto je nemoguce jer je @ < w).
Slijedi k + 1 € {0,...,2"} te @ < (k + 1)3;. Dakle,

kz—Sa<k%+%
Neka je
x=k- 2 ¢=2
2’ 21

Oc¢itosu x,x’ € Di

Imamo

(,)_1 s
o(x = s—2n

paje o(x') < e.
8) tvrdnja: Neka su a iy kutovi takvi da je @ = x +y gdje je x € D. Nadalje, neka
je X' € Etakodajey < x’. Tada je

p(@) < p(x) + @(x).

Pretpostavimo suprotno. Tada je ¢(x) + ¢(x’) < ¢(a). Imamo

w , w
= - —, x = C—
* q 2” p 2n
zancken € N,0<g<2,0<p<2".
Imamo ( |
+
gO(X)'i":p(x’):%'S+§.s: pznq . s,
No,
e(x) + p(x) < (@) < s
paje

p+q<?2.
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w

Iz toga slijedi da je (p + ¢) - 5 definirano pa je i zbroj p - 5

(po Propoziciji [3.3.16).
Dakle, x + x’ je definirano, te imamo ¢(x + x") = ¢(x) + p(x") < p(@). 1z ovoga
slijedi x + X’ < a.

+q - 5 definiran

Imamo,
a=x+y<x+x <a,

Sto je kontradikcija. Time je 8) tvrdnja dokazana.

Dokazimo sada da je p(a + 8) = ¢(a) + ¢(B) za sve kutove a i 8 za koje je zbroj a +
definiran.

Tvrdnja je jasno ako je @ = w ili f = w. Pretpostavimo sada je su a i1 S kutovi takvi
daje @ + B definirantedajea < wif < w.

Neka je € > 0. Prema 7) tvrdnji slijedi da postoje x, x" € D tako da je
x<a<x+x

pri cemu je
)<<iv<2
L
Isto tako, postoje y,y" € D tako da je

y<B<y+y
pri cemu je

ﬂﬂ<ftﬁsg
2 2

UoCimo da iz x" < %iy’ < 5 slijedi da je zbroj x’ + y” definiran.
Neka je y kut tako da je @ = x + . Iz ovoga slijedi ¥ < x’ (u suprotnom imamo
X' <vypaje

a<x+x <x+y=a,
Sto je nemoguce.)
Nadalje, neka je ¢ kut takav da je 8 = y + ¢ pa kao i maloprije dobivamo ¢ < y’.
lza=x+yip=y+dslijedi

a+B=x+y)+H+0)=x+y)+(y+90).

Nadalje, y + 6 < x" + .
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Sadaiza + B = (x + y) + (y + 6) 1 8) tvrdnje slijedi
pla+p) < p(x+y) +e(x' +Y)

stoga je

o(a +B) < o(x) + 0(3) + o(x') + o) < e(@) + e(B) + g + g = w(@) + @(B) + €.

Dakle, p(a + ) < ¢(a) + ¢(B) + € za svaki € > 0, tj.

pla +p) — (p(a) + ¢(B)) < €

za svaki € > 0.

Stoga je
pla +pB) = (p(@) + ¢(B)) < 0

paje
pla+p) < p(a) + ¢PB).

Ve¢ smo dokazali p(a) + ¢(B) < ¢(a + B) pa zakljuCujemo
pla + ) = p(a) + ¢(B).

Prema tome, ¢ je mjera kuta.
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Sazetak

Rad smo podijelili na 4 cjeline u kojima razradujemo potrebne pojmove za izgradnju mjere
kuta.

U prvom poglavlju izgradujemo pojmove ravnine koju kasnije gledamo kao okolinu za
proucavanje kutova. Pritom koristimo Aksiome incidencije te relaciju linearnog uredaja sa
razlicitim svojstvima za izgradnju pojedine vrste ravnine.

U drugom poglavlju definiramo pojmove izometrije i osne simetrije i uvodimo pojam
apsolutne ravnine kao osnove za daljni rad. Koristimo Osnovni teorem o izometrijama te
definiramo rotacije i centralnu simetriju.

U treem poglavlju definiramo pojam neorjentiranog kuta pri ¢emu nam nul - kut 1
ispruzeni kut ¢ine osnovu za usporedivanje. Gledamo odnose medu kutovima i uvodimo
relaciju < kao sredstvo usporedivanja. Osim toga, definiramo supremum i infimum te
zbroj kutova te na kraju precizno definiramo pojam mjere kuta ¢ije postojanje dokazujemo
teoremom.



Summary

We divided this thesis into 4 major parts.

In first chapter we are developing terms of different types of planes as a base for our
study of measure of an angle. We are using Axiom of incidence and equivalence relation
with different characteristic.

In second chapter we define notions as isometry and reflection across a line. Also, we
define the notion of an absolute plane. We use Fundamental theorem about isometry and
define rotation and central symmetry.

In third chapter we construct angle and we use 0 angle and straight angle as a base
for comparison. To compare two angles we use relation <. Also, in this thesis we define
supremum and infimum and sum of angles. In the end there is notion of measure of an
angle and theorem that proves existence of that measure.
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