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Uvod

Klasteriranje, odnosno grupiranje podataka jedna je od najceséih tehnika analize podataka,
koja svoje primjene nalazi u raznim podrucjima statistike, strojnog ucenja, racunalnim
znanostima, fizici, biologiji itd. U strojnom ucenju klasteriranje opéenito pripada skupini
nenadziranog ucenja (eng. unsupervised learning) Ciji je cilj otkriti prirodnu strukturu
ulaznih podataka, bez pocetnih notacija ili saznanja o njima, Sto tu metodu razlikuje od
klasifikacijskog grupiranja podataka u nadziranom ucenju (eng. supervised learning). U
procesu otkrivanja te prirodne strukture podataka, otkrivaju se podaci koji su medusobno
viSe ili manje sli¢ni, tj. dijele neko zajedniCko obiljeZje te se na temelju toga grupiraju u
tzv. klastere.

U ovom radu koncentrirat ¢emo se na metodu spektralnog klasteriranja. Ona je zadnjih
godina dosta istraZivana, a bazira se na definiranju sli¢nosti izmedu svih to¢aka koje Zelimo
klasterirati, pridruZenoj matrici sli¢nosti te njenoj spektralnoj analizi. Glavni cilj je kao 1
kod svakog algoritma klasteriranja - posti¢i veliku slicnost medu podacima u istoj grupi, a
malu sli¢nost izmedu podataka u razli¢itim grupama.

Za rjeSavanje tog problema, u Poglavlju 1 podatke ¢emo prikazati u formi tezinskog
neusmjerenog grafa G, definirati mu teZinsku matricu sli¢nosti, tj. susjedstva W i funk-
cije particioniranja ¢ijom ¢emo minimizacijom odnosno maksimizacijom smanjivati ili
povecavati slicnost medu podacima u grupama. Funkcije particioniranja mogu se defi-
nirati na razne nacine, a pokazat cemo kako je normalizirani rez onaj koji daje najbolje
rezultate.

Podataka koje Zelimo grupirati ima konacno mnogo, Sto znaci da je na$ problem dis-
kretan. Pokazuje se kako je optimizacija ciljnih funkcija u tom slucaju NP-teZak problem,
tj. nije rijeSiv egzaktnim algoritmom u polinomijalnom vremenu. Zato ¢emo problem
pokusati rijeSiti barem pribliZzno na realnoj domeni gdje ¢e nam neprekidno rjesenje dati
mnogi rezultati iz podrucja spektralne analize, odnosno varijacijske karakterizacije spektra
matrice susjedstva W kojom ¢emo se baviti u Poglavlju 3.

U Poglavlju 2 definirat ¢emo Laplacijan 1 normalizirani Laplacijan grafa te pokazati
kako je nalaZenje njegovih svojstvenih vektora i vrijednosti klju¢no za rjeSenje problema.
U Poglavlju 4 ¢emo koriStenjem drugog svojstvenog vektora Laplacijana do¢i do rjeSenja
biparticioniranja grafa, a u Poglavlju 5 problem ¢emo generalizirati na K-particioniranje i
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pronalazenje K svojstvenih vektora. U Sestom poglavlju vidjet cemo kako mozZemo formi-
rati grafove 1 matricu susjedstva te implementirani algoritam testirati na klasteriranju simu-
liranih podataka. Neki klasi¢ni algoritmi spektralnog klasteriranja do diskretnog rjeSenja
K-particioniranja dolaze upotrebnom metode K-sredina na dobivene svojstvene vektore,
no u ovom radu do diskretnog rjeSenja koje najbolje aproksimira pravo doci ¢emo algorit-
mom spektralne rotacije te u Poglavlju 7 pokazati kako rezultira boljim rezom. Spektralno
klasteriranje i normalizirani rez Cesto se primjenjuju na segmentaciju slika pa ¢emo neke
primjere (rekurzivnog) biparticioniranja vidjeti u Poglavljima 8 1 9.



Poglavlje 1

Grupiranje kao particioniranje grafa

1.1 Model grafa

Neka su dane tocke xi,...,x, koje predstavljaju objekte koje zelimo klasterirati (osobe,
piksele na slici...) 1 neka je dana sli¢nost s;; > 0 medu svim parovima tocCaka. Intu-
itivno, cilj klasteriranja je grupirati dane tocke na nacin da je slicnost medu tockama iste
grupe velika, a medu toCkama koje pripadaju razli¢itim grupama mala. U ovakvom slucaju
prakti¢no je problem klasteriranja predociti u formi grafa G = (V, E).

Vrhovi grafa predstavljaju tocke koje grupiramo, a svaka dva vrha povezana su bridom
ukoliko je slicnost medu njima pozitivna. TeZina brida izmedu vrhova v; 1 v; je upravo

slicnost s;;.

Notacija

Neka je G = (V, E) tezinski neusmjereni graf sa skupom vrhova V = {vy,...,v,} i bridova
E . TeZine izmedu vrhova v; 1 v; oznaCavat ¢emo sa w;; > 0.

bridom ako je w;; = 0, a buduci da je graf neusmjeren vrijedi w;; = w;;, odnosno matrica
W je simetri¢na.

Uz matricu susjedstva definiramo i matricu stupnjeva D = Diag(W1,) = Diag(d,,...,d,),
gdje Diag(d,, ..., d,) oznaCava dijagonalnu matricu sa elementima d,, . . . , d, na dijagonali,
ad; =Yy wistupanj vthai, i=1,...,n
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Primjer 1.1.1. TeZinski neusmjereni graf G sa pripadajuc¢om matricom susjedstva W.

=
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Uz uvedenu notaciju, na$ problem klasteriranja sada moZze biti preformuliran u problem
particioniranja grafa G, odnosno skupa vrhova V. Ono §to Zelimo posti¢i jest grupirati skup
vrhova grafa u disjunktne skupove na nacin da je mjera sli¢nosti izmedu vrhova jednog
skupa velika, a izmedu vrhova iz razli¢itih skupova mala.

Sljedeée ¢emo razmotriti koje su to mjere sli¢nosti koje algoritam moZe korisititi prilikom
particioniranja i koje su prednosti odnosno nedostaci koriStenja istih.

1.2 Funkcije particioniranja

Neka je dan graf G = (V, E) i pretpostavimo da Zelimo napraviti particiju skupa vrhova V
na dva skupa Ai BtakvedaAN B =0, AU B =Y. Jedan nacin na koji to mozemo uciniti
je da odstranimo sve bridove koji povezuju vrhove iz A sa vrhovima iz B 1 obratno, a mjera
nesli¢nosti izmedu A 1 B moZe se izraCunati kao ukupna teZina bridova koji su odstranjeni.
Mi ¢emo tu mjeru zvati rez particije:

rez(A,B)= > w(i, ). (1.1)
i€A, jeB
Problem particioniranja uz pomo¢ reza particije svodi se na nalazenje optimalnog reza
koji ¢e minimizirati vrijednost gore definiranog reza particije, odnosno pronaci rez sa naj-
manjim teZinama bridova.

Primjer 1.2.1. TeZine bridova izmedu tocaka su obrnuto proporcionalne njihovim udalje-
0 i=j
nosti, tj. elementi matrice W su: w(i, j) = w(v;,v;) = { 1 i % j

lIvi—v;l3
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Slika 1.1: Simulirane tocke.

Originalne tocke

oo a

121

Rezultat minimalnog reza

Slika 1.2: Minimalni rez naSao je dobro
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Slika 1.3: Simulirane tocke.
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Slika 1.4: Minimalni rez odvojio je dvije
tocke od ostatka, Sto nije dobra particija.

Kako bismo dobili bolje rjeSenje, razmotrimo drugaciju funkciju koja u obzir uzima
kardinalitet skupova A i B, tj. broj vrhova u skupu A odnosno B ovdje u oznakama |A| i
|B|. Ovu funkciju zovemo razmjerni rez particije, a definiramo sa:

Rrez(A,B) =

rez(A, B) N rez(A, B)

(1.2)

Al

|B|
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Malo drugaciji nacin particioniranja predloZen je u radu Shi 1 Malik [2] 1 to koriStenjem
normaliziranog reza particije koji se umjesto na kardinalitetu skupova particija bazira na
tezinama bridova te se je pokazao boljim izborom od razmjernog reza.

Ukupnu povezanost vrhova iz skupa A C V sa svim vrhovima grafa definiramo kao vez
skupa A1V:

vez(A, V)= > wi. (1.3)

i€A, jeV
Normalizirani rez particije je sada definiran na sljedeéi nacin:

rez(A, B) N rez(A, B)
vez(A,V)  vez(B,V)

Nrez(A, B) = (1.4)

Uz Nrez(-,-) izmedu dvije grupe, moZemo definirati i ukupnu normaliziranu povezanost
vrhova unutar grupe, odnosno Nvez:

vez(A,A) N vez(B, B)
vez(A,V)  vez(B,V)’

gdje vez(A, A), vez(B, B) oznaCavaju ukupnu povezanost vrhova unutar A i unutar B redom.

Nvez(A, B) =

(1.5)

Posljednje dvije funkcije su medusobno povezane $to nam pokazuje sljedeci racun:

rez(A,B) rez(A,B)
Nredl&.B) = Soxa vy * vex(B,V)
_vez(A, V) —vez(A, A) N vez(B,VY) — vez(B, B)
B vez(A, V) vez(B,V) (1.6)
B (vez(A,A) N vez(B, B))
vez(A,Y)  vez(B,V)
=2 — Nvez(A, B).

Algoritam klasteriranja Zeli minimizirati vezu medu vrhovima razlicitih skupova particije,
a maksimizirati vezu unutar vrhova istog skupa pa nam gornji raun pokazuje kako su
ti postupci zapravo ekvivalentni 1 postiZu se istovremeno, tj. normalizirani rez posjeduje
svojstvo dualnosti.
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Primjer 1.2.2. Usporedimo sada definirane funkcije particioniranja na primjeru grafova
u kojima zbog jednostavnosti uzimamo da su teZine svih bridova jednake 1.

Rez(Al,Bl) = 2
Vez(A,V) =2
Vez(B;,V) =125
2 2
Rrez(Aq, By) = T + —1 =2.18
2 2
Nrez(Ay,B)) = =+ — = 1.08
rez(Ay, By) 2T 25

Nvez(Ay,By) =2 — Nrez(A, B)) = 0.92

Rez(Ay,By) =3
Vez(A,, V) =12
Vez(B,,V) =15

3 3
R Ay, B))=—-+-=1
rez(Az, By) 676
Nrez(A B)—3+3—045
r [ — _— = .
ecifiz, B2 12 15

NV@Z(AQ, Bz) =2- Nrez(Az, Bz) =1.55

Vidimo kako je manji Rez odvojio jedan samostalni vrh i doveo do loSijeg rjesenja parti-
cioniranja. Problem je rijeSilo uvodenje razmjernog i normaliziranog reza. Primijetimo i
kako se uz minimizaciju Nreza, maksimizirao Nvez sto je upravo ono sto Zelimo postici.

Od svih promatranih rezova particija, svojstvo dualnosti ima samo normalizirani rez. Osim
toga, buduc¢i da on u obzir uzima ukupnu teZinu bridova koji povezuju particiju sa ostatkom
skupa, problem odvajanja vrhova kojeg smo vidjeli u Primjeru [[.2.1) kod funkcije reza
particije je rijeSen. Zbog svega navedenog algoritam spektralnog klasteriranja u ovom radu
bazirat ¢e se na normaliziranom rezu kao nacinu particioniranja grafa.



POGLAVLIJE 1. GRUPIRANJE KAO PARTICIONIRANJE GRAFA 8

NP-tezak optimizacijski problem
Teorem 1.2.3. (Papadimitrou 97) Problem Nreza grafa je NP-teZak.

Dakle, minimiziranje Nreza, odnosno maksimiziranje Nveza je NP tezak optimizacijski
problem, tj. nije rijeSiv egzaktnim algoritmom u polinomijalnom vremenu. Zbog toga
¢emo problem relaksirati na realnu domenu te u narednim poglavljima pokazati kako se
spektralnom analizom pronalazi aproksimativno diskretno rjeSenje. Da bismo to mogli,
moramo uvesti pojmove poput Laplacijana grafa te navesti vazne rezultate iz teorije vari-
jacijske karakterizacije spektra simetri¢ne matrice W.



Poglavlje 2

Laplacijan grafa

2.1 Pojam i svojstva

Definicija 2.1.1. Laplacijan teZinskog grafa G definira se sa L = D — W, odnosno:
lj = {d" = 2.1)
Wi L#F]
gdje su Wi D pripadne matrice susjedstva, odnosno stupnjeva grafa G.
Propozicija 2.1.2. Svojstva Laplacijana su:
(1) Za svaki vektor x € R" vrijedi: X" Lx = 1 2o wi(x; = x;)°

(2) L je simetri¢na i pozitivno semi-definitna

(3) Svojstveni vektor uz svojstvenu vrijednost A, = 0 je konstantni vektor 1 = [1,...,1]"
(4) L ima n nenegativnih, realnih svojstvenih vrijednosti, tj. 0 = 4; < A, < ... < A,.
Dokaz. (1) 1z definicije Laplacijana 1 matrice D = Diag(d;) imamo:
x'Lx =x'Dx —x' Wx = Z dl-xl.2 — Z XiXjWij
i=1 i,j=1
l n n n 1 n
= 5( Z d,'Xl-Z -2 Z XiXjWij + Z d,-xl-z) = E Z W,‘j(X,' - Xj)z, X = ()Cl, . ,)Cn).
i=1 ij=1 i=1 i,j=1

(2) Simetri¢nost Laplacijana slijedi direktno iz simetri¢nosti matrica D i W, a pozitivna
semidefinitnost iz (1): x’Lx > 0, x € R".
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(3) Uvrstimo vektor 1 u (1): 17L1 = % ZZj:I wii(1 - 1)? = 0, pa direktno slijedi da je 0
najmanja svojstvena vrijednost.

(4) Znamo da za svojstvene vrijednosti pozitivno semi-definitne matrice vrijedi A; >
0,i=1,...,n. Tvrdnjaslijedi iz (1) - (3).

Definicija 2.1.3. TeZinski normalizirani Laplacijan L,,,,, definira se kao Ly, = D‘%LD‘%,

t.:
Jrorm - VZ_//j i= ‘] 22
ij = 3\_ W;d l?ﬁ‘]. ( . )

idj

L, je simetri¢na matrica, a u literaturi se uz nju ¢esto veZe matrica L,,, vezana uz slu¢ajnu
Setnju. Ona se definira kao L, = D™'L i vrijedi sljedeée

Lyywm = D2LD™? = D:D™'LD™? = D*L,,,D"? (2.3)
Propozicija 2.1.4. Za svaki vektor x € R" vrijedi
1 + X x;
T i J
X' LyormX = = Wij(_ - _)

Dokaz. Dokaz je analogan dokazu svojstva (1) Propozicije [2.1.2]

Propozicija 2.1.5. L,,, i L,,.,, povezane su na sljedece nacine:

(1) A je svojstvena vrijednost od L,,, = D™'L sa svojstvenim vektorom v ako i samo ako je
A svojstvena vrijednost od L, sa pripadnim svojstvenim vektorom w = D2v.

(2) Aje svojstvena vrijednosti od L., = D™'L sa svojstvenim vektorom v ako i samo ako je
A rjeSenje generaliziranog svojstvenog problema Lv = ADwv.

(3) 0 je svojstvena vrijednost od L,,, sa svojstvenim vektorom 1. 0 je svojstvena vrijednost
: . 1
od Ly, sa svojstvenim vektorom D2 1.
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Dokaz. (1) Pomnozimo izraz L,,.,w = Aw sa D s lijeva, iskoristimo jednakost || te
supstitucijom v = D iw dobijemo:
D2 L,pmw = D72 Aw
D DL,,Diw = D 2w
LD ?w =D w
L.,v=A4v
(2) Slijedi mnoZenjem L,,,v = Av sa D s lijeva i &injenice L, = D™'L.

(3) Prva tvrdnja slijedi iz Cinjenice da je O svojstvena vrijednost od L sa svojstvenim vek-
torom 1, paondailL,,1 = 0. Druga tvrdnja slijedi iz (1).

O

Primjer 2.1.6. Primjer Laplacijana i normaliziranog Laplacijana za graf iz

9 -4 -5 0 0 0 0 1 -0.42 -0.46 0 0 0 0
-4 10 -2 -1 -3 0 0 -0.42 1 -0.17 -0.12 -0.32 0 0
-5 -2 13 0 -6 O 0 -046 -0.17 1 0 -0.55 0 0

L={0 -1 O 7 -6 0 0 Lyorm=| 0 -0.12 0 1 -0.76 0 0
0o -3 -6 0 9 0 0 0 -0.32  -0.55 0 1 0 0
0 0 0o -5 0 9 -4 0 0 0 -0.76 0 1 -0.67
0 0 0 0 0 -4 4 0 0 0 0 0 -0.67 1
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2.2 Povezane komponente grafa i Laplacijan

Definicija 2.2.1. Povezana komponenta grafa je maksimalni povezan podgraf od G, tj.
povezani podgraf koji nije sadrZan ni u jednom vecem podgrafu.
Ako graf ima samo jednu komponentu povezanosti, onda je povezan (inace je nepovezan).

Propozicija 2.2.2. Neka je G teZinski neusmjereni graf i L Laplacijan grafa sa svojstvenim

vrijednostima A;, i = 1,...,n.
Kratnost k svojstvene vrijednosti 0 jednaka je broju povezanih komponenti Ay, ..., Ay grafa
G. Pripadni prostor razapet je s pridruZenim svojstvenim vektorima 1lg,,...1,,, gdje su

posljednji vektori definirani kao 14,(i,1) = ljjeay, i=1,....n, [ =1,... k.

Dokaz. Neka je naprije graf povezan, odnosno k=1.
Neka je x svojstveni vektor pridruZzen svojstvenoj vrijednosti 0. Iz Propozicije (1)
znamo da: .

0=x"Lx = Z wii(x; — xj)z.

i,j=1

Ako su dva vrha v;, v; povezana, tj. w;; > 0, gornja suma Ce postati 0 ako (x; — x;) = 0, tj.
x; = xj. Dakle, x mora biti konstantan za sve medusobno povezane vrhove grafa. Opcenito,
svi vrhovi povezane komponente neusmjerenog grafa mogu se medusobno povezati nekim
putom, pa slijedi da je x konstantan na cijeloj povezanoj komponenti. Dakle, ako se graf
sastoji od jedne povezane komponente, imamo jedan svojstveni vektor x = 1 i pripadnu
svojstvenu vrijednost 0, Sto je ocito indikator povezane komponente.

Neka se sada graf sastoji od k povezanih komponenti. Bez smanjenja opcenitosti,
mozemo pretpostaviti da su vrhovi u redoslijedu po kojem pripadaju odredenoj kompo-
nenti te su u tom slu¢aju Wi L blok dijagonalne matrice:

L,

L,
I =

Ly

Svaka od L; je Laplacijan matrica pridruZena i-toj povezanoj komponenti. Za spektar blok
matrica opéenito vrijedi da se on moZe napisati kao unija spektara njenih blokova, pa je i
u ovom slucaju o(L) = U;0°(L;), a pripadni svojstveni vektori od L su svojstveni vektori od
L; sa nulama na pozicijama koje pripadaju drugim blokovima. Budu¢i da su L; Laplacijani,
znamo iz Propozicije[2.1.2]da svaki L; ima svojstvenu vrijednost 0 s kratno$cu 1, a pripadni
svojstveni vektor je konstantan vektor 1 na i-toj povezanoj komponenti. Dakle, matrica L
ima toliko svojstvenih vrijednosti jednakih 0 koliko ima i povezanih komponenti u grafu,
a pripadni svojstveni vektori su njihovi indikatort, tj. 1,,,... 1g,.
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Primjer 2.2.3. Dana su dva grafa kao na slikama. Prvi se sastoji od dvije povezane kom-
ponente (k=2), a drugi graf je povezan.

Svojstvene vrijednosti Laplacijana

r *

2}
15[ *

Slika 2.1: Kratnost nule kao svojstvene vrijednosti Laplacijana je u grafu sa 2 povezane
komponente jednaka 2.

Svojstvene vrijednosti Laplacijana
asf * *

*

25T

151

0.5

Slika 2.2: Kratnost 0 kao svojstvene vrijednosti Laplacijana u povezanom grafu je jednaka
1.
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2.3 Normalizirana matrica susjedstva i Laplacijan
Definicija 2.3.1. Normalizirana matricu susjedstva definirana je sa
P=D"'W

Bududi da je suma svakog reda ove matrice jednaka 1, P je stohasticka matrica. Iz teorije
Markovljevih lanaca znamo da je p;; vjerojatnost prelaska sa vrha i na vrh j.

Svojstvene vrijednosti matrice Psul =4, > 4, > ... >4, > -1,ay,...,y, su pripadni
svojstveni vektori. Prvi svojstveni vektor jednak je y; = 1.

Normalizirana matrica susjedstva povezana je s Laplacijanom grafa na nacin da je spek-
tralni problem za P (Px = Ax) ekvivalentan spektralnom problemu Laplacijana §to poka-
zuje sljedeca propozicija:

Propozicija 2.3.2. Ako je A svojstvena vrijednost od P sa svojstvenim vektorom x, onda su
1 — A i x pripadna svojstvena vrijednost i vektor Laplacijana L,,,.

Dokaz. Tvrdnja slijedi odmahiz L,,, = D"'L=1-D"'W =1 - P:

Px = Ax
(I = Ly)x = Ax
L.,x=(-2x.



Poglavlje 3

Varijacijska karakterizacija spektra

U ovom poglavlju bavimo se teorijom vezanom uz varijacijsku karakterizaciju spektra koja
nam, kao Sto je ve¢ spomenuto, daje glavne alate za rjeSavanje optimizacijskog problema
normaliziranog reza.
Navedimo najprije neke osnovne pojmove i teoreme:
Definicija 3.0.3. Matrica A = (a;j) € M, je Hermitska ako vrijedi A = A”, gdje je A* =
—T _
A = (Clj,').
Definicija 3.0.4. Za vektor x # 0 i Hermitsku matricu A € C™" definiramo Rayleighov
kvocijent sa

xTAx

xTx

R(A, x) = R(x) =

Napomena 3.0.5. Za Hermitsku matricu A € R™" vrijedi A* = AT = AT, tj. matrica je
simetri¢na. Buduci da je ¢emo mi problem klasteriranja relaksirati na realnu domenu, od
sada se fokusiramo iskljuc¢ivo na realne simetricne matrice.

Teorem 3.0.6. (Spektralni teorem)
Matrica A je realna simetricna (A € R™") ako i samo ako postoji realna ortogonalna
matrica U € M, i realna dijagonalna matrica A € M,, takva da je A = UAUT.

3.1 Varijacijska karakterizacija svojstvenih vrijednosti
realnih simetricnih matrica

O spektru realnih simetricnih matrica mozemo re¢i mnogo viSe od toga da su pripadne
svojstvene vrijednosti rjeSenja karakteristicne jednadZzbe. Njih naime mozemo prikazati
kao rjeSenja nekih optimizacijskih problema Sto ¢emo pokazati kroz sljedece teoreme.

15
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Neka su
/lmin = /ll < /12 <--- < /1n—1 < /ln = /lmax (31)

svojstvene vrijednosti simetri¢ne matrice A € R™",

Teorem 3.1.1. (Rayleigh-Ritz)
Neka je A € R™" simetricna i neka su njene svojstvene vrijednosti kao u (3.1). Tada
vrijedi:

Ax"x < xTAx < 4,x"x, Vx e R"

xTAx

Apax = A, = Max = max x’ Ax
x20  Xx'Xx xTx=1
T
. X Ax i
Apin = A1 = min = min x’ Ax

20 xTx X x=1
Dokaz. Po Teoremu[3.0.6/postoji ortogonalna matrica U € R™" i dijagonalna A € R™", A =
Diag(A,,...,A,) takvadaje A = UAUT. Za svaki x € R" imamo:
M Ax = X (UAUT)x = (U 0T AU ) = > 40T x)2
i=1

Svaki |(UT x);|? je nenegativan, pa imamo
Ain ) MU < xTAx = 3 AUTOP < Ao D IU 0P
i=1 i=1 i=1

Buducdi da je U ortogonalna i ¢uva normu, vrijedi:

n n
Z (U X, = Z Ix* = x"x.
i=1 i=1

Iz toga slijedi prva tvrdnja:
Axlx = Apynx’ x < xTAx < ApaxT x = 4,7 x. (3.2)

Ako je x svojstveni vektor uz svojstvenu vrijednost A;, tada x’Ax = xTA;x = A4;x"x te
sli¢no za 4,,. Ako je x # 0, iz[3.2limamo
xTAx

xTx

<A,

Jednakost se postize ako je x svojstveni vektor uz svojstvenu vrijednost 4, odnosno

xTAx
max =

x0  xTx

A (3.3)
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Konacno, ako je x # 0,

xTAx X T X ) X AT
xT'x :( xTx) A( xTx) l ( xTx)( xTx

pa je uvjet (3.3) ekvivalentan uvjetu

max x' Ax = A,. (3.4)

xTx=1

Analogno dobijemo i za 4;.
O

Posljednji teorem dao nam je varijacijsku karakterizaciju najvece i najmanje svojstvene
vrijednosti matrice A. No Zeljeli bismo okarakterizirati i druge svojstvene vrijednosti. U tu
svrhu, pretpostavimo da je U = [uy, uy, ..., u,] ortonormalna matrica svojstvenih vektora
od A, te A = UAUT. Neka je x € R" vektor koji je okomit na ;. Tada imamo

xTAx = Z (U X)) = Z /ll-lul-Txl2 = Z /ll-luiTxlz.
i=1 i=1 i=2
Odavde i (3.1) slijedi
W Ax =Y Ml = 2 )"l 5 = 40 Y WU ) = Axx.
i=2 i=2 i=1

Jednakost se postize za x = u,, odnosno kada je x drugi svojstveni vektor matrice A. Dakle,
dobili smo

T
. X Ax .

min —— = min xTAx = A,. (3.5)

x£0 X' X xx=1

XLug xLlug

Generalizaciju ovih razmatranja daje nam sljedeci korolar:

Korolar 3.1.2. Neka je A € R™" simetri¢na realna matrica te uy, . .., u, njezini svojstveni
vektori pridruZeni svojstvenim vrijednostima (3.1)). Tada vrijedi

T
. x'Ax .
min — = min  xTAx=A, k=2,...,n, (3.6)
x#0 X' x xx=1
XLy uz,...,ug-1 xLuyp,uz,...,ug—1
T
x'Ax
max —— = max XAx=A, k=1,....,n—1. (3.7)
x#0 X' X xx=1

XLty Up—1 ;e sUn—k+1 XLty Up—1yeeesUn—fs1
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Tvrdnje gornjeg korolara u prakticnim primjenama zahtijevaju znanja o svojstvenim vek-
torima, Sto Cesto i nije slucaj. Zato problem treba generalizirati na proizvoljne vektore
w € R". Tada imamo:

n

sup x"Ax = sup x’ UAU" x = sup Z:/l,-I(UTx),-I2

xx=1 xx=1 x=1"2
xlw xlw xlw
n n
= Ailzil* = Ailzil?
= Ssup ilzil” = sup ilzil
=1 o =1 o
x=Uzlw 22UTw
n
2
> sup Ailzil
z=1 i=1
z1UTw

21=22=""=2,2=0

— 2 2
- sup /ln—llzn—ll +/ln|Zn| > /1n—1-
|Zn—]|2+|Zn|2:]
z1UTw

U drugom redu stavimo z = U x i iskoristimo &injenicu da je U ortogonalna matrica pa
je z7z = 1 ako i samo ako je x” x = 1. Prva nejednakost slijedi iz svojstva supremuma,
tj. restrikcije skupa na kojem gledamo supremum, a posljednja slijedi iz (3.1), tj. rastucih
svojstvenih vrijednosti. Buduci da je w bio proizvoljan, ali fiksan vektor, gornja nejedna-
kost prelazi u

inf sup x"Ax > A,_;,

n
weR )CT =1
xlw

a jednakost se postize kada je w = u,,, odnosno n-ti svojstveni vektor. Osnovna ideja ovog
razmatranja i uzimanja maksimuma, odnosno minimuma umjesto supremuma i infimuma
lezi u sljedecem teoremu:

Teorem 3.1.3. (Courant-Fisher) Neka je A € R™" simetricna matrica sa svojstvenim
vrijednostima A; < Ay < --- < A, i neka je k prirodan broj 1 < k < n. Tada vrijedi

T
) x'Ax

min max — =, (3.8)
W1,W2,., Wy ER? x#0,xeR", X' x

XLWi,Wa,., Wk
T

. x'Ax

max min — = A (3.9)
wi,Ww2,...,wk_1 ER" x#0,x€R”, X' X

Napomena 3.1.4. U slucaju k = nu (3.8) ili k = 1 u (3.9), gornji teorem svodi se na
Rayleigh-Ritzov teorem.
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Dokaz. Buduéi da su dokazi ekvivalentni, dokazat ¢emo samo (3.8)).

Po Spektralnom teoremu 3.0.6]postoji ortogonalna matrica U i dijagonalna A = diag(A, . ..

takva daje A = UAUT. Nekaje 1 < k < n. Ako je x # 0, vrijedi

xTAx B (UTx)TAUTx) 3 (UTx)TA(UTx)

Ix xTx — (UTx)T(UTx)

i{UTx: xeR", x# 0} ={yeR":y+#0}.Nekasuw,w,,...,w,x €R". Tada imamo:
{ y y

19

s An)

n
xTAx YT Ay )
sup = = sup = = sup E Ailyil
x#0 XX y#0 y y yTy:I i=1
KLWLseees Wik yLUTwi e, UT Wi yLU Wi, .U T Wk
n n
2 _ 2
> s ) Al = sup D Ayl = A
yy=1 i=1 [yl +yiat [+ 4+ +yalP=1 =k
22UTwy,. . UTwyk yLUTwi,.. .U w,_x
Yi=y2="=yk-1=0
Dakle,
xTAx
sup 2 Ak,
x#0 X" X
XLlwi,..., Wn—k
za proizvoljnih n — k vektora wy, ..., w, .
Iz Korolara [3.1.2] slijedi da jednakost vrijedi za w; = u,_;+1 gdje je U = [uy,...,u,].
Imamo:
xTAx
inf sup — = A,
Wi sWn—k x£0 XX
XIW] Wy
odnosno:
xTAx
min max = A

O

Neka je B € R™" realna simetri¢na matricai B = UAUT, gdjesu U = [u; ...u,], A =
diag(By,...,B,). Rang matrice B jednka je broju svojstvenih vrijednosti razlicitih od 0.
Ako je rang matrice B manji ili jednak , mozemo pretpostaviti da je 8,,; = --- =8, = 0.

Ako je rang manji od r, tada su neke od By, . .., 5, jednake 0. Primijetimo da vrijedi:

B=UAU" = Z Biuiu? .
i=1
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Teorem 3.1.5. Neka je A € R™" simetricna matrica i i r cijeli broj takav da 1 < r < n.
Neka je A, r X r matrica nastala brisanjem n — r redaka i stupaca iz matrice A. Za svaki k

takav da 1 < k < r vrijedi

Dokaz. Neka je A, r X r matrica nastala brisanjem redova iy, . .

A(A) < A(A}) < Asn—r(A).

., Iy 1 pripadajucih stupaca

matrice A. Neka je 1 < k < r. Iz Courant Fisherovog teorema (3.1.3[imamo:

/lk+n—r(A)

A(A)

xTAx

xTx

= min
W1seeos W ER?

max
x#0,xeR"
X1lWwi,..., Wik

xTAx

xTx

>

min
W1, Wp_ ER”

max
x#0,xeR"
X1lwi,..., Wk
xLeil

YAy
¥y

= min max
VIesVr—k€R" y#0,yeR”

VLV, Vrok

= ﬂk(Ar)»

xTAx

xTx

min
x#0,xeR"
X1lwi,..., Wi-1

xTAx

max
Vi Vk—1 ERT  y#0,yeR"
YLV V-1
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Iz prethodnog teorema slijedi korolar poznat u literaturi kao Poincarov separacijski te-
orem.

Korolar 3.1.6. (Poincare)

Neka je A € R™" simetri¢na matrica i r cijeli broj takavda 1 <r < ninekasuuy,...,u, €
R™ ortonormalni vektori. Neka je B, = [ul.TAu j] € R™". Ako su svojstvene vrijednosti od A
i B, kao u|3.1, imamo

A(A) < 4(B)) £ gyn—r(A), k=1,2,...,1. (3.10)

Simetri¢na matrica B, € R™" moZe se zapisati kao B, = UT AU, gdje je U € R™ ortonor-
malna matrica sa r ortonormalnih stupaca. Sumiranjem nejednakoti (3.10) i ¢injenice da je
tr(B,) = 4{(B,) + - - - + 4,(B,), dobivamo sljedece korolare:

Korolar 3.1.7. Neka je A € R™" simetricna matrica, svojstvene vrijednosti kao u ir
cijeli broj takav da 1 < r < n. Tada

(A + -+ A,(A) = min tr(UTAU), (3.11)
uTU=I,
Aprs1(A) + -+ + 2,(A) = max r(UTAU), U eR™. (3.12)
uTu=I,

Napomena 3.1.8. Formule i mogu se shvatiti kao generalizacije Rayleigh-
Ritz teorema. Jednakost vrijedi ako su stupci matrice U ortonormalni svojstveni
vektori pridruZeni najmanjih r svojstvenih vrijednosti matrice A te analogno u .
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Spektralna biparticija grafa

U ovom poglavlju pokazat cemo kako se NP-tezak optimizacijski problem minimizacije
Nreza pribliZzno rjeSava relaksacijom i spektralnom analizom Laplacijana matrice grafa te
koriStenjem vaznih teorema karakterizacije spektra iz Poglavlja 3]

4.1 Model

NekasuV,V, cV,VinV, =0, ViUV, = V. Nekaje N = |V|. Definirat ¢emo particijsku
matricu X = [X;, X;] dimenzija N X 2 na sljedeéi naCin:

X(la 1) = 1{iEV1}’ X(l7 2) = 1{i€V2}7 i = la o 5N9

gdje 1;, predstavlja indikatorsku funkciju. Buduci da svaki vrh zbog disjunktnosti pripada
tocno jednom od skupova V; i V;,, stupci matrice X imat e jedinice na razli¢itim mjestima,
tj. vrijedi X1, = 1y. Dakle, stupci od X su medusobno okomiti.

Primjer 4.1.1. Za graf sa skupom vrhova {1, 2,3, 4,5} i bipartcijom {{1,3},{2,4, 5}}, par-
ticijska matrica X izgleda:

|
0
X=|1
0
0

—_—— O = O

22
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4.2 Pronalazenje optimalnog reza za biparticiju

Formulacija funkcija particioniranja

Zelimo particionirati vrhove grafa G na dva skupa V; i V,, odnosno minimizirati normali-
zirani rez izmedu njih. Bududi da su glavni alati spektralnog klasteriranja Laplacijan grafa,
njegova svojstva te teoremi kojima smo se bavili u prijasnjim poglavljima, ovdje ¢emo
pokazati da se problem biparticioniranja svodi na rjeSavanje svojstvenog problema Lapla-
cijana grafa G. Kako bismo to mogli, preformulirajmo definicije Nreza i Nveza pomodéu
nove matrice particije X, matrica W, D te Laplacijana L.

Vrijedi sljedece:

re(Vi,Vo)= > wij=X{DX; - X] WX, = X[ LX,, 4.1)
i€Vy,jeVs

vez(Vy, V) = X| DX, (4.2)

vez(V, V) = X; DX, (4.3)

vez(V, Vi) = X[ WX, 1 =1,2. (4.4)

Sada imamo:

rez(Vy, Vs) N rez(Vy, Vs)
vez(V1,V)  vez(V,,V)
_XTLxy  XILX,

~ X'DX, ¥ xI'Dx,’
vez(Vi, V1) n vez(Vs, V)
vez(V1,V)  vez(V,, V)
CXTWX,  XTWX,

~ XTDX, " XIDX,’

Nrez(Vy,V,) =
4.5)

Nvez(Vi,V,) =
(4.6)

Znamo iz ((1.6)) da su optimizacijski problemi

,LL([V], VQ]) = NT€Z(V1, Vg) — min, (47)
e([Vy,Va]) = Nvez(Vi,V,) — max (4.8)

medusobno ekvivalentni pa ¢emo se ovdje fokusirati na (4.7)).
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Primijetimo da je svaki od sumanada u (4.5 u formi Rayleighovog kvocijenta, odnosno

oblika Y2 za nekiy € {0, 1}".

Uzmemo li z takav da je z = D%y, imamo:

y'Ly (D2z2) LD ?z 2 Ly 4.9)
Y'Dy (Diz’D(D3z) 2z '

Sada vidimo da se minimizacija kvocijenata u (4.5) svela na optimizacijski problem mi-
nimiziranja Rayleighovog kvocijenta sa y relaksiranim na realnu domenu, pa nam iz re-
zultata Poglavlja[3] o varijacijskoj karakterizaciji spektra slijedi da za nalaZenje minimuma
zapravo trebamo rijeSiti spektralni problem simetricne matrice iz brojnika Rayleighovog
kvocijenta, a to je u ovom sluc¢aju matrica normaliziranog Laplacijana L,,,,.

Rjesenje
Spektralni problem za normalizirani Laplacijan glasi
LyormZ = Az,

pa iz Propozicije slijedi D™'Ly = Ay uzy = D1z
Time dobivamo generalizirani spektralni problem za Laplacijan L, odnosno:

(D-W)y=ADy, y=Dz (4.10)

Iz Rayleigh Ritzovog teorema [3.1.1] Korolara[3.1.2] ¢injenice da su svojstveni vektori La-
.. Ce gee qe L, T Ty .. e e . . .
placijana medusobno okomiti slijedi da e % = gr D§ biti minimizirani drugim najma-

njim svojstvenim vektorom, odnosno njemu pripadajucoj svojstvenoj vrijednosti A,.

Dakle,uz y = D2z imamo:

TLnormZ . TLnorm
A = minz— = min ¢ = ¢ 4.11)
a2 api1 22
Ty L
A = min 2= = min 22 4.12)

vin yIDy — y1D1yT Dy’
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Spektralna K-particija grafa

U ovom poglavlju problem particioniranja grafa generalizirat ¢emo na nacin da skup vr-
hova V Zelimo podijeliti u K disjunktnih grupa te ¢emo u te svrhe definirati funckije K-
particioniranja i primijeniti slican princip kao i kod biparticije. Medutim, do krajnjeg dis-
kretnog rjeSenja do¢i ¢emo na malo drugaciji nacin, koriStenjem spektralne rotacije.

5.1 Model

Kao 1 prije, promatramo graf G = (V, E), pripadaju¢u mu matricu susjedstva W te matricu
stupnjeva D. Neka je V = [N] ={1,2,..., N} skup elemenata koje grupiramo.

Da bismo grupirali N elemenata u K grupa, particioniramo skup vrhova V na skupove
Vi,...,Vx takve da V = Ufile 1VinV, =0, Vk # [. Ovaj postupak zovemo K-
particioniranje grafa i zapisujemo I'f = {Vy,..., V).

5.2 Funkcije K-particioniranja

K-normalizirani rez K-particioniranja grafa definiramo s:

1 & vez(V,, VA V)
K _ ]
K-Nrez(I'y) = T ; —vez(Vl, v (5.1)

K-normalizirani vez K-particinoiranja grafa definiramo s:

K

I
K-Nvez(T¥) = = Z
=1

vez(Vi, Vi)

vez(V,, V)’ (5:2)

25
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gdje je vez definiran kao u (1.3). Kao i prije, postoji veza izmedu K-Nreza i K-Nveza
pa se na taj naCin minimizacija jednog, odnosno maksimizacija drugog ponovno postiZu
istovremeno:

K-Nvez(TX) + K-Nrez(T'S) = 1. (5.3)

5.3 Matricna reprezentacija problema

Kao i u slu€aju biparticije, za prikaz I'§ definirat éemo particijsku matricu X = [Xj, ..., Xk]
dimenzija N X K takvu da:

X(@, l) = 1{i€V1}’ ieV,le[K].
Stupci matrice X su medusobno okomiti budu¢i da svaki vrh pripada to¢no jednoj particiji.

Dakle, vrijedi X1 = 1y, gdje 1, predstavlja vektor jedinica dimenzija d X 1.

Sada moZemo funkcije K-particioniranja zapisati u matricnom obliku koriStenjem matrice
susjedstva, stupnjeva i Laplacijana grafa.

vez(Vi, Vi) = X[ WX, , (5.4)
vez(V;, V) = X/ DX, , (5.5)
vez(Vi, V\ V) = X] DX, - X] WX, 5.6)
=X/ LX,, lell,...,K} '
Ciljne funkcije su:
1 < XTLX,
K\ _ K\ _ 1 .
u(r) = K-Nrez(T) = ; DX, — min, (5.7)
1 & X'WX,
&I = K-Nvea(Tf) = = ) XIITDX, — max (5.8)

i=1
Minimizacija u(I'§) i maksimizacija &(I'§) su po (5.3) ekvivalentne, odnosno postizu se

istovremeno, pa ¢emo nasSim optimizacijskim problemom smatrati (J5.8).

Optimizacijski problem po X (OPX)

K XTwx,

P X' DX, (5.9
uz X e {0, VK X1g = 1y.

1
maksimiziraj s(l""f )= x
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Kao i za slu¢aj K=2 (Teorem [1.2.3)) 1 ovaj problem je NP-tezak. Kako bi se rijeSio barem
pribliZzno, potrebno je problem relaksirati na realnu domenu gdje nam na raspolaganju
stoje korisni teoremi varijacijske karakterizacije spektra iz Poglavlja 3. Primijetimo da su

. . . . o« e . . . T T .
ovdje, kag i u slucaju biparticije, sumandi u 1} i li oblika :T,L)i, odnosno ’:{T‘g: za neki
x € {0, 1}".

Da bismo sumande sveli na poznati oblik za optimizaciju Rayleighovog kvocijenta, poste-

peno ¢emo definirati skaliranu particijsku matricu Z = [Z,,. .., Zg]. Neka je:
, vieV
zG,n =1 V=M _ (5.10)
bl, V,'QV[, lzl,...,K, l:1,...,N,

gdje su a,, b; razliciti realni brojevi.

Zelimo a;, b; definirane tako da vrijedi

rez(Vi,V\V)) _ Z[LZ,
vez(V,V) — ZI'Dz/’

I=1,...K. (5.11)

Oznadimo sa d = 17 D1 zbroj svih stupnjeva grafa G te ozna¢imo sa a; = vez(V;, V) za
I =1,...,K. Tada zbog svojstva Laplacijana iz Propozicije [2.1.2] (1) te iz definicije reza

[.0]zal=1,...,K vrijedi
ZI'LZ; = (a; — bj)*rez(V,, V \ V), (5.12)
Z DZ, = aja; + (d — a))b;. (5.13)
Uvrstavanjem u (5.11) dobivamo sljedeéi uvjet:

2a;by(b; — a;) = db}.

Za b; # 0 imamo
2(1’1 —-d
a, =

by,
2(1’1 :

a za b; = 0 uvjet je trivijalno ispunjen. Zbog jednostavnosti, uzet cemo da vrijedi b, = 0,
I=1,...,K. Sadau (5.13)) imamo

7' D7, = aja;

pa ima smisla uzeti da je

1 1
Vai  Pez(V;, V)
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Dakle, stupci skalirane particijske matrice Z sadrZe iste stupce kao i pocetna particijska ma-
trica X, ali skalirane sa kvadratnim korijenom stupnjeva particija Vi,.. ., Vg. Zato matricu
Z mozemo zapisati kao

Z = X(X"DX) 2. (5.14)

Definirajmo jo$ i normalizacijsku funkciju f koja X — Z, tj.
Z = f(X)= XX"DX) 1. (5.15)
Tada je njen inverz '
X = £~(Z) = Diag(diag~*(2Z"))Z, (5.16)

gdje diag vrati vektor stupac dijalogonalnih elemenata matrice.

Ako na primjer uzmemo da su redovi matrice Z koordinate to¢aka u K-dimenzionalnom
prostoru, onda inverz f~! normalizira njihove norme tako da sve tocke leZe na jedini¢noj
sferi sa srediStem u ishodiStu.

Buducdi da je funkcija f samo skalirala stupce particijske matrice X, matrica Z takoder ima
medusobno okomite stupce.
Osim toga vrijedi:

7'DZ = Ix.

Sada problem moZemo formulirati na sljedec¢i nacin:
Optimizacijski problem po Z (OPZ)

1
Kksimizirai 7) = —tr(Z"WZ
maksimiziraj &Z) X g ) (5.17)

uz 7Z'DZ = Iy

Napomena 5.3.1. Problemi (5.9)i (5.17)su ekvivalentni u smislu da je (X, .. ., Xk) rjeSenje
od OPX (5.9) ako i samo ako je (ZI DZ\)*Zi,. .., (ZEDZx) # Zx) rjesenje od OPZ (5.17).

Relaksiranje matrice Z na realnu domenu sada nam je omogucilo da za na$ optimizacijski
problem koristimo poznate algoritme i teoreme iz Poglavlja[3]
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5.4 Nalazenje optimalnog relaksiranog rjesenja

Propozicija 5.4.1. (Ortonormalna invarijantnost)
Neka je R ortogonalna matrica dimenzija K X K. Ako je Z rjeSenje OPZ (5.17), tada je
rjeSenje i skup {ZR :RTR = IK} te vrijedi e(ZR) = &(Z).

Drugim rijeCima, proizvoljna rotacija cuva rjeSenje problema OPZ.

Neka je sada P normalizirana matrica susjedstva definirana u [2.3.1} odnosno P = D™'W,
Pokazat ¢emo da je za pronalazenje rjeSenja problema (5.17]) potrebno pronadi svojstvene
vektore normaliziranog Laplacijana L,,,,,, to¢nije s njime povezanog L,,,.

Nekasu V = [V, V,,...,Vy] 1§ = Diag(sy,...,sy) matrice svojstvenih vektora i svoj-
stvenih vrijednosti matrice P. Znamo da vrijedi s; > s, > --- > sy. 1z Propozicije [2.3.2
slijedidasud; =1—-5 <A =1-15, <--- <1—sy = Ay svojstvene vrijednosti od

L,, = I — D"'W sa svojstvenim vektorima V.

Sada iz Propozicije 2.1.5](1) slijedidasu 1 —4; = s;, i = 1,..., N svojstvene vrijednosti
od D 2WD2 = [ = Ly s pripadajuéim svojstvenim vektorima V = D:V.

Dakle, P 1 D WD™? imaju iste svojstvene vrijednosti, no buduci je D sWD™? simetricna,

matrica njenih svojstvenih vektora, V = [Vl, e VN] je ortonormalna (Dodatak, Teorem
[10.0.7).
Vrijedi
V=DV,
(5.18)

DWD I =VS, V' V=l
Sada nam korolar daje rjeSenje problema OPZ odnosno vrijedi:

wy 1 T ?? 1 _ 1 *
ez = zTrggfz,( Etr(Z WZ) = X (514 ...85) = Etr(/\ ),

Z*: [Vl’-'-avK]’
A" = Diag([sy,...,sk]).

(5.19)

Vidimo da rjeSenje OPZ nije jedinstveno ve¢ je razapeto sa prvih K najvecih svojstvenih
vektora matrice P, a zbog ortonormalne invarijantnosti [5.4.1] skup rjeSenja izgleda:

{ZR:R'R=1Ix, PZ" = Z'\"}. (5.20)
Gornji skup rjeSenja mozemo okarakterizirati 1 particijskom matricom X uz pomo¢ nor-
malizirajuée funkcije definirane u (5.15), odnosno njenog inverza (5.16). Bududi da je
RTR = I, vrijedi
@R = [U@R,
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pa skup rjeSenja moZemo zapisati kao:

(XR: X" =f'(Z), R'R=I}. (5.21)

5.5 Nalazenje optimalnog diskretnog rjesenja

Uz pomo¢ rjeSenja relaksiranog problema (OPZ) Zelimo pronadi diskretno rjeSenje
X* za problem [5.9] (OPX). Budu¢i da su svi Z*R iz skupa rjesenja (5.20) medusobno ek-
vivalentni u smislu da rezultiraju istim maksimumom ciljne funkcije, ima smisla traziti
diskretno rjeSenje X* koje ¢e biti najblize jednom od Z*R. Prelaskom na (5.21)), karakteri-
zaciju skupa relaksiranih rjeSenja pomocu particijske matrice X, problem formuliramo kao
traZenje diskretnog rjeSenja X* najblizeg jednom od X*R = f~'(Z*)R. NaSa nova zadada
glasi:

Diskretni optimizacijski problem (DOP)

minimiziraj ~ ®(X,R) = || X - X*R||>

5.22
uz X ef{0, 1K Xlg=1y, R'R=I, (5.22)

gdje ||Al|r oznadava Frobeniusovu normu matrice A.

Gornji problem je Prokrustov problem (Dodatak ) 1 znamo da vrijedi sljedece:
IX = X*RIl7 = IXII7 — 2tr(R" (X)) X) + tr(X*)" X*RR"),

pa se minimizacija svodi na minimizaciju —2tr(R7 (X*)TX) + tr(X*)" X*RR") §to je
nelinearan optimizacijski problem sa dvije nepoznanice.

Da bismo to pojednostavili, optimalno rje$enje X* i pripadnu matricu R traZit éemo alter-
nirajuéim koracima:

1. drzeéi R fiksnim, minimiziraj ®(X, R) u odnosu na X,
2. drze¢i X fiksnim, minimiziraj ®(X, R) u odnosu na R.

Drugim rije¢ima, traZenje rjeSenja (X*, R) u (5.22) sveli smo na sljedeéa dva potproblema:

Diskretni optimizacijski problem po X (DOPX)
Neka je dana ortogonalna matrica R.

minimiziraj O(X) = ||X - X*R|I>

5.23
uz X {0, VK Xlgx = 1y. (5:23)
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Diskretni optimizacijski problem po R (DOPR)
Neka je dano X*.

minimiziraj ~ ®(R) = || X* - X*R|[5 528
uz  R'R=I. '

Rjesenja gornjih problema, a istovremeno i rjeSenje od (5.22) daju nam sljedeci teoremi:

Teorem 5.5.1. (DOPX)
Neka je X = X*R,. Optimalno rjesenje za problem je dano sa:

X*(l, = 1{l:argmaxk€[1q XGh)s ieV. (5.25)
Teorem 5.5.2. (DOPR)
Rjesenje problema dano je sa:
R=0U", (5.26)
XX =vuQU", Q = Diag(w), (5.27)

gdje je (U,Q, U) dekompozicija singularnih vrijednosti od X*" X* te vrijedi UTU = I,
UTU:IKia)1 > Wy = 2 Wg.

Dokaz. Dokaz slijedi iz Teorema[10.0.10{za A = X*, B = X.
O

Gornji postupak pronalazenja rjeSenja spektralnog klasteriranja uz pomo¢ matrice R zo-
vemo spektralna rotacija.
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5.6 Algoritam K-particioniranja

Algoritam K-particioniranja

Neka je dana matrica susjedstva W i Zeljeni broj klastera K.
1. IzraCunati matricu susjedstva D = Diag(W1y)

2. Pronaci rjeSenje Z* zadace OPZ:

1 1= = . vl
D 2WD™ 2V g = VikDiag(six)), V[K]V[K] = Ik
Z' =DV

3. Normalizirati Z* sa X* = Diag(diag‘%(Z*Z*T))Z*

4. IzraCunati R te inicijalizirati X*:
R, = [f(*(i, D,..., X, K)]T, za slucajno odabrani i € [N]
¢ = Onxi
Zak=2,...,K:
¢ =c+abs(X*Ri_)
Ry = [f(*(i, D,...,X*q, K)]T , 1=arg min c

5. Inicijalizirati parametar konvergencije, ¢* = 0

6. Pronaci optimalno diskretno rjeSenje X™:
X=XR
X*(l’ l) = 1{l=argmaxkg[1<] X(i,k)}’ l € ‘/’l € [K]

7. Pronaéi optimalnu ortonormalnu matricu R :

X)X =UQU", Q= Diag(w)

b=1r(Q)
Ako |¢ — ¢*| < preciznost, zapamti X" i STOP
¢=9

R=U0UT

8. Idi na korak 6.
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Sljedeca slika iz [2] daje shematski dijagram gornjeg algoritma:

initialize 7y *(0)

. (0
normalize 2 R X * refine
eigensolve o : e converge
Xy

4}2 : RTR = Iy}

4”(*1—3 :RTR = I}

Slika 5.1: Shematski prikaz algoritma: (1) Najprije nalazimo svojstvene vektore od Z*.
Unutarnja kruznica predstavlja skup rjeSenja kojeg generira Z* kroz ortogonalnu transfor-
maciju R. Nakon normalizacije, rjeSenja particioniranja leZe na realnoj domeni koju ovdje
predstavlja vanjska kruznica. (2) Iterativnim koracima nalazimo diskretno rjeSenje koje
je najblize dobivenom realnom rjeSenju. Pocinjemo od diskretnog X*©, pa ra¢unanjem
R nalazimo realno X*© koje X* dovodi bliZe ka X*®. Tada uz dani realni optimum X*©
traZimo njemu najblize diskretno rjeSenje X*(V itd. Algoritam konvergira ka paru rjeSenja
(X*®, X*@) koji su najbliZe jedan drugom. Optimalnost od X*® garantira da je X*® skoro
globalno optimalno rjeSenje
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Implementacija algoritma i primjeri

Algoritam K-particioniranja implementiran je u Matlab te proveden na primjerima klaste-
riranja to¢aka u R

Prvi korak algoritma zahtijeva definiranje matrice sli¢nosti, tj. susjedstva, a njeni elementi
su tezine bridova izmedu vrhova grafa, tj. neke mjere slicnosti s;;. Odabir mjere sli¢nosti
ovisi 0 domeni naSih podataka i vrsti grafa, a koje sve postoje razmotrit cemo sljedece.

6.1 Konstrukcija matrice susjedstva

Vrste grafova

o Graf s-okoline
Povezujemo sve tocke ¢ije su medusobno udaljene za manje od .

e Graf k-najblizih susjeda
Vrh v; je povezan sa vrhom v; ako je v; medu k-najblizih susjeda vrha v; ili ako je v;
medu k-najblizih susjeda vrha v; ¢ime smo dobili neusmjeren graf.

e Potpuno povezan graf
Povezujemo sve vrhove za koje je mjera sli¢nosti izmedu njih nenegativna. Sli¢nost
bi trebala biti definirana na nacin da slicniji vrhovi imaju vece vrijednosti s;;.

Funkcija sli¢nosti

U primjerima koji slijede, koristi ¢emo potpuno povezani graf, a mjera sli¢nosti, da bi
imala smisla, mora biti definirana na nacin da sama stvara lokalna susjedstva u smislu da
poprima vece vrijednosti za vrhove koji su blizu i pripadaju istom klasteru, a manje za one

34
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udaljenije. Zato ¢emo kao sli¢nost korisititi Gaussovu funkciju sli€nosti izmedu tocaka
v;, v; definiranu s:

2
||V120-2v]|| )’ 6.1)
Parametar o~ ovdje ima ulogu kontrole okoline svake tocke u smislu da ¢e sli¢nost izmedu
toCaka iz manje okoline biti veca od onih koje se nalaze dalje. Primijetimo, matrica
sli¢nosti nece biti rijetka buduci da s;; izmedu udaljenijih to¢aka nikad nece biti nula, ali
¢e biti dovoljno mala.
Pitanje koje se namece jest odabir parametra 0. Naravno, ne postoji jedinstveno rjeSenje,
ve¢ odabir uvelike ovisi o podacima te njihovoj distribuciji. No, neka istrazivanja pokazala
su kako oo moZemo odabrati na nacin da izratunamo prosjec¢nu udaljenost to¢ke od njoj
najblizih k susjednih tocaka, gdje je k = log(n) + 1.

s(i,v;) = sij = exp(
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6.2 Spektralno klasteriranje na simuliranim podacima

Primjer 6.2.1. Simulirano je N=85 todaka iz R? sa ocitom pripadnoséu jednom od Cetiri
klastera. Matrica susjedstva izracunata je kao W;; = s;; gdje je s;; Gaussijan funkcija
slic¢nosti iz (6.1) uz o~ = 1. Algoritam K-particioniranja dao je tocne rezultate.

351

25

35

25

Matrica susjedstva W

Originalne tocke
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Slika 6.1: Originalni podaci Slika 6.2: Matrica susjedstva W
Rezultat spektralnog klasteriranja
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Slika 6.3: Rezultat klasteriranja

Slika 6.4: Matrica X*
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Peti svojstveni vektor
0.6

Slika 6.5: Pet najmanjih svojstvenih vektora Laplacijana

37

Pogledajmo sada kako izgledaju svojstvene vrijednosti i vektori Laplacijana L = D—-W. Iz
Propozicije[2.2.2] znamo da ako graf ima K povezanih komponenti, tada je kratnost 0 kao
svojstvene vrijednosti Laplacijana matrice jednaka K. Buduci da je graf potpuno povezan,
a Gaussijan funkcija je uvijek nenegativna, graf se tretira kao jedna komponenta na sto
nam ukazuje i kratnost svojstvene vrijednosti 0.

Svojstvene vrijednosti od L

Slika 6.6: Svojstvene vrijednosti Laplacijana
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Primjer 6.2.2. Generirano je N=200 toc¢aka koje pripadaju jednom od 3 klastera, no oni
su ovog puta drugacijeg oblika.

Matrica susjedstva W

Originalni podaci
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TR T ]
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Slika 6.8: Matrica susjedstva W, definirana sa
Slika 6.7: Originalni podaci, N=200 @uz o =0.8.

Rezultat spektralnog klasteriranja
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Slika 6.9: Rezultat spektralnog klasteriranja

Promotrimo na ovom primjeru proces spektralne rotacije. Buduci da je dani broj klastera
K=3, drugi korak Algoritma spektralnog klasteriranja zahtijeva racunanje generalizira-
nog spektralnog problema te u matricu Z* sprema prvih 3 dobivenih svojstvenih vektora.
Funkcija f~' normalizira retke matrice Z* te na taj nacin formira matricu X*. Rotacijska
matrica R u svakom koraku dovodi X* sve bliZe ka diskretnom rjesenju X* koje u ovom
primjeru algoritam pronalazi vrlo brzo, nakon svega 2 koraka.
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Slika 6.10: Z* = [V}, V», V3]
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Slika 6.12: Inicijalizacija X*R©
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Slika 6.11: X* = f~1(Z*)
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Slika 6.13: X*R™. Ova rotacija dovodi do
konvergencije.

Spektralno klasteriranje u ovom primjeru dalo je dobre rezultate. Upravo na ovakvim
podacima, tj. intuitivno manje kompaktnim klasterima vidi se razlika rezultata spektralnog
klasteriranja i drugih metoda (npr. K-sredina), o cemu Ce biti rijeCi u sljedecem poglaviju.
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K-sredine i spektralno klasteriranje

7.1 Algoritam K-sredina

Neka je dan skup observacija C = {X,Xa, ..., Xy} gdje je svaki x; d-dimenzionalni vektor.
Cilj algoritma K-sredina jest particionirati dani skup Cna K < N grupa Cy, ..., Cg takve da
C=UNC, C;NC; =0, Vi+ j. Algoritam to postiZe na natin da minimizira udaljenosti
observacija unutar klastera od aritmeticke sredine klastera, tzv. centroida. Matematicki,

K

. 2
argmin " " IIxi = il (7.1)

i=1 x;eC;

gdje je y; aritmeticka sredina vektora iz C;.

Algoritam K-sredina

Neka je dana skup C i zeljeni broj klastera K.
1. Odabrati K centroida, po jedan za svaki klaster
2. Svaki vektor pridruziti klasteru ¢ijem je centroidu najblizi

3. AZuirati centroide, tj. izraCunati sredine novonastalih klastera iz 2. ko-
raka

4. Ponavljati korake 2 1 3 sve dok viSe nema promjene u centroidima

40
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7.2 Usporedba sa spektralnim klasteriranjem

Primjer 7.2.1. Tocke generirane kao u Primjeru [6.2.1| tvore Cetiri klastera koji su intu-
itivno govoreci kompaktni, odnosno tocke unutar istog klastera su zbijene i unutar cvrstih

granica. U ovom slucaju oba algoritma daju iste rezultate.

Originalne tocke

Rezultat ksredina

¥ *
W4t - + i B oxx
ot gt it e Me 1A%
il 4t £ T FE

35 i + o+ i 35 S *
#’*++f# L. P #++1‘f¥ ***&

3 # + +1: 3 # ¥ *#

25 25

2 ++4 2 i A

41- :fh— + ++ x XX
150 4 tot 15 .
+t + &+ XX
e 4+, * + % X
15 2 25 3 35 4 45 15 2 25 3 35 4 45

a5

25

154

R
#+
++++#’*
+ 1t
§ s
* X
** X
Pl sk o K L.
15 2 25 3 35 4 45

Slika 7.1: Na klasterima c¢ije su tocke medusobno dovoljno zbijene, K-sredine i spektralno

klasteriranje daju iste rezultate.

Primjer 7.2.2. Tocke simuliarane kao u Primjeru [6.2.2) tvore 3 klastera koji nisu nuzno
grupirani unutar ¢vrstih granica. Ovdje je, kao Sto vidimo, spektralno klasteriranje rezul-

tiralo boljim, tj. tocnim rezultatom.

Originalni podaci Rezultat ksredina
B e e Bl s S
[ *
10 b, 2
hﬁ ~l'- 107 B Y
5 ® bf ® 'y
.y -’- ". * o *ﬁ*
0 ? .w % . 0 % *
-, . k.
s 0 gd N 14
10 * .'~ -10 % *M
‘w S e, I
15 T T 15 * *m*;&*
10 0 10 20 -10 0 10 20

Rezultat spektralnog klasteriranja

* Ky
* *’%f * “}%ﬁ*
}’f ﬁ#’ *

*

#

20

Slika 7.2: Spektralno klasteriranje dalo je bolje rezultate.
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Vrijeme izvrsavanja

Generirano je N=150 i N=300 tocaka koje algoritmima K-sredina i spektralnog klaste-
riranja zZelimo podijeliti u K = {2,4,6,...,30} klastera. Algoritam K-sredina pokazuje
se brzim od spektralnog klasteriranja te je njegovo vrijeme izrSavanja manje osjetljivo na
promjene veli¢ine uzorka.

Usporedba vremena, N=150 Spekttaln? .
0.03 T T T T K [klasteriranje| K-sredine
Spektralno klasteriranje 2 0’022 0’004
K-sredine
0.025 4 0,021 0,005
hacs 6 0,023 0,006
0.02 R 8 0,026 0,006
2 _7_/ 10 0,023 0,007
Somsr /.»’\.\ /r'--‘_,// 1 12| 0,022 0,008
> ¢ Nt
1_,’ \/ 14 0,023 0,010
001t s o R 16 0,022 0,009
18| 0,020 0,016
aos| " 1 20 0,019 0,011
} 22 0,023 0,015
0 . . . . . 24 0,023 0,014
0 5 10 ‘ 15 20 25 30 26 0,024 0,016
Broj klastera
28 0,023 0,016
30 0,021 0,018

Slika 7.3: Usporedba vremena izvrSavanja spektralnog klasteriranja i K-sredina za N=150.

Usporedba vremena, N=300 Spektralno
0.1 T T : : . K |klasteriranje| K-sredine

009 - E!::ri:?rl‘zn klasteriranje | | 2 0,098 0,003
4] 0,086 0,005

0.08 [ 1
6| 0,084 0,007
oorr 8| 0,081 0,006
oV 7 10/ 0,080 0,008
5o0sf ] 12| 0086 | 0,009

>
oioa}: | 14| 0,086 0,012
oosk 16| 0,083 0,010
18| 0,091 0,012
oozy BT 20| 0,089 0,012
o001 F [ D 1 22 0,083 0,014
0 — . . . . 24| 0,089 0,014
0 5 10 - 15 20 25 30 26| 0,088 0,015
roj klastera

28| 0,086 0,021
30 0,084 0,019

Slika 7.4: Usporedba vremena izvrSavanja spektralnog klasteriranja i K-sredina za N=300.



POGLAVLIJE 7. K-SREDINE I SPEKTRALNO KLASTERIRANJE 43

7.3 Usporedba K-sredina i spektralne rotacije u
spektralnom klasteriranju

Neki algoritmi spektralnog klasteriranja na retke matrice Z* primjenjuju algoritam K-
sredina te na taj nacin dolaze do konac¢nog rjeSenja. Algoritam iz ovog rada medutim za
pronalaZenje diskretnog rjeSenja koristi tzv. spektralnu rotaciju koja, kao §to smo vidjeli,
naizmjeni¢no pronalazi rotacijsku matricu R i diskretno rjeSenje sve viSe priblizava onom
pravom.

Neka je Z* € R¥K matrica K svojstvenih vektora i X* particijska matrica. JednadZzbu
(7.1) algoritma K-sredina moZemo zapisati i u terminologiji naseg optimizacijskog pro-
blema:

min |Z° - X" Hf;. (7.2)

RjesSenje gornjeg je matrica H takva da X*H najbolje aproksimira Z*. Medutim, da li
particijska matrica X* dovoljno dobro opisuje Z*?

Prisjetimo se, diskretni optimizacijski problem po R (5.24) glasi

min [|X* — X*R|[% (7.3)
RTR=Ix
Sto je sliéno formulaciji problema K-sredina no ono Sto ¢ini glavnu razliku jest da ée
rjeSenje spektralne rotacije zbog ortonormalnosti matrice R garantirati da ¢e X* biti najblize
pravom rjeSenju medu svim ostalim rjeSenjima oblika (5.21).

Upravo zbog bolje aproksimacije, spektralno klasteriranje sa rotacijom rezultira i sa
boljom optimizacijom normaliziranog reza.

Usporedba Nrez, N=400 Spektralna
045 T K rotacija K-sredine
A\ Speldraing readja, 2| 0,238 0,239
N\ Kesredine
04 N 4| 0319 | 0322
Jin % / e 6| 0327 | 0329
035 f \/ R i 8] 0336 0,358
/ =5 \ 10| 0351 | 0365
N \ Y 12| 0352 | 0367
R \ 14| 0365 | 0367
\/\ 16| 0364 | 0386
0.25 \ g 18| 0,347 | o358
/ W 20| 0361 | 0367
02 s = 22| 0,351 0,388
N 24| 0345 | 0370
26] 0354 | 0390
R 5 10 15 20 25 30 28| 0,351 0,378
Broj klastera 30| 0,345 0,352

Slika 7.5: Generirano je N=400 toCaka. Spektralna rotacija poprima manje vrijednosti
normaliziranog reza, Sto je rezultat bolje aproksimacije stvarnog rjeSenja.
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Osim toga, spektralna rotacija dovest ¢e do vece “Cistoce” (eng. Purity) klastera koja je
jedna od mjera za evaluaciju algoritama klasteriranja. Racuna se kao broj to¢no rasporedenih
toCaka podijenjen sa ukupnim brojem tocaka N.

Spektralna
K rotacija | K-sredine
0,950 0,950
0,880 0,865
0,720 0,725
0,753 0,665
10| 0,723 0,653
12| 0,713 0,573

07 \ 14 0605 | 0585
\ 16] 0583 | 0,460

06 Y 1 18] 0,595 0,510
B 20| 0558 | 0,450

Usporedba Purity, N=400

Spektralna rotacija

K-sredine

0.9

A ENINY

[

0.8

Purity

i .
\ / s ,./-x// 22| 0,575 0,518
0.5 % —— 4
N 24| 0,513 0,490
S
26| 0,543 0,538
04
0 5 10 15 2 2% 30 28| 0,518 0,495
Broj Klastera 30| 0,528 0,415

Slika 7.6: Pri klasteriranju N=400 tocaka na K={2,4, ..., 30} klastera spektralno klasteri-
ranje sa rotacijom ima vecu Cistocu od spektralnog klasteriranja sa K-sredinama.
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Klasteriranje slike

Osim na simulirane tocke, Algoritam spektralnog klasteriranja mozZemo primijeniti i na
klasteriranje slika ucitane kao “grayscale”. Vrhove grafa Cine pikseli, tj. njihova boja, a
matrica susjedstva definirana je kao i prije, sa Gaussovom funkcijom sli¢nosti (6.)).

Primjer 8.0.1. Ucitana je slika dimenzija 580 x 580 piksela. Cilj je da algoritam uspije
odvojiti slova od pozadine, odnosno klasterirati sliku u K=2 grupe.

Smanjena slika Rezultat klasteriranja, K=2

C Originalna slika E c
B L L 0
U |
5 S
g o1 *Ter

Slika 8.1: Originalna slika je dimenzija 580 x 580 piksela. Zbog brzeg racunanja, slika
se smanjuje na dimenziju 50 X 50 ¢ime slova i dalje ostaju jasna. Slika e se tretirati kao
grayscale. Algoritam je uspio odvojiti slova od pozadine te ih shvatiti kao jedan klaster.
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Primjer 8.0.2. Ucitana je crno bijela fotografija[8.2| dimenzija 250 x 250 piksela.

Na sljedecoj slici vidimo rezultat klasteriranja gornje fotografije na K=2 klastera.

Slika 8.3: Rezultat. Potrebno vrijeme izvrSavanja ¢t = 20.2 sekunde.

Rezultat

Slika 8.2: Originalna fotografija
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Buduci da je K=2, drugi svojstveni vektor Laplacijana L nosi sve potrebne informacije o

klasterima.

0.0125

0.012

0.0115

0.011

0.0105

Slika 8.4: Drugi i treci svojstveni vektor pripadnog Laplacijana.

Drugi svojstveni vektor

.02 Treci svojstveni vektor

37

41

42

43

44

45
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Poglavlje 9

Segmentacija slika normaliziranim
rezom

U ovom poglavlju vidjet ¢emo jo§ jedan nacin koriStenja normaliziranog reza za segmenta-
ciju slike. Princip je slican kao i prije, konstruiramo graf G, definiramo matricu susjedstva
W te trazenje najboljeg reza svodimo na traZenje svojstvenih vrijednosti 1 vektora Laplaci-
jana. Matricu W sada ¢emo definirati da bude rijetka, odnosno da poprima vrijednosti 0 za
vrhove koji su medusobno dovoljno udaljeni.

Konstrukcija grafa i matrica susjedstva

Graf G = (V, E) konstruirat ¢emo na nacin da pikseli slike ¢ine vrhove, a teZine bridova
su vjerojatnosti da dva piksela pripadaju istom objektu na slici. Kako bismo to postigli,
koristit ¢emo sljedecu funkciju:

ClF o, 112 -IX) X (|3

IF o =Fpliy I . .

wi=e 7 =3¢ T, IX(@) = XDl < r ©.1)
0, inace,

gdje je F; razina svjetlosti piksela, a r je unaprijed definirana najveca tolerirana udaljenost
medu pikselima.
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Algoritam (rekurzivnog) biparticioniranja

Algoritam (rekurzivnog) biparticioniranja

1. Konstruirati graf G = (V, E) sa pikselima kao vrhovima i matricom susjedstva W
definiranom kao u (9.1)

2. Rijesiti generalizirani svojstveni problem Lx = ADx, tj. pronaéi drugu najmanju
svojstvenu vrijednost normaliziranog Laplacijana koja minimizira vrijednost nor-
maliziranog reza.

3. Ukoliko je potrebno, rekurzivno reparticioniramo dobivene segmentirane dijelove.

U idealnom slucaju, svojstveni vektor poprima dvije diskretne vrijednosti ¢iji nam pred-
znaci ukazuju na pripadnost particijama. No, to ne mora biti slucaj, tj. vektor poprima
neprekidne vrijednosti te zato odabiremo grani¢nu kojom ¢emo stvoriti particije. Ta vri-
jednost moze biti 0, medijan ili ona koja ima najbolju vrijednost Nreza.

Primjer 9.0.3. Ucitat ¢emo grayscale sliku te na njoj primjeniti Algoritam rekurzivnog
biparticioniranja. Najprije ¢emo sliku podijeliti na dva dijela prikazana na Slici[9.2)(a) i
(b), a zatim dobivenu particiju na jos 4 podgrafa (c)-(f).

Slika 9.1: Originalna slika dimenzija 250 x 250.
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(a) (b)
(c) (d) (e) ()

Slika 9.2: (a) Originalna fotografija dimenzija 250 x 250. (b) i (c) su dobivene particije uz
o; =0.1,0, = 0.3,r = 5. Grani¢na vrijednost razdvajanja drugog svojstvenog vektora je
0. (c)-(f) su dobivene rekurzivnom biparticijom (a) i (b) na 4 podgrafa.



Poglavlje 10
Dodatak

Osnovne definicije

Definicija 10.0.4. (Svojstvena vrijednost i vektor)
Svojstveni vektor kvadratne matrice A € M™" je nenul vektor x € R" za kojeg postoji

skalar A takav da vrijedi
Ad = Ax.

A je svojstvena vrijednost matrice A, a par (A, x) zovemo svojstveni par.

Skup svih svojstvenih vrijednosti matrice A zovemo spektar od A oznake o(A).
Opcenito, svojstvene vrijednosti matrice A su rjeSenja karakteristicne jednadZbe
det(A—Al) = 0.

Definicija 10.0.5. (Frobeniusova norma)
Neka je A € R™". Frobeniusovu normu matrice A definiramo sa

lAllF = (10.1)

Definicija 10.0.6. (Ortogonalna matrica)
Za realnu matricu R kaZemo da je ortogonalna ako vrijedi

R'TR=RR" =1.
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Teorem 10.0.7. Neka je A € R™" simetricna matrica. Njezini svojstveni vektori tada su

medusobno okomiti.

Dokaz. Neka je A svojstvena vrijednost od A sa pripadnim svojstvenim vektorom x te neka
je u # A druga svojstvena vrijednost sa pripadnim vektorom y. Imamo Ax = Ax1 Ay = uy.

Odavde imamo
Ax-y=Ax-y
x-Ay =pux-y.
Zbog simetri¢nosti od A slijedi
Ax-y=x-Ay

Ax-y=pux-y
(A=wx-y=0,

akakoje A # uslijedix -y = 0.

Teorem 10.0.8. (Dekompozicija singularnih vrijednosti, SVD El)

Ako je A € R™" realna mXn matrica, tada postoje ortogonalne matrice U = [uy, . ..

R™™ (V= [vy,...,v,] € R™" takve da
UTAV = X = Diag(oy, . . ., o,) € R™", p = min{m,n}

oy 2022...20,20.

Prokrustov problem

U] €

(10.2)

Definicija 10.0.9. Neka su A, B € R™",m > n zadane matrice. Optimizacijski problem

min ||AR — B||r
RTR=I,

zovemo ortogonalni Prokrustov problem.

(10.3)

Rijecima, cilj ovog optimizacijskog problema je pronaci ortogonalnu matricu R koja ¢e

tocke iz A Sto je najviSe moguce pribliZiti toCkama iz B.

Kako bismo pronasli rjeSenje problema, iskoristit éemo svojstvo Frobeniusove norme: Za

'Eng. Singular Value Decomposition
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A € R™" vrijedi ||A||12P = tr(ATA), gdje je tr(-) trag matrice.
Sada problem (10.3]) moZemo zapisati na sljede¢i naCin:
min ||AR - B[z = min tr((AR - B)' (AR - B)) =
RTR=I, RTR=1I,

= min tr(R"ATAR) — 2tr(R"AT B) + tr(B" B) = (10.4)

RTR=I,
= min ||A||% - 2tr(R"A"B) + || B[ ,
RTR=I,

Sto znaci da je on ekvivalentan problemu maksimiziranja traga matrice R’ AT B.

Sljedeci teorem daje nam rjeSenje Prokrustovog problema.

Teorem 10.0.10. Rjesenje problema dano je sa R = UVT gdje su U i V matrice iz
dekompozicije singularnih vrijednosti matrice AT B.

Dokaz. Pokazali smo da je problem ((10.3)) ekvivalentan problemu (10.4]), odnosno maksi-
miziranju traga matrice R AT B. Buduéi da je, po pretpostavci, ULV? = ATB SVD matrice
ATB, Y = Diag(c,...,0,), imamo:

tr(RTATB) = tr(RTUSVT) = tr(VIRTUY) = Z(VTRTU),-,-O',- < Z o
i=1

i=1

Jednakost, odnosno maksimum traga matrice R’ A” B, postize se za VIRTU = I,, a to je
ispunjeno za R = UVT &ime je teorem dokazan.
]

Primjer 10.0.11. Prikazat ¢emo Prokrustov problem na simuliranim tockama iz R? koje
izgledaju kao na Slici Dane su matrice A i B te algoritam pokuSava naci ortogonalnu
matricu R takvu da se tocke iz A najvise moguce priblize tockama iz B.
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Slika 10.1: Pocetne matrice A i B. Cilj je tocke iz A Sto viSe pribliziti tockama iz B.

Matlabova funkcija procrust(-,-) vraca tri komponente - komponentu skaliranja b, ortogo-
nalnu rotaciju i refleksiju R te c translacijsku komponentu. Na slici [10.2] najprije vidimo

da je A skalirana parametrom b te reflektirana za matricu R, a za konacno rjeSenje jos je
translatirana za c.

Prvi korak Drugi korak

-10 10 -10 10

Slika 10.2: Prokrustov problem. A je pribliZzena matrici B.
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Sazetak

Ukratko, metoda spekralnog klasteriranja zahtijeva da nase podatke koje je potrebno gru-
pirati prikaZemo u formi neusmjerenog grafa u kojem teZine bridova definiramo kao mjere
sli¢nosti izmedu podataka. Kako bismo particionirali graf, potrebne su nam funkcije parti-
cioniranja poput reza, razmjernog reza ili normaliziranog reza. Kao najbolja funkcija poka-
zuje se normalizirani rez jer jedini posjeduje svojstvo dualnosti, odnosno istovremene mi-
nimizacije sli¢nosti izmedu klastera te maksimizacije sli¢nost unutar klastera $to je upravo
i cilj metode. Kako su optimizacije normaliziranog reza NP-teski problemi, metoda se
iz diskretnog prostora prebacuje na neprekidnu domenu gdje nam na raspolaganju stoje
sva dobra svojstva Laplacijana grafa, njegovih svojstvenih vrijednosti i vektora te teoremi
iz varijacijske karakterizacije spektra simetricne matrice susjedstva. Pokazuje se da je za
particioniranje grafa na K dijelova potrebno pronaci svojstvene vektore K najvecih svoj-
stvenih vrijednosti normaliziranog Laplacijana grafa ¢ime dobivamo neprekidno rjeSenje
particioniranja. Da bismo dobili diskretno rjesenje koje najbolje aproksimira pravo, spek-
tralnom rotacijom naizmjeni¢no nalazimo ortogonalnu matricu 1 diskretna rjesenja Cija Ce
ortonormalna transformacija konvergirati ka pravom rjeSenju.



Summary

In this work we focused on the spectral clustering method which has become one of the
most popular modern clustering algorithms. For the purpose of clustering the given objects
(people, pixels, points...), we represented the data in a form of a weighted undirected
graph where the nodes are the points in a feature space and the edges represent simila-
rities between the points. In order to partition the graph, one needs partitioning functions
like Cut, Ratio Cut or Normalized cut. The last one appears to perform the best because
of the duality property. This means that the function simultaneously minimizes the disa-
ssociation between the groups and maximizes the association within the groups which is
exactly what the clustering method is aiming to do. The optimization of the Normalized
cut function is shown to be a NP-hard problem so in order to find a solution, we have to
move our problem from the discrete domain to the continuous one. Based on the variati-
onal characterization of the spectrum of the associated Laplacian, an approximate solution
is constructed using the eigenspace of its dominant eigenvalues. It is shown that to partition
the graph into K groups, one has to find the eigenvectors of the K largest eigenvalues of
the normalized Laplacian. By doing so, we obtain the relaxed solution to the problem. In
order to get the discrete one, we iteratively find a sequence of orthogonal matrices and a
discrete approximate solutions that tend to approximate well the true discrete solution.
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