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Uvod

Metricka ravnina je jedna apstraktna struktura u kojoj su propisana osnovna svojstva nje-
nim aksiomima. Pri tome su klju¢ni pojmovi tocka, pravac te metrika, tj. funkcija udalje-
nosti izmedu tocaka.

U prvom poglavlju definiramo neke osnovne pojmove zatim pojmove pravca, ravnine,
Paschove ravnine i poluravnine te prou¢avamo neka njihova svojstva.

U drugom poglavlju pojam ravnine nadogradujemo na pojam metricke ravnine. Ba-
vimo se nekim svojstvima metricke ravnine te posebno prou¢avamo izometrije metricke
ravnine.

U trecem poglavlju bavimo se opéenitim pojmom metrickog prostora te prouc¢avamo
otvorenost 1 zatvorenost skupova u metrickom prostoru te posebno u metrickoj ravnini. Na
kraju proucavamo veze izmedu udaljenosti tocaka i aproksimacije duZine.






Poglavlje 1

Ravnina

1.1 Binarne relacije

Neka je S skup. Neka je p podskup od S x S. Tada za p kaZemo da je binarna relacija na
skupu §. Dakle, binarna relacija na skupu S je skup Ciji su elementi uredeni parovi oblika
(x,y), gdjesux,yeS.

Neka je p binarna relacija na skupu S.

Za p kazemo da je refleksivna relacija na S ako je (x, x) € p, zasvaki x € §.

Za p kazemo da je simetri¢na relacija na S ako za sve x,y € S takve da je (x,y) € p
vrijedi da je (y, x) € p.

Za p kazemo da je tranzitivna relacija na S ako za sve x,y,z € S takve da je (x,y) € p
i(y,2) € p vrijedi da je (x,z) € p.

Za p kazemo da je antisimetri¢na relacijana S ako za sve x,y € S takve daje (x,y) € p
1(y,x) € pvrijedi da je x = y.

Uocimo: relacija p je antisimetricna na S ako i samo ako ne postoje x,y € § takvi da
jex#y,(x,y) €pi(y,x)€p.

Ako je p refleksivna, simetri¢na i tranzitivna relacija na § onda kazemo da je S relacija
ekvivalencije na S.

Ako je p refleksivna, antisimetricna i tranzitivna relacija na S onda kaZzemo da je S
relacija parcijalnog uredaja ili parcijalni uredajna S.

Ako je p relacija parcijalnog uredaja na S koja ima svojstvo da za sve x,y € S vrijedi
(x,y) € pili (y, x) € p, onda za p kaZemo da je relacija uredaja ili uredajna S.
Neka je p binarna relacija na skupu . Definiramo

p={xy) €S xS | x) ep}

3



4 POGLAVLIJE 1. RAVNINA

Ocito je p binarna relacijana S.
Za p kazemo da je binarna relacija suprotna relaciji p.
Uocimo: ako je p refleksivna relacija na S onda je i p refleksivna relacijana S.

Pretpostavimo da je p antisimetri¢na relacija na S. Neka su x,y € § takvi da je (x,y) € p
1(y,x) € p. Tada je (y,x) € pi(x,y) € p paje x =y jer je p antisimetrina relacija. Time
smo dokazali da je 1 p antisimetri¢na relacijana S .

Pretpostavimo sada da je p tranzitivna relacijana S. Nekasu x,y,z € S takvidaje (x,y) € p
i(y,2) € p. Tadaje (y,x) € pi(z,y) € p. Dakle, (z,y) € pi(y,x) € p paje (z,x) € p. Stoga
je (x,z) € p. Ovime smo dokazali da je p tranzitivna relacijana §.

Imamo sljedeéi zakljucak: ako je p parcijalni uredaj na S, onda je i p parcijalni uredaj
na §. Ako za sve x,y € § vrijedi (x,y) € pili (y,x) € p onda za sve x,y € § vrijedi
(v, x) € pili (x,y) € p. Prema tome, ako je p uredaj na S, onda je i p uredajna S.

Neka su p 1 p’ uredaji na S takvi da je p° = p. Tada kazemo da su p i p° medusobno
suprotni uredaji na S.

Propozicija 1.1.1. Neka su p i p’ medusobno suprotni uredaji na nekom skupu S. Neka su
xiyeS, x#y. Tada vrijedi (x,y) € pi(x,y) ¢ p') ili (x,y) € p" i (x,y) & p).

Dokaz. Znamo da je (x,y) € pili (y, x) € p (jer je p uredaj).

1. slucaj: (x,y) € p. Tvrdimo (x,y) ¢ p’. Pretpostavimo suprotno, tj. (x,y) € p’.
Dakle, (x,y) € p paje (y,x) € p. Ovo zajedno sa (x,y) € p povlaci da je x = y. Ovo
je u kontradikciji s pretpostavkom propozicije da je x # y. Dakle, (x,y) ¢ p’. Prema
tome, u 1. slucaju vrijedi tvrdnja propozicije.

2. slucaj: (v, x) € p. Tada je (x,y) € p, tj. (x,y) € p’. Tvrdimo da (x,y) ¢ p. Pretpos-
tavimo suprotno, tj. (x,y) € p. Bududi da je relacija p antisimetri¢na imamo x = y.
Kontradikcija. Prema tome, (x,y) ¢ p. Time je tvrdnja propozicije dokazana i u
drugom slucaju.

1.2 Pravac

Neka je S skup te neka su p i p” medusobno suprotni uredaji na S. Tada za uredeni par
(S, {p,p’}) kazemo da je pravac. Za S kazemo da je nosac pravca (S, {p,0’}). Neka je
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(S,{p,p’}) pravac. Neka su x,y € S. Definirajmo podskup Xy od S na sljedeci nacin. Ako
je x =y, neka je xy = {x}. Ako je x # y, onda postoji jedinstveni element < od {p, p’} takav
da je x <y (propozicija[I.T.T).

Definiramo Xy = {z € S | x < z < y}. Za skup xy kaZzemo da je duZina (ili segment)
odredena tockama x, y u pravcu (S, {p, p’}). UoCimo da su x,y € xy.

Propozicija 1.2.1. Neka je (S, {p,p’}) pravac te neka su x,y € S. Tada je xy = yx.

Dokaz. Ako je x =y, tvrdnja je jasna.

Pretpostavimo da je x # y. Nekaje < € {p,p’} takavdajex <y. Tadajexy ={z€ S | x <
z <y} Iz x < y slijedi da je y < x. OCito je < € {p,p’} pa po definiciji skupa yx vrijedi
yx={z€S |y<z<x}). Nekajez e xy. Tadajex <z<ypajey<z<xpajez€ yx.
Dakle, xy C yx.

Analogno dobivamo yx C xy. Prema tome xy = yx. O

Napomena 1.2.2. Neka je (S, 1) pravac. Neka su x,y € S te neka je < € l takav da je x < y.
Tada je xy = {z € S | x <z < y}. Ovo je ocito ako je x # y.

Ako je x = y onda je xy = {x}, a jedina tocka z € S takva da je x < 7 < x je upravo
Z=2X

Neka je < uredaj na skupu S. Tada ¢emo sa < oznacavati binarnu relaciju na S definiranu
sax<yakojex<yix#y.

Uocimo sljedece: ako su x,y,z € S takvida je x <yiy <z, onda je x < z. Naime, iz x <y
iy <zslijedi x < z.

Pretpostavimo da je x = z. Tada imamo x < y iy < x pa iz antisemitricnosti relacije <
slijedi x =y Sto je u kontradikciji sa'y < x. Dakle, x # z. Stoga je x < z.

Posve analogno dobivamo x <y iy < z povlaci x < z.

Propozicija 1.2.3. Neka je (S,1) pravac te neka su x,y,z € S. Tada je x € yz ili y € xz ili
7 € X).

Dokaz. Neka je < € [ takav da je x < y. Bududi da je < uredajna S, vrijedi z < xili x < z.

1. slucaj: z < x.
Tada je z < x <y, posebno z < y pa iz napomene slijedi da je x € zy.

2. slucaj x < z.
Vrijediz <yiliy <z

a) z<y.
Tada je x < z < y pa je prema napomeni 7 € Xy.
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b) y<z
Tada je x < y < z pa je prema napomeni [1.2.2]y € Xz.

Definicija 1.2.4. Neka je (S,[) pravac. Neka su x,y € S. Definiramo

)y =xy \ {x,y)

KaZemo da je (x,y) otvorena duZina (ili otvoreni segment) odredena tockama x,y u pravcu
(S, D.

Lema 1.2.5. Neka je (S, 1) pravac, te neka je z € Xy takav da je z # x. Tada x & 7).

Dokaz. Neka je < € [ takav da je x < y. 1z z € Xy i napomene [I.2.2] slijedi x < z < y.
Pretpostavimo da je x € zy. Iz z < y i napomene slijedi z < x < y. Sadaizz < xi
x < zslijedi z = x §to je u kontradikciji s pretpostavkom da je z # x.

Prema tome x ¢ 7y. m|

Lema 1.2.6. Neka je (S, 1) pravac, te neka su x,y,z € S takvi da je z € Xy. Neka je u € 7y.
Tada je 7 € xu.

Dokaz. Neka je < € [takavdaje x < y. Izz € xyslijedi x < z < y. [zu € 7y slijedi
z<u<y.Stogajex <z<upajezé€ xu. O

Propozicija 1.2.7. Neka je (S,1) pravac te neka su x,y,x',y € S takvi da je Xy = x'y'.
Tadajex=xiy=yilix=y iy=x.

Dokaz. Neka je < € [ takav da je x < y. Imamo x’,y’ € X'y = Xy, dakle x’,y’ € Xy pa
prema napomeni|l.2.2] vrijedi x < X" <yix <y <y. Vrjedix’ <y"iliy’ < x'.

1. slucaj: X' <y'.
Iz x,y € X'y’ i napomene slijedi X" < x1y < y’. Iz anitisimetri¢nosti relacije <
slijedix =x"1y =y".

2. slucaj y’ < x'.
Iz x,y € Xy’ = y’x’ slijedi yY < x1y < X’ pa iz antisimetri¢nosti relacije < slijedi
x=yiy=x.

O

Neka je p pravac. Dakle p = (S,1), gdje je S skup, a [ skup koji se sastoji od dva
medusobno suprotna uredaja na S. Tada ¢emo sa p oznacCavati skup §, tj. nosac od p, a s
p skup [. Dakle, ako je p = (S,[) pravacondaje p =S, p = L.
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1.3 Ravnina

Definicija 1.3.1. Neka je M skup te neka je L neprazan skup pravaca sa sljedec¢im svoj-
stvima:

(i) Ako je p € L onda jep C M i skup p ima barem dva elementa.
(ii) Za sve A, B € M,A # B postoji jedinstveni p € L takav da su A, B € p.

(iii) Postoje A, B,C € M za koje ne postoji p € L takav da su A, B, C € p.
Tada za uredeni par (M, L) kaZemo da je ravnina.

Napomena 1.3.2. Neka je (M, L) ravnina te neka su p,q € L takvi da je p = q. Tada je
p = q. Naime, prema svojstvu (i) iz definicije ravnine postoje A, B € M takvida je A + B i
A, B € q pa iz definicije ravnine slijedi da je p = q.

Propozicija 1.3.3. Neka je (M, L) ravnina te neka je A € M. Tada postoji p € L takav da
je A €p.

Dokaz. Ako postoji B € M takav da je B # A onda prema svojstvu (ii) iz definicije ravnine
[1.3.1]slijedi da postoji p € L takav da su

A,B e p.

Stoga je dovoljno dokazati da postoji takva tocka B. U tu svrhu dovoljno je dokazati da
skup M ima barem dva razli¢ita elementa. Prema definiciji ravnine postoji p € L te
takoder vrijedi da p ima barem dva elementai p C M. Dakle, M ima bar dva elementa. O

Definicija 1.3.4. Neka je (M, L) ravnina. Neka su A,B € M. Definiramo skup AB na
sljedeci nacin. Ako je A = B, neka je AB = {A). Ako je A # B, neka je p € L takav da su
A, B € p. Definiramo AB kao duZinu AB u pravcu p.

Za ovako definiran skup AB kaZemo da je duZina (segment) odredena tockama A i B u
ravnini (M, L).

Uocimo sljedece: ak_oje (M, L) ravnina, p € Lte A, B € p, onda je duZina AB u ravnini
(M, £) jednaka duzini AB u pravcu p. Posebno,

BCp.

Neka je (M, £) ravnina. Tada za elemente od £ kaZemo da su pravci u ravnini (M, £).
Neka je (M, L) ravnina, p € Lte S C M. Kazemo da pravac p sijece S ako p sijeCe
S,tj.akojepnNS #0.
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Definicija 1.3.5. Neka je (M, L) ravnina, neka je p € Lte A € M. Za p kazemo da prolazi
tockom A ili da tocka A leZi na p ako je A € .

Definicija 1.3.6. Neka je (M, L) ravnina te neka su A, B,C € M. KaZemo da su A,Bi C
kolinearne tocke u (M, L) ako postoji pravac u toj ravnini na kojem te tocke leZe. Za tocke
A, B, C kaZemo da su nekolinearne ako nisu kolinearne.

Uoc¢imo da iz definicije ravnine [I.3.]slijedi da u svakoj ravnini postoje tri nekolinearne
tocke.

Neka je (M, L) ravnina te neka su A,B € M,A # B. Tada postoji jedinstveni pravac
p u toj ravnini takav da su A, B € p. Pravac p ¢emo oznacavati sa AB, a skup p ¢emo

oznacavati AB. Dakle, AB = AB.
Uoc¢imo sljedece: ako je (M, L) ravnina te ako su A, B 1 C nekolinearne toc¢ke u toj
ravnini,ondaje A # B,A# CiB # C.

Propozicija 1.3.7. Neka je (M, L) ravnina te neka su A, B i C nekolinearne tocke u toj
ravnini. Tada je ABNAC = {A}

Dokaz. Ocito je {A} CABNAC.

Obratno, neka je D € ABNAC. Pretpostavimo da je D # A. Imamo A,D € AB1A,D € AC.
Slijedi da je AB = AC paje AB = AC. Slijedi A, B, C € AB. Ovo znaci da su tocke A, B, C
kolinearne. Kontradikcija. Dakle D = A, tj. D € {A}. O

1.4 Paschova ravnina

Definicija 1.4.1. Neka je (M, L) ravnina koja ima sljedece svojstvo (Paschov aksiom): kad
godsuA,B,C € Mip e Ltakvida p sijece AB, onda p sijece AC ili BC. Tada za (M, L)
kazemo da je Paschova ravnina.

Propozicija 1.4.2. Neka je (M, L) Paschova ravnina te neka su A, B,C € M te p € L takvi
da p ne prolazi niti jednom od toc¢aka A, B i C. Tada p ne sijece sve tri duine AB,AC i
BC.

Dokaz. Promotrimo prvo slucaj kada su tocke A, B i C nekolinearne.
Pretpostavimo suprotno, tj. da p sijeCe sve tri navedene duZine.

Neka su A’, B, C’ tocke takve daje A’ € BCNp,B e ACNp,C’' € ABND.

Imamo A’,B’,C’ € p. Prema propoziciji slijedi A” € B'C’ ili B" € A’C’ ili
C' e A'B.
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¢=BC

Slika 1.1: presjek pravca p i duzina AB, BC i AC

Bez smanjenja opCenitosti uzmimo daje A’ € B'C". Iz A’ € BC slijedi A’ € BC. Dakle,
BC N B'C" #0,tj. pravac BC sijeCe duzinu B'C".

Prema Paschovom aksiomu BC sije¢e AC” ili AB’. Pretpostavimo da BC sijeCe duzinu
AC’. Tada postoji T € AC’ N BC. Zbog C’ € AB vrijedi AC’ C AB paje T € AB. Dakle,
T € ABN BC. Prema propoziciji|l.3.7|slijedi da je ABN BC = {B}. Stoga je T = B. Prema
tome, imamo B € AC’,C’ € ABiC’ #+ B (jer p prolazi kroz C’, a ne prolazi kroz B). Ovo
je u kontradikciji s lemom [1.2.5]

Analogno dobivamo da pretpostavka da_gé sije¢e AB’ vodi na kontradikciju.
Dakle, p ne sijece sve tri duzine AB, BC i AC.

Drugi slucaj, tocke A, B i C su kolinearne. Neka je g pravac koji prolazi tockama A, B

1 C. Pretpostavimo da p sijece sve tri duZine AB, BC, AC. Prema propoziciji vrijedi
BeACiliA € BCiliC € AB.

Bez smanjenja opéenitosti pretpostavimo da je B € AC.
Neka je

C’'€eABNp, A’ € BCND.
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Imamo B € ACiA’ € BC paiz lemei leme slijedi A’ ¢ AB. Medutim imamo da
je C' € AB paslijedi A’ # C’. Stoga su A’ i C’ dvije razli¢ite to¢ke koje leZe na pravcima
p1q iz Cegaslijedi da je p = g. No ovo je nemoguce jer g prolazi kroz tocke A, B,C, a p
ne prolazi tim toCkama. Time smo dosli do kontradikcije pa je propozicija dokazana. O

1.5 Poluravnina

Napomena 1.5.1. Neka je S skup te neka je ~ relacija ekvivalencije na S. Neka je x € S.
Definiramo

[xI={yeS [x~yh

Tada za skup [x] kazemo da je klasa ekvivalencije od x s obzirom na relaciju ~. Uocimo
da je x € [x].
Neka su x,y € S. Tada vrijedi:

x~y=[x]=1[y] (1.1)

x+y=[x]N[y]=0 (1.2)

Dokazimo ove tvrdnje. Pretpostavimo da je x ~ y. Neka je z € [x]. Tadajez € S te
je x ~ z. Znamo da je x ~ y paje y ~ x. Iz Cinjenice da je ~ tranzitivna relacija slijedi
da je y ~ z. Prema tome z € [y]. Time smo dokazali da je [x] C [y]. Analogno dobivamo
[y] € [x]. Prema tome

[x] = [yl.

Time smo dokazali tvrdnju[I.1}

Pretpostavimo da x + y. Tvrdimo da je [x] N [y] = 0. Pretpostavimo suprotno. Tada postoji
z € [x]takavdajez e [y]. Slijedix ~ziy~zpajez~y. Ilzz~yix ~ zslijedix ~y
(tranzitivnost). Kontradikcija. Prema tome

[x]N[y] =0,
tj. tvrdnja[l.2] vrijedi.
Iz i zakljuCujemo i sljedece:
D) x~y e [x] =]
(i) [x1# ]I =[xINH]=0
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Naime, ako je [x] = [y], onda je x ~ y jer bi u suprotnom x + y povlacilo

[x]N[y] =0,

posebno [x] # [y], a to ne vrijedi. Dakle, (i) vrijedi.
Pretpostavimo da je [x] # [y]. Tada ne moZe vrijediti x ~ y zbog[I.1] Dakle x + y pa iz[I.2]
slijedi da je

[x] N [y] = 0.

Prema tome, (i1) vrijedi.

Propozicija 1.5.2. Neka je (M, L) Paschova ravnina te neka je p € L. Na skupu M \ p
definiramo relaciju ~ sa

A ~ B ako p ne sijece AB.

Tada je ~ relacija ekvivalencije na skupu M \ p te ~ rastavlja M \ p na najvise dvije klase
ekvivalencije.

Dokaz. Nekaje A € M\ p. Tada A ¢ p pa p ne sijee {4}, tj. ne sijece skup AA. Stoga je
A ~ A. Dakle ~ je refleksivna relacijana M \ p.

Akosu A, B e M\ p takvidaje A ~ Bonda je oito B ~ A (jer je AB = BA). Relacija ~ je
simetri¢na.

Pretpostavimo da su A, B,C € M \ p takvi da je

A~BiB~C.

Tvrdimo da je A ~ C. Pretpostavimo suprotno. Tada p sijece AC. 1z Paschovog aksioma
slijedi da p sijeCe AB ili BC iz Cega slijedi da A » B ili B » C. Kontradikcija. Prema tome
A ~ C. Time smo dokazali da je relacija ~ tranzitivna, dakle ~ je relacija ekvivalencije na
M\ p.

DokazZimo sada da ~ rastavlja M \ p na najviSe dvije klase ekvivalencije. Pretpostavimo
suprotno. Tada ~ rastavlja M \ p na barem tri klase ekvivalencije. Stoga postoje A, B,C €
M \ p takvi da je

[A] # [B], [A] # [C]i[B] # [C].

Iz ovoga slijedi A + B, A » C i B » C. Ovo zna¢i da pravac p sije¢e AB, AC i BC.
Uocimo da p ne prolazi niti jednom od to¢aka A, B i C. Prema propoziciji p ne moze

sjeci sve tri duzine AB, AC i BC. Kontradikcija.
Dakle ~ rastavlja M \ p na najvise dvije klase ekvivalencije. O
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Definicija 1.5.3. Neka je (M, L) Paschova ravnina, te neka je p € L. Neka je ~ relacija
na M \ p definirana kao u propoziciji Tada klase ekvivalencije s obzirom na relaciju
~, tj. skupove [A] gdje je A € M \ p, nazivamo poluravnine u (M, L) odredene pravcem p.

Uocimo da postoje najvise dvije poluravnine u (M, L) odredene pravcem p (propozicija

[1.5.2).

Definicija 1.5.4. Neka je (S, 1) pravac te neka su x € S i < € l. Tada za skupove
yeSlx<yl i {yeSly<x

kaZemo da su polupravci od (S, ) s vrhom x.

Napomena 1.5.5. Neka je (S,1) pravac, x € S te neka je t polupravac od (S, 1) s vrhom x.
Tada postoji < € [ takav da je
T={eS|x<y}.

Naime, znamo da je
T={yeS|x<y} ili T={yeS|y<x}

gdje je < € I. U prvom slucaju smo gotovi, a u drugom slucaju neka je <’ suprotni linearni
uredaj od <. Tada je <'e lte zay € S vrijedi y < x ako i samo ako x <’ y. Stoga je

T={yeS|x<'y}.

Definicija 1.5.6. Neka je (M, L) ravnina, p € L te A € p. Neka je r polupravac od p s
vrhom A. Tada za r kaZemo da je polupravac u ravnini (M, L) s vrhom A.



Poglavlje 2

Metricka ravnina

2.1 Metricka ravnina

Definicija 2.1.1. Neka je (M, L) Paschova ravnina te neka je d : M X M — R funkcija
koja ima sljedeca svojstva:

(i) d(A,B)>0zasve A,BeM

(ii) d(A,B) = d(B,A) zasve A,Be M

(iii) d(A,B) < d(A,C) +d(C, B) za sve A, B,C € M (nejednakost trokuta)
d(A,B) =d(A,C)+d(C,B) < C € AB.

(iv) Za svaki polupravac r u (M, L) s vchom O i za svaki pozitivan realan broj x postoji
tocka T € r takva da je d(O,T) = x.

Tada za uredenu trojku (M, L, d) kazemo da je metricka ravnina.

Napomena 2.1.2. Neka je (S, 1) pravac, O € S te neka su ry, r, polupravci od (S, 1) s vihom
O takvi da je r\ # r,. Tada je ry N r, = {O}.

Naime, iz napomene[I.5.5|slijedi da postoji <€ [ takav da je
rn={yesS|x<yh
Isto tako postoji <€ [ takav da je
rn={yeS|[x<yh.

13
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Iz r1 # rp slijedi <;1#<,. Stoga su <; 1 <, medusobno suprotni uredaji pa vrijedi
rn={yes |y xh

StogaakojeyeriNr,tj.y €rpiy € rp, imamo

X< yiy <y x
pa iz antisimetri¢nosti relacije <; slijedi x = y. Time smo dokazali da je

riNry C{x}.
Obratno, ocito je {x} C r; N r,. Prema tome

riNr, ={x}.
Nadalje, ako je a € rq te b € r», onda je x € ab. Naime, imamo da je

b<ix<a,

Sto slijediiz b € rpia € ry, aovo povlaci x € ba (napomena . Stoga je x € ab (jer je
ab = ba).

Napomena 2.1.3. Neka je (S,[) pravac, x € S te r polupravac od (S,1) s vihom x. Neka
sua,ber\{x}). Tada x ¢ ab. Dokazimo fo.
Neka je < € | takav da je
r={yeS|x<y}

Iza,b € rslijedi x < a i x < b. Pretpostavimo da je x € ab.
1. slucaj: a < b.

Prema napomeni[l.2.2)tada je a < x < b. Iza < xi x < a slijedi a = x. Ovo je u
kontradikciji s pretpostavkom da je a € r \ {x}.

2. slucaj: b<a
Tada je b < x < a pa slijedi x = b te smo opet dobili kontradikciju.

Zakljucak: x ¢ ab.

Propozicija 2.1.4. Neka je (M, L, d) metricka ravnina, neka je r polupravac u (M, L) s
vrhom O te neka je x pozitivan realan broj. Tada postoji jednistvena tocka T € r takva da
je d(O,T) = x.
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Dokaz. Egzistencija takve tocke T slijedi iz definicije metricke ravnine. DokaZimo sada
da je tocka T s tim svojstvom jedinstvena.
Pretpostavimo da su 7'y, T, € r tocke takve da je

dO,T))=x i d(O,T,) = x.
Neka je p € £ takav da je r polupravac od p s vrthom O. Tada postoji < € p takav da je

r={yeplO<y}
Slijedidaje O < T1i0 < T.

1. T\ <T,
Tada imamo O < Ty < T, paje Ty € OT,. 1z definicije metricke ravnine (svojstvo
(iii)) slijedi
d(0,T,) =d(0,T) + d(T},T>),
tj. X=X+ d(Tl, T,) paje d(Tl, T,)=0.
Iz svojstva (i) definicije metricke ravnine slijedi 7'y = T5.

2. T, <T,
Tada imamo O < T, < Ty paje T, € OT,. Slijedi

d(0,T)) =d(O,T>) +d(T>, T)
pajed(T,,Ty) =0. Stogaje T, = T>».
Time je propozicija dokazana. O

Propozicija 2.1.5. Neka je (M, L, d) metricka ravnina te neka je p € L. Tada postoje dvije
poluravnine u (M, L) odredene pravcem p.

Dokaz. Neka je ~ relacijana M \ p definirana sa
A~B akoje ABNDp =0.

Znamo da je ~ relacija ekvivalencije na M \ p te da je svaka poluravnina odredena pravcem
p oblika [A], gdjeje A € M\ p.

Nadalje, znamo da postoje najviSe dvije poluravnine odredene pravcem p (propozicija
[1.5.2). Stoga je dovoljno pokazati da postoje A, B € M \ p takvi da je [A] # [B], tj. takvi
da A » B. Dakle, dovoljno je dokazati da postoje tocke A, B € M \ p takve da pravac p
sije¢e AB.

Odaberimo toc¢ku O € p. Nadalje, odaberimo A € M \ p (takvu tocku moZemo naci jer
bi u suprotnom vrijedilo M C p Sto je nemoguce jer u M postoje tri nekolinearne tocke).
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Ocito je O # A. Neka je g € L pravac koji prolazi tockama O 1 A. Dakle, imamo
0, A € g pa stoga postoji < € ¢ takav da je O < A. Neka je

r={T eql|T < O}.

Tada je r ocito polupravac od g s vthom O. Prema svojstvu (iv) iz definicije metricke
ravnine postoji 7" € r takav da je
d(o,T) = 1.

Posebno, O # T, a iz ovoga slijedi da T ¢ p (u suprotnom kada bi vrijedilo T € p, imali
bismo da pravci g 1 p prolaze tockama O 1 T iz Cega bi slijedilo p = ¢, no ovo je nemoguce
jerA€g,aA ¢ p). Stoga je

T eM\Dp.

Imamo T < O < Apaje O € TA, tj.
TAND #0.
Dakle, A,T € M \ pi pravac p sijece AT. Time je tvrdnja propozicije dokazana. O
Lema 2.1.6. Neka je (M, L, d) metricka ravnina, O € p i <€ p. Neka je
r={Tep|O<T}
Neka su Ty, T, € r. Tada je
T,<T, < dO,T,) <d(O,T),).

Dokaz. Pretpostavimo da je T; < T,. Tada imamo O < T| < T, paje T, € OT,. Prema
svojstvu (iii) iz definicije metrike vrijedi

d0,T,) =d(O,T)) +d(T,,T,).

Bududi da je d(T,T,) > 0 imamo da je d(O, T;) < d(O, T»).
Uzmimo sada da je d(O,T,) < d(O,T,). Bududi da je < uredaj na p vrijedi 7|, < T, ili
I, <T,.

1. slucaj: Ty < T,. To je ono §to 1 Zelimo dobiti.

2. slu¢aj: T, < T,. Tada prema dokazanom vrijedi d(O,T,) < d(O,T;). 1z ovoga i
pretpostavke slijedi da je d(O, Ty) = d(O, T,). Oznaimo

x=dO,T).

Akojex =0,ondaje O =T,10 =T, paje T, = T,, a ako je x > 0 onda prema
propoziciji [2.1.4] postoji jedinstvena tocka T € r takva da je d(O,T) = x iz Cega
slijedi T, = T,. Stogaje T, < T5.
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U oba slucaja smo dobili da je T < T». Time je tvrdnja leme dokazana. O

Teorem 2.1.7. Neka je (M, L,d) metricka ravnina te neka su A,B € M, A # B. Tada
postoji jedinstvena tocka C € AB takva da je

d(A,C) =d(B,C).
Za tu tocku vrijedi C € AB.
Dokaz. Nekaje p = AB. Neka je <€ ptakav da je A < B. Neka je
r={T ep|ALT}
Tada je r polupravac u (M, L, d) s vithom A. Neka je
d(A, B)

X = .

2

Tada je x > 0. Prema svojstvu (iv) iz definicije metrike postoji C € r takav da je d(A,C) =
x. Imamo C,B € ri
d(A,C) < d(A, B)

jer je d(A, B) = 2x. 1z ovoga i leme 2.1.6slijedi da je C < B. Stoga imamo A < C < B pa
je C € AB.
Ovo povlaci da je d(A, B) = d(A,C) + d(C, B), tj.

2x =x+d(C,B)
paje d(C, B) = x. Prema tome d(A, C) = d(C, B), a ocito je C € AB.
Pretpostavimo da je D € AB tocka takva da je
d(A,D) = d(D, B).
Pretpostavimo da je D < A. Imamo D < A < B pa je A € DB §to povladi da je
d(D,B) =d(D,A) +d(A, B)

iz Cega slijedi 0 = d(A, B). Ovo je nemoguce jer je A # B. Prema tome, ne vrijedi D < A,
stogaje A < D.

Pretpostavimo da je B < D. Imamo A < B < D paje B € AD, dakle

d(A,D) =d(A,B) +d(B, D).
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Slijedi 0 = d(A, B). Kontradikcija. Zakljucujemo D < B.

Imamo
A<D<B,

tj. D € AB, stoga je d(A, B) = d(A, D) + d(D, B). Ovo povlaédi da je

2x =d(A,D) + d(A, D)

pa imamo
2x = 2d(A, D),
tj.
x=d(A, D).
Dakle
C,Der, dA,C)=x1dA,D)=x
pa iz propozicije [2.1.4]slijedi da je C = D. Time je tvrdnja teorema dokazana. m|

2.2 Izometrija metricke ravnine

Definicija 2.2.1. Neka je (M, L, d) metricka ravnina te neka je f : M — M funkcija. Za
f kaZemo da je izometrija metricke ravnine (M, L, d) ako za sve A, B € M vrijedi

d(A, B) = d(f(A), f(B)).

Uocimo sljedece: ako je f : M — M izometrija metricke ravnine (M, L, d) onda
je f injekcija. Naime, ako su A,B € M takvi daje A # B, onda je d(A,B) > 0 pa je
d(f(A), f(B)) > 0 sto povlaci da je f(A) # f(B).

Lema 2.2.2. Neka je (M, L,d) metricka ravn_ina te neka su A,B € M, A + B. Tada za
svaki x € [0,d(A, B)] postoji jedinstveni T € AB takav da je d(A,T) = x.

Dokaz. Nekaje p = AB. Odaberimo <e p takav da je A < B. Neka je
r={Tep|A<T}

Neka je x € [0,d(A, B)]. Ako je x = 0 onda je jasno da postoji jedinstvena tocka T € AB
takva da je d(A, T)) = x. Pretpostavimo da je x > 0. Tada postoji tocka T € r takva da je

dA,T)=x
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(svojstvo (iv) iz definicije metrike). Imamo 7, B € r i
d(A,T) =x<d(A,B)
palema2.1.6)povlaci da je T < B. Dakle,
A<T<B

paje T € AB. L
Pretpostavimo da je tocka T’ € AB takva da je

dA,T") = x.
IzT' € ABiA < Bslijedi A < T’ < B. Stoga je T’ € r. Dakle,
T.,T" er, dA,T)=x 1 dA,T)=x
pa zakljucujemo prema propoziciji[2.1.4/da je T = T’. Time je lema dokazana. O

Propozicija 2.2.3. Neka je (M, L, d) metricka ravnina te neka je f : M — M izometrija
ove ravnine. Neka su A, B € M. Tada je

f(AB) = f(A)f(B).

Dokaz. Neka je Q € f(AB). Zelimo dokazati da je Q € f(A)f(B). Imamo Q = f(T) za
neki 7 € AB. Vrijedi
d(A,B) = d(A,T) + d(T, B)

paje
d(f(A), f(B)) = d(f(A), f(T) + d(f(T), f(B)).

Iz svojstva (ii1) definicije metrike slijedi da je

f(T) € f(A)f(B).
Dakle,
Q€ f(A)f(B).
Time smo dokazali da je L
f(AB) € f(A)f(B).

Neka je O € f(A)f(B). Dokazimo da je Q € f(AB). Neka je

x = d(f(A), Q).
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Iz
d(f(A), f(B)) = d(f(A), Q) + d(Q, f(B))
slijedi da je
x < d(f(A), f(B)),
tj.
x < d(A, B).
Prema tome,

x € [0,d(A, B)].
Prema lemi postoji T € AB takav da je d(A, T) = x. Iz ovoga slijedi da je

d(f(A), f(T)) = x,

a prema dokazanom vrijedi
F(T) € f(AF(B).
Dakle, f(T') 1 Q su dvije tocke na duZini m udaljene za x do f(A). Prema lemi
vrijedi Q = f(T). Stoga je
Q € f(AB).
Dakle
f(A)f(B) C f(AB).

Time je tvrdnja propozicije dokazana. O
Propozicija 2.2.4. Neka je (M, L, d) metricka ravnina te neka je r polupravac u ovoj rav-

nini s vihom A. Neka je f : M — M izometrija ravnine (M, L, d). Tada je f(r) polupravac
s vrhom f(A).

Dokaz. Budu¢i da je r polupravac s vchom A u (M, L,d) postoji p € L takav da je r
polupravac od p s vchom A. Prema napomeni postoji <,€ p takav da je

r={T €p|A<,T)

Odaberimo B € r takav da je B # A (takva tocka sigurno postoji prema svojstvu (iv) iz
definicije metrike).

Iz A # Bslijedi f(A) # f(B). Neka je ¢ € L takav da su f(A), f(B) € g. Odaberimo <,€ ¢
takav da je f(A) <, f(B). Neka je

s=1Q€q | f(A) <, O

Ocito je s polupravac u (M, L, d). Tvrdimo da je f(r) = s.
Nekaje T €r. Tadaje A<, T.Imamo 7T <, Bii B, T.
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1. sludaj: T <, B. Tadaje A <, T <, Bpaje T € AB. Tada je f(T) € f(AB) pa je

prema propoziciji [2.2.3]
J(T) € f(A)f(B).
Stoga je
fA) <4 f(T) <4 f(B)
pa je
A(T)€s.

2. sluéaj:B <, T. Tadaje A <, B<, T paje B € AT. Tada je f(B) € f(AT), .

J(B) € f(A)F(T).

Ovo znaci da postoji pravac ¢’ € L koji prolazi tockama f(A), f(B) i f(T). No vec
znamo da pravac ¢ prolazi tockama f(A), f(B) 1 f(T) pa slijedi da je

’

q9=9.

Stoga je

f(T)eq.
Vrijedi f(T) <, f(A)ili f(A) <, f(T). Pretpostavimo da je f(T) <, f(A). Iz ovoga
i f(B) € f(T)f(A) slijedi da je

J(T) <4 f(B) <4 f(A).

Imamo f(B) <, f(A)i f(A) <, f(B)paje f(A) = f(B) (antisimetri¢nost relacije <,).
Kontradikcija. Stoga je f(A) <, f(T) paje f(T) € s.

Dokazali smo da za svaki T € r vrijedi f(T) € s. Prema tome

f(r) Cs.

Dokazimo sada da je s C f(r). Neka je Q € 5. Ako je Q = f(A) onda je oCito Q € f(r) (jer
je A € r). Pretpostavimo da je Q # f(A). Neka je x = d(f(A), Q). Tada je x > 0. Prema
propoziciji postoji tocka T € r takva da je

dA,T) = x.
Bududi da je f izometrija vrijedi

d(f(A), f(T)) = x.
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Prema dokazanom je f(T) € s. Iz propozicije[2.1.4]slijedi f(T) = Q. Prematome Q € f(r).
Time smo dokazali da je s C f(r) pa slijedi da je

f(r)=s.
O

Napomena 2.2.5. Neka je (M, L) ravnina te neka su A,B € M, A # B. Tada postoji
Jjedinstveni polupravac r u (M, L) s vrhom A takav da je B € r.
Naime, postoji pravac p u (M, L) takav da su A,B € p. Odaberimo <€ p takav da je
A < B. Neka je

r={T ep|A<T}.

Tada je r ocito polupravac u (M, L) s vrhom A koji sadrZi tocku B.
Pretpostavimo da je je v’ polupravac u (M, L) s vrhom A takav da je B € r'. Tada postoji
p’ € L takav da je v’ polupravac od p’ s vrhom A. Slijedi A, B € p’. Slijedi

’

pP=r.

Dakle, 1’ je polupravac od p s vrihom A. Prema napomeni postoji <'€ p takav da je
¥ ={Tep|A< T)

Iz B € 1’ slijedi A <" B. Pretpostavimo da je <'#<. Tada je <’ suprotni uredaj od < pa
A <" B povlaci B < A. Ovo, zajedno s A < B povlaci da je A = B. Kontradikcija.
Prema tome <'=<, atoznalidajer =7

Napomena 2.2.6. Neka su S i T skupovi te f : § — T funkcija. Neka su A, i A,
podskupovi od S. Tada je

F(A1UAz) = f(A) U f(Ay).
Neka jey € f(A; U A,). Tada postoji x € Ay U A, takav da je f(x) = y. Slijedi da je x € A,
ili x € Ay. Ako je x € Ay onda je f(x) € f(A)), tj. y € f(A)). Ako je x € A,, onda je
y € f(A2). Stoga jey € f(A) U f(A2).

Neka jey € f(A)) U f(Ay). Tada jey € f(Ay) iliy € f(Ay). Ako jey € f(Ay), onda
postoji x € Ay takav da je f(x) =y. Slijedi x € Ay UA; pajey e f(A; UA,).

Do istog zakljucka dolazimo ako je y € f(A,).

Time smo dokazali da vrijedi f(A; U Ay) = f(A)) U f(Ay)

Propozicija 2.2.7. Neka je (M, L, d) metricka ravnina te neka je f : M — M izometrija
ove ravnine. Neka je p pravac u (M, L,d). Tada je f(p) nosac nekog pravca iz (M, L, d).
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Dokaz. Odaberimo A € pi<,€ p. Neka je
r={Te€p|A<, T} i n={Tep|T<,A}

Odaberimo B € r;1C € rp takve daje B# A1C # A. UoCimo da je C <, A <, B, dakle
A € CB. Tada je f(A) € f(CB) pa je prema propozicijim

f(A) € f(O)f(B).

Ovo znaci da su tocke f(A), f(B) i f(C) kolinearne, tj. postoji pravac g takav da su
f(A), f(B), f(C) € g. Odaberimo <,€ ¢ takav da je f(C) <, f(B). 1z f(A) € f(C)f(B)
slijedi

F(C) <4 f(A) <4 f(B).

Neka je
s1={0€q|f(A) <, 0} te 5,={0€q|Q<, fA})

Prema propoziciji [2.2.4] f(r1) je polupravac s vrhom f(A), a ocito je f(B) € f(ry). S druge
strane s; je ocito polupravac s vrhom f(A) koji sadrZi tocku f(B). Iz napomene [2.2.5]slijedi
da je

Sf(r) = s1.

Isto tako prema propoziciji f(r2) je polupravac s vthom f(A), a f(C) € f(ry). Iz
definicije od s, je jasno da je to polupravac s vchom f(A) koji sadrZzi to¢ku f(C). Slijedi

f(r2) = s5.

Vrijedi
ﬁ:I"]UI’Z 1 Z]:S1US2.
Koriste¢i napomenu [2.2.6|dobivamo
f)=f(rnUnr)=fr)U f(rn)=s1Us =q.
Dakle, f(p) = g 1 time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Napomena 2.2.8. Neka su S i T skupovi te f : § — T funkcija. Neka su A, i A,
podskupovi od S. Tada opcenito ne vrijedi da je

f(A1NAz) = f(A) N f(Ad).
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Na primjer, neka je Ay = {1,2,3}, A, =1{4,5}, S ={1,2,3,4,5},, T=Sif:S —T
funkcija definirana sa f(x) = 1 za svaki x € S. Tada je f(A;)N f(Ay) = {1}, a f(A{NA,) =
f(@)=0.

Opcenito, mora vrijediti f(A; N Ay) C f(A)) N f(Ay). Naime, ako je y € f(A; N Ay)
onda postoji x € A; N A, takav da je f(x) = y. Imamo x € Ay ix € Aypajey € f(A))i
y € f(A2), 1. y € f(A)) N f(Ay).

Napomena 2.2.9. Neka su S i T skupovi te f : S — T funkcija. Neka su A, i A,
podskupovi od S. Pretpostavimo da je f injekcija. Tada je

J(ALNAr) = f(A) N f(A).

Prema prethodnoj napomeni dovoljno je dokazati da je f(A;) N f(A) C f(A; NAy).
Neka je
y € f(AD) N f(Ar).

Tada je
y€ f(A) i ye f(Ad).
Tada postoji x| € A, takav da je f(x)) = yi postoji x, € A, takav da je f(x;) = y. Imamo

fx) = f(x2)

pa je xy = x; jer je f injekcija. Stoga je x; € A} N A, pa je onda f(x1) € f(A; N Ay), 1.
y € f(A1 N A).
Time smo dokazali da je f(A, N Ay) = f(A1) N f(Ay).

Korolar 2.2.10. Neka je (M, L, d) metricka ravnina te neka je f : M — M izometrija ove
ravnine. Neka su A, B € M,A # B. Tada je

J(AB) = f(A)f(B).

Dokaz. Prema propoziciji 2.2.7, f(AB) je nosac nekog pravca iz L. 1z A, B € AB slijedi
f(A), f(B) € f(AB). Stoga je f(A)f(B) = f(AB). 0

Lema 2.2.11. Neka je (M, L, d) metricka ravnina, A,B € M,A # Bte C,D € AB. Pret-
postavimo da je d(A,C) = d(A,D) i d(B,C) = d(B, D). Tada je

C=D.
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Dokaz. Nekaje p = AB. Odaberimo <e p takav da je A < B. Neka je

r={T €AB|A<T),

s={T € AB| T <A}.

Vrijedi A < Cili C < A.

1. slucaj: A< C. VrijediC < Bili B<C.

(i) C < B. Tadaje A < C < Bpaje C € AB. Iz ovoga slijedi da je

(i)

d(A,B) =d(A,C) +d(C, B).
Dakle, d(A, B) = d(A, D) + d(D, B) pa je
D € AB.
Stoga je A < D < B, posebno A < D. Prema tome,
C,Der 1 dA,C)=d(A,D).

Iz ovoga zakljucujemo C = D.

B < C Tada je B € AC pa je
d(A,C) =d(A,B) +d(B,C).
Dakle d(A, D) = d(A, B) + d(B, D) pa je
Be AD.
Pretpostavimo da je D < A. Tada je

D<B<A

25

paiz A < Bslijedi A = B, kontradikcija. Dakle, D < A ne vrijedi paje A < D.

Imamo
C,Der i dA,C) =dA,D)

paje C = D.
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2. sludaj: C < A. Tadaje A € CB paje d(C, B) = d(C,A) + d(A, B), ;.
d(D,B) =d(D,A) +d(A, B)
iz Cega zakljuujemo da je A € DB. Pretpostavimo da je B < D. Tada je
B<A<D

paiz A < Bslijedi A = B, kontradikcija. Stoga je D < Bpaiz A € DBslijedi D < A.

Imamo C<AiD<ApasuC,D € s. Dakle C = D.
Time je lema dokazana. O
Propozicija 2.2.12. Neka je (M, L, d) metricka ravnina, neka je f : M — M izometrija
ove ravnine te neka su A, B € M,A # B. Pretpostavimo da su A i B fiksne tocke of f. Tada
je svaka tocka od AB fiksna tocka od f.
Dokaz. Neka je T € AB. Prema korolaru[2.2.10| vrijedi f(AB) = f(A)f(B), .

f(AB) = AB

jersu A i B fiksne to¢ke od f. 1z T € AB slijedi f(T) € f(AB) paje f(T) € AB.
Nadalje,

d(f(T),A) =d(f(T), f(A) =d(T,A), d(f(T),B) =d(f(T), f(B)) =d(T,B).
Prema tome,
T,f(T)Ye AB i d(T,A)=d(f(T),A), d(T,B)=d(f(T),B).

Iz leme [2.2.11]slijedi
T = f(T).

Prema tome, T je fiksna tocka od f. O
Korolar 2.2.13. Neka je (M, L,d) metricka ravnina te neka je f : M — M izometrija

ove ravnine. Pretpostavimo da su A, B i C tri nekolinearne tocke u ovoj ravnini takve da je
svaka od njih fiksna tocka od f. Tada je f identiteta na M.
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Slika 2.1: A, B, C nekolinearne fiksne tocke od f

Dokaz. Ako je T € AC onda je T fiksna tocka od f prema propoziciji [2.2.12} Pretposta-
vimo sadada T ¢ AC. Neka je P € AC tocka takva da je

d(A,P) =d(P,C)

(takva tocka postoji prema teoremu [2.1.7). Uo¢imo da je P # Ai P # C. Bududi da je
P € AC, vrijedi
P+T.

Promotrimo pravac g = TP. Pravac g sijete AC pa prema Paschovom aksiomu ¢ sije¢e AB
ili BC.

Bez smanjenja opéenitosti pretpostavimo da g sijece AB.

Neka je R € AB totka takva da je R € g, tj.

ReTP.

Uocimo da je P # R, naime P € AC,R € AB, a jedina tocka u presjeku AC N AB je tocka
A koja je razlicita od P.

Iz R € PT slijedi RP = PT paje T € RP. Tocke R 1 P su fiksne tocke od f Sto slijedi iz
propozicije [2.2.12]1 Cinjenice da je P € AC 1 R € AB. Stoga je prema istoj propoziciji i T
fiksna tocka od f. Time smo dokazali da je

=T
za svaki T € M, dakle f je identiteta na M. O

Lema 2.2.14. Neka je (M, L, d) metricka ravnina. Neka je f : M — M izometrija ove
ravnine te neka su A, B, C tri nekolinearne tocke u ovoj ravnini. Tada su i tocke f(A), f(B)
i f(C) nekolinearne.
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Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Tada je

f(B) € f(AF(C), t. f(B)e fAC).

Iz toga slijedi da postoji T € AC takav da je f(B) = f(T). Buduci da je f injekcija
dobivamo da je B = T, tj. B € AC. Ovo je u kontradikciji s pretpostavkom da su tocke
A, B, C nekolinearne.

Prema tome, f(A), f(B), f(C) su nekolinearne tocke. O

Teorem 2.2.15. Neka je (M, L, d) metricka ravnina te neka je f : M — M izometrija ove
ravnine. Tada je f bijekcija.

Dokaz. Znamo od prije da je f injekcija. Stoga je dovoljno pokazati da je f surjekcija.
Odaberimo tri nekolinearne tocke A, B i C. Tada su prema lemi[2.2.14] f(A), f(B) i f(C) tri
nekolinearne toCke. Neka je T € M.

(9]

fi4)
iB)

Slika 2.2: bijektivnost izometrije f

Dokazimo daje T = f(T’) za neku toc¢ku 7" € M. Ovo je jasno ako je T € f(A)f(C)
jer je f(A)f(C) = f(AC).
Pretpostavimo da T ¢ f(A)f(C). Odaberimo tocku P € f(A)f(C) takvu da je

d(P, f(A)) = d(P, f(C))
(teorem [2.1.7). UoCimo da je tada

P#f(A) i P# f(C)

Imamo 7" # P jerje P € f(A)f(C). Nekaje g = TP. Pravac q sijee duzinu f(A)f(C) pa
prema Paschovom aksiomu sijece

JAFB) ili f(B)F(C).



2.2. IZOMETRIJA METRICKE RAVNINE 29

Bez smanjenja opcCenitosti pretpostavimo da sijee f(A)f(B). Oznacimo sa R to¢ku u kojoj
q sijece duZinu
f(A)f(B),

tj.

Re f(A)f(B) i Re PT.
Na isti nacin kao u dokazu korolara [2.2.13] zakljucujemo da je P # R. Iz R € PT slijedi
T € RP. 1z P € f(A)f(C) = f(AC) (propozicija [2.2.3) slijedi da je P = f(P’) za neki
P’ € AC. Istotako iz R € f(A)f(B) = f(AB) slijedi da je R = f(R’) zaneki R’ € AB.
Sada imamo

T € RP = f(R)f(P)),
tj. T € f(R'P") paslijedi da je

T =f(T") zaneki T' e R'P".

Time smo dokazali da je f surjekcija. O






Poglavlje 3

Topoloska svojstva metricke ravnine

3.1 Metricki prostor

Definicija 3.1.1. Neka je X neprazan skup te neka je d : X x X — R funkcija koja ima
sljedeca svojstva:

(i) d(x,y) >0,¥Yx,ye X
dx,y) =0 x=y

(ii) d(x,y) =d(y,x),Vx,y e X

(iii) d(x,y) <d(x,z) +d(z,y),VYx,y,z € X (nejednakost trokuta).

Tada za d kazemo da je metrika na X, a za uredeni par (X, d) da je metricki prostor.
Uocimo sljedece: ako je (M, L, d) metricka ravnina, onda je (M, d) metricki prostor.

Propozicija 3.1.2. Neka je (X, d) metricki prostor te neka su x,y,z € X.
Tada je |d(x,2) = d(y. 2)| < d(x. ).

Dokaz. Dovoljno je dokazati da vrijedi:
(1) d(-x, Z) - d(y’ Z) < d(x’ }’)
(11) d(y7 Z) - d(-x7 Z) < d(-x’ )7)

Nejednakost (i) je ekvivalentna sa d(x, z) < d(x,y)+d(y, z), a ovo ocito vrijedi (nejednakost
trokuta). Prema tome (i) vrijedi. Isto tako, nejednakost (ii) je ekvivalentna nejednakosti
d(y,z) < d(y, x) + d(x, z), dakle (ii) vrijedi. O

31



32 POGLAVLIJE 3. TOPOLOSKA SVOJSTVA METRICKE RAVNINE

Definicija 3.1.3. Neka je (X, d) metricki prostor, xo € Xir € R,r > 0.
Definiramo K(xy,r) = {x € X | d(x, x9) < r}. Za K(xo, r) kaZemo da je otvorena kugla oko
Xo radijusa r.

Teorem 3.1.4. Neka je (M, L, d) metricka ravnina te neka su A,B € M,A # B.
Neka je C € M tocka takva da C ¢ AB. Neka je:

Ac =d(A,C)+d(C,B) - d(A, B),
Ag=d(A,B)+d(B,C)-d(A,C),
As =d(B,A)+d(A,C) - d(B,C).

Neka je A = 3 min {14, Ag, Ac}.
Tada je A > 0 te je kugla K(C, A) Citava sadrZana u jednoj poluvranini odredenoj pravcem
AB.

Dokaz. 1z nejednakosti trokuta slijedi da je d(A, B) < d(A, C) + d(C, B). Stoga je A¢ > 0.
Pretpostavimo da je A¢c = 0. Tada je

d(A,B) =d(A,C) +d(C,B)

pa slijedi da je L
C € AB.

Ovo povlaci da je C € AB, kontradikcija. Stoga je A¢ > 0.

Analogno zaklju¢ujemo da je Az > O te da pretpostavka Az = 0 povlali B € AC, tj. B € AC
paje AC = AB, tj. C € AB, kontradikcija. Stoga je Az > 0.

Analogno dobivamo da je 44 > 0. Iz ovoga zakljucujemo da je A > 0.

Neka je K poluravnina odredena pravcem AB tako da je C € K. Tvrdimo da je

K(C,1) C K.

Neka je T € K(C, ). Pretpostavimo da T ¢ K. Ako je T € AB, onda duZina CT oéito
sijeCe AB. Ako T' ¢ AB onda se T nalazi u poluravnini odredenoj s AB koja je razli¢ita od
K paslijedi da CT sije¢e AB. Dakle, u oba slu¢aja imamo

CT NAB # 0.

Neka je D € CT N AB.

Iz D € CT slijedi da je d(C, D) + d(D,T) = d(C,T) pa je

d(C,D) <d(C,T).
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L ]
L ]

Slika3.1: D € AB

No d(C,T) < Ajerje T € K(C,A). Stoga je d(C,D) < A. 1z D € AB slijedi, prema

propoziciji daje
DeAB ili AeDB ili BeAD.

1. slu¢aj D € AB. Tada je

d(A, B) = d(A, D) + d(D, B).

Imamo 1
A< E/lc’ paje 24 < Ac,
dakle
24 <d(A,C)+d(C,B) —d(A, B).
Imamo
24 <d(A,C)+d(C,B)—d(A, B)
=d(A,C)+d(C,B) — (d(A, D) + d(D, B))
=dA,C)+d(C,B)—-d(A,D)-d(D,B)
=(dA,C)—-d(A,D) + (d(C,B) —d(D, B))
<|d(A,C)—-d(A,D)| +|d(C, B) — d(D, B)|.
Dakle,

21 < |d(A,C) - d(A,D)| + |d(C, B) — d(D, B)|.
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Prema propoziciji|3.1.2| vrijedi
ld(A, C) — d(A,D)| < d(C, D) < 4,

|d(C,B) —d(D, B)| <d(C,D) < A.
Slijedi 24 < 24, kontradikcija.

2. slu¢aj A € DB. Tada je
d(D, B) = d(D,A) + d(A, B),
paje
d(A, B) = d(D, B) — d(D, A).

Imamo:

A< A, =d(C,A)+d(A,B) —d(C,B)
=d(C,A)+d(D,B)—-d(D,A) - d(C,B)
= (d(C,A)-d(D,A)) + (d(D,B) — d(C, B))
<|d(C,A) —d(D,A)| +|d(D, B) — d(C, B)|
<d(C,D)+d(C,D)
<A+A=2A

Dakle, 24 < 24, kontradikcija.

Slika 3.2: A € DB

3. sludaj B € AD.
Tada je
d(A,D) = d(A, B) + d(B, D),
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e
(=~
b

Slika 3.3: B€ AD

paje
d(A, B) = d(A, D) — d(B, D).

Slijedi
21 < A = d(A, B) + d(B,C) — d(A, C)
= d(A, D) — d(B, D) + d(B,C) — d(A, C)
= (d(A, D) - d(A, C)) + (d(B, C) — d(B, D))

<d(C,D)+d(C,D)
<A+1=2A

Dakle, 21 < 24, kontradikcija.
Zakljucak: T € K. Time smo dokazali da je K(C, 1) C K.

3.2 Otvoreni i zatvoreni skupovi

Definicija 3.2.1. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je U C X. Za U kaZemo da je
otvoren skup u metrickom prostoru (X, d) ako za svaki x € U postoji r > 0 tako da je:

K(x,r) C U.

(Vidi sliku 3.4)

Propozicija 3.2.2. Neka je (X,d) metricki prostor te neka su xo € X i r > 0. Tada je
K(xg, r) otvoren skup u (X, d).
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Slika 3.4: otvorenost skupa

Dokaz. Neka je x; € K(xo, r). Tada je d(x;, xo) < r pajer —d(xy, xy) > 0.
Neka je r; = r — d(x1, xp). Tvrdimo da je:

K(x1,m1) € K(xp, 7). (3.1
Neka je x € K(x;,ry). Tada je d(x, x;) < ry. Vrijedi:
d(x9, x) < d(xp, x1) +d(x1,x) < d(x0,x1) + 11 =d(x0,x1) +1r—d(x1, %) =7
Dakle,

d(xg,x) <r

pa je x € K(xo, r). Prema tome, dokazali smo (3.I).
Zakljucak: K(xy, r) je otvoren skup.
O

Propozicija 3.2.3. Neka je (M, L,d) metricka ravnina, neka je p € L te neka je K polu-
ravnina odredena pravcem p. Tada je K otvoren skup u (M, L, d) (tj. u metrickom prostoru
(M, d)).

Dokaz. Odaberimo A, B € ptakvedaje A # B. Nekaje C € K. TadaC ¢ p, tj. C ¢ AB.
Definiramo:
Ac =d(A,C)+d(C,B)—d(A, B)

Ag=d(A,B)+d(B,C)—d(A,C)
g =d(B,A)+d(A,C) - d(B,C)
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Slika 3.5: otvorena kugla je otvoren skup

te
1
A= 5 min {/1A, /13, /lc}
Prema teoremu [3.1.4]vrijedi da je 1 > 0 te da je K(C, ) ¢itava sadrZana u jednoj poluravnini

odredenoj pravcem p. No, C € K(C, 1)1 C € K paslijedi da je K(C, 1) C K.
Time smo dokazali da je K otvoren skup u (M, L, d). O

Definicija 3.2.4. Neka je X skup. Za F kaZemo da je familija podskupova od X ako je
skup Ciji elementi su podskupovi od X.

Primjer 3.2.5. (i) Neka je ¥ = {{1,2},{1,3}}. Tada je F familija podskupova od
{1,2,3}. Nadalje, F je familija podskupova i od IN.

(ii) Neka je ¥ = {{0,n) | n € IN}. Tada je ¥ familija podskupova od R. Uoc¢imo da je
Uver V = (0, o).

Propozicija 3.2.6. Neka je (X, d) metricki prostor.

(i) 0i X su otvoreni skupovi u (X, d).

(ii) Ako je ¥ familija otvorenih skupova u (X, d) (1. F je skup Ciji elementi su otvoreni
podskupovi od (X, d)), onda je | Jys V otvoren skup u (X, d).

(iii) Ako su U iV otvoreni skupovi u (X, d), onda je U NV otvoren skup u (X, d).



38 POGLAVLIJE 3. TOPOLOSKA SVOJSTVA METRICKE RAVNINE

Dokaz. Tvrdnja (i) je ocita.
Dokazimo (ii). Neka je ¥ familija otvorenih skupova u (X,d). Zelimo dokazati da je
Uves V otvoren skup u (X,d). Neka je x € (Jyer V. Tadaje x € V| zaneki V, € F.
Buducdi da je V; otvoren skup postoji » > 0 tako da je K(x,r) € V. Imamo V| C Uy V
paje

Kxnc| v

VeF

Time je tvrdnja (ii) dokazana.
Dokazimo (iii). Neka su U i V otvoreni skupovi u (X,d). Nekajexe UNV. Tadaje x € U
i x € V. Budu¢i da je U otvoren, postoji r; > 0 tako da je K(x,r;) € U. Isto tako buduéi
da je V otvoren, postoji r, > 0 tako da je (x,r,) C V.
Vrijediry < nyilir, < ry.
Bez smanjenja opcenitosti moZemo pretpostaviti da je r; < r,. Tada je

K(x,r) C K(x,12)
paje K(x,r;) € V. Ovo zajedno s K(x,r;) € U povlaci da je
Kx,rp)cUnV.
Prema tome U NV je otvoren skup. O

Napomena 3.2.7. Neka je (X,d) metrici prostor te neka su U, i U, otvoreni skupovi u
(X,d). Tada je U, U U, otvoren skup u (X,d). Naime, neka je ¥ = {U;, U,}. Tada je F
Sfamilija otvorenih skupova u (X,d) pa je prema propoziciji Uves V otvoren skup u
(X,d). No Uyer V =U,; U U,.

Definicija 3.2.8. Neka je (X, d) metricki prostor, te F C X. Za F kaZemo da je zatvoren
skup u (X, d) ako je F¢, tj. X \ F otvoren skup u (X, d).

Propozicija 3.2.9. Neka je (X, d) metricki prostor, te neka je xo € X. Tada je jednoclan
skup {xo} zatvoren u (X, d).

Dokaz. Neka je x € {xo}°. Tada x ¢ {xo} paje x # xo. Neka je r = d(x, xp). OCito je r > 0.
Tvrdimo da je
K(x,r) € {x0}° (3.2)

Nekajey € K(x,r). Tadaje d(y, x) < r, tj. d(y, x) < d(xp, x). Stogajey # xopajey € {xo}°.
Prema tome, (3.2)) vrijedi.
ZakljuCujemo da je {xo}¢ otvoren skup pa je {xo} zatvoren skup. O

Propozicija 3.2.10. Neka je (M, L,d) metricka ravnina te neka je p € L. Tada je p
zatvoren skup u toj ravnini, tj. zatvoren skup u metrickom prostoru (M, d).
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Dokaz. Neka su K i L poluravnine u (M, £, d) odredene pravcem p. Tada je
M\p=KUL.

Prema propoziciji skupovi K i L su otvoreni u (M, L, d) pa je prema napomeni (3.2.7
K U L otvoren skup u (M, L, d). Dakle, M \ p je otvoren skup pa je p zatvoren skup. O

Primjer 3.2.11. Neka je X neprazan skup te neka je d : X x X — R funkcija definirana sa

0, x=y

d(x,y) = {1 x %y

za sve x,y € X.
Tvrdimo da je d metrika na X.
Ocito je da vrijede svojstva (i) i (ii) iz definicije metrickog prostora (definicija[3.1.1).

Neka su x,y,z € X.
Prvi slucaj x # ziliy # z. Onda je d(x,z) = 1 ili d(z,y) = 1 paje 1 < d(x,z) +d(z,y) iz
cega slijedi da je d(x,y) < d(x,z) + d(z,y).

Drugi slucaj x =ziy =z

Tada je x =y pa je d(x,y) = d(x,z) = d(z,y) = 0 te ocito vrijedi d(x,y) < d(x,z) + d(z,y).
Dakle, d je zaista metrika na X.

Za d kazemo da je diskretna metrika na X.

Neka je xo € X. Tada je K(xy, 1) = {xo}.
Stovise, za svaki r € {0, 1] vrijedi

K(xo, 1) = {x0}.
Uocimo takoder da je za svaki r > 1
K(xg,r) = X.
Jednoclan skup {xy} je otvoren skup jer za svaki r € {0, 1] vrijedi K(xo, 1) C {xo}.

Uocimo sljedece: ako je (X, d) metricki prostor, onda su ) i X zatvoreni skupovi u
(X,d). Dakle, 0 1 X su i otvoreni 1 zatvoreni skupovi u (X, d). No to ne moraju biti jedini
skupovi koji su i otvoreni i zatvoreni u (X, d). Prethodni primjer pokazuje da jednoclani
skupovi mogu biti otvoreni, a znamo (propozicija[3.2.9) da su jednoclani skupovi uvijek
zatvoreni.
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Primjer 3.2.12. Neka je d : R x R — R funkcija definirana sa

d(x,y) = |x =yl

za sve x,y € R. DokaZimo da je d metrika na RR.
Jasno je da svojstva (i) i (ii) iz definicije metrickog prostora (definicija|3.1.1|) vrijede.
Neka su x,y,z € R. Imamo:

dx,y) =|x—yl=|x—z+z-)l,

x—z+z-y<|x—2z+|z—yl =d(x,2) +d(z,y).

Prema tome

d(x,y) < d(x,2) +d(z, y).
Dakle, d je zaista metrika na R. Za d kaZemo da je euklidska metrika na R.

Primjer 3.2.13. Neka je d euklidska metrika na R. Neka su x € Rir > 0.
Tada je:

K(x,r)={yeR|dlxy <rf={yeR|lx-yl <r}=
={yeR|x—-y<riy—-x<ri={yeR|x-r<yiy<x+r}=
={(x—-rx+r).

Dakle,
K(x,r) ={(x—r,x+r).

Nadalje, ako su a,b,€ R, a < b. Tada je

a+b b—-a a+b b-a
’b = - )
(@.5) < 2 22 "2 >
pa je
a+b b-a
by =K , .
(@b) ( 2 "2 )

Iz ovoga i propozicije [3.2.2| slijedi da je {a, by otvoren skup u (R,d) za sve a,b € R,a < b.

Primjer 3.2.14. Neka je d euklidska metrika na R. Tada niti jedan jednoclan podskup od
R nije otvoren u metrickom prostoru (R, d).

Pretpostavimo suprotno, da postoji x € R takav da je {x} otvoren skup u (R,d). Imamo
x € {x} pa postoji r > 0 takav da je

K(x,r) C {x}.
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Prema primjeru|3.2.13|vrijedi K(x,r) = {(x —r,x + r) pa je
(x—r,x+r) C{x}.

No ovo je ocito nemoguce: sigurno postoji realan broj z takav da je x — r < z < X pa za
takav z vrijedi z € (x —r,x +r), ali 7 & {x}.

Dakle, niti jedan jednoclan podskup od R nije otvoren u (R, d).

Primjer 3.2.15. Neka je d euklidska metrika na R. Neka je a € R. Tada je {a, o) otvoren
skup u (R, d). Dokazimo to.

Neka je
F ={a,b)| b > al.

Tada je F familija otvorenih skupova u (R,d) prema primjeru |3.2.15, Stoga je prema
propoziciji Uves V otvoren skup u (R, d). No

V=@

VeF

dakle {a, o) je otvoren skup u (R, d).
Posve analogno dobivamo da je (—oo, a) otvoren skup u (R, d).
Iz ovog odmabh slijedi da su (—o0,al i [a, o) zatvoreni skupovi u (R, d).

Skup [a, oo) nije otvoren u (R, d). Pretpostavimo suprotno.
Imamo a € [a, ) pa postoji r > 0 takav da je K(a,r) C [a, 00), t].

{a—r,a+r)Cla,oo).

Sli¢no kao u primjeru vidimo da je ovo nemoguce. Prema tome [a, 00) nije otvoren

skup u (R, d).
Analogno dobivamo da (—0, a] nije otvoren skup u (R, d).
Propozicija 3.2.16. Neka je (M, L, d) metricka ravnina.

(i) Nekaje A € M. Tada jednoc¢lan skup {A} nije otvoren u (M, L, d).

(ii) Neka je p € L. Tada p nije otvoren skup u (M, L, d).



42 POGLAVLIJE 3. TOPOLOSKA SVOJSTVA METRICKE RAVNINE

Dokaz. (1) Pretpostavimo da je {A} otvoren skup u (M, L, d). Tada postoji r > 0 takav

da je
K(A,r) C {A}. (3.3)

Odaberimo pravac p € £ takav da je A € p (propozicija[l.3.3).
Neka je s polupravac od p s vchom A. Prema svojstvu (iv) iz definicije metricke
ravnine (definicija2.1.T) postoji B € s takav da je d(A, B) = 5.
Tada je d(A,B) < rpaje Be K(A,r).
Iz (3.3) slijedi da je B € {A}, tj. B = A paje d(A, B) = 0. Ovo je nemoguce jer je
d(A,B) =5 >0.
Zakljucak: jednoclan skup {A} nije otvoren u (M, L, d).

(i) Pretpostavimo da je p otvoren skup u (M, L, d).
Odaberemo C € p. Tada postoji r > 0 takav da je

K(C,r) Cp. (3.4)

Slika 3.6: p nije otvoren skup

Odaberimo D € M takavda D ¢ p. Neka je g € LtakavdasuC,D € g. OCito je p # g
pa zakljuujemo da je

pNg=I{C} (3.5)
Neka je s polupravac od g s vchom C. Tada postoji B € s tako da je

d(C,B) = g (3.6)

Tada je d(C,B) < rpaje B € K(C,r). 1z (3.4) slijedi da je B € p. Jasno je da je B € g.
Stoga je B € pN g, tj. prema (3.5) B € {C}. Dakle, B = C, a to je u kontradikciji s (3.6)
Time smo dokazali da p nije otvoren skup u (M, L, d). O
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3.3 Udaljenost tocaka i aproksimacija duzine

Definicija 3.3.1. Neka je (X, d) metricki prostor te neka su S i T neprazni podskupovi od
X. Neka je € > 0. Tada pisemo
S <. T

ako za svaki x € S postoji y € T takav da je d(x,y) < &.

Uocimo sljedeée: ako je (X,d) metricki prostor te S i 7" neprazni podskupovi od X
takvidaje S € 7,ondaje S <, T za svaki € > 0. Naime, za svaki x € S vrijedi x € T 1
d(x,x) =0 < g, zasvaki € > 0.

Definicija 3.3.2. Neka je (X, d) metricki prosto, S C X, x € X i € > 0. Pisemo
x<.S
ako postoji y € S takav da je d(x,y) < &.

Uocimo sljedece: ako je (X, d) metricki prostor, S 1 7" neprazni podskupovi od X te
g >0, onda vrijedi S <. T ako i samo ako x <, T za svaki x € §.

Teorem 3.3.3. Neka je (M, L, d) metricka ravnina, neka su A,B € M te neka su n € IN
i To,....,T, € M tocke takve da je d(A,Ty) < &, d(B,T,) < €id(T;,T;x1) < & za svaki
i€{0,...,n—1}te
T, <. AB
za svaki i € {0, ...,n}. Tada je
E <4¢ {T(), ceey Tn}

Dokaz. Nekaje i € {0, ..., n}. Tada postoji tocka D; € AB takva da je

d(Ti, D,) <é&.
Imamo
d(A,Dy) < d(A,Ty) +d(Ty,Dy) < €+¢=2¢,
dakle
d(A, Dy) < 2e. (3.7)
Analogno dobivamo
d(B,D,) < 2e.

Neka jei € {0,...,n — 1}. Tada je

d(D;,Dis1) <d(D;, T;) + d(T;, Dis1)
<dD;,T;) +d(T;,Tiz1) + d(Tiz1, Dis1)
<g+e+e=3g
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dakle
d(D;, D) < 3e.

Neka je C € AB. Neka je p pravac takav da su A, B € p. Odaberimo <€ P takav da je
A<B.TadajeA<C <B.

1. slucaj: C < Dy. Tadaje A < C < Dy paje C € AD, iz Cega slijedi da je
d(A,C) + d(C, Do) = d(A, Do)
paje D(C, Dy) < d(A, Dy). Stoga je prema (3.7))

d(C, Dy) < 2e.

2. slu¢aj: Dy < C. Tada je {i € {0,...,n} | D; < C} neprazan podskup od {0, ...,n} pa
neka je
k =max{i € {0,...,n} | D; < C}.

Tada je D, < C.

(1) k=n.
Tada je D, < C < Bpaje C € D,B iz Cega slijedi da je d(C, D,) < d(D,, B).
Stoga je
d(C,D,) < 2e.
(il) k < n.

Tada je k + 1 € {0, ...,n} pa iz definicije broja k slijedi da ne vrijedi Dy, < C.
Stoga je C < Dy, pa imamo:

Dy < C £ Dyy.
Dakle, C € DDy, paje d(C, Dy) < d(Dy, Dis1). Stoga je
d(C,Dy) < 3e.
U svakom slucaju postoji i € {0, ..., n} takav da je d(C, D;) < 3. Imamo
d(C,T;) <d(C,D,))+d(D;, T,) <3e+¢e =4e.

Dakle,
d(C,T)) < 4s.

Prema tome, AB <4, {Ty, ..., T,,}. o
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Teorem 3.3.4. Neka je (M, L, d) metricka ravnina te neka su A, B,C € M,A # B. Neka je

__[d(A,C) d(C,B)
£ = min R .

Pretpostavimo da je
d(A,C)+d(C,B)-d(A,B) < ¢ (3.8)

te da je C' € AB tocka takva da je d(C,C") < €. Tada je
C’' € AB.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. C’ ¢ AB. Iz propozicije slijedi dajetada A € C'B
ili Be AC'.

1. slucaj: A € C'B.
Tada je d(C’, B) = d(C',A) + d(A, B) pa je

d(A,C")+d(C",B)—d(A,B) =d(A,C") +d(C',A) + d(A, B) — d(A, B)
= 2d(A, C),

dakle
d(A,C")+d(C',B) —d(A,B) = 2d(A,C"). (3.9)

Iz propozicije [3.1.2]slijedi |[d(A, C) — d(A,C")| < d(C,C’) < e pa je
ld(A,C) —d(A,C")| < &. (3.10)

Takoder
|d(B,C) —d(B,C’)| < &.
Neka je 6 = d(A,C’") — d(A, C). 1z (3.10) slijedi |6] < &. Tvrdimo da je

3d(A,C)
2

<2d(A,C) +26. (3.11)

Naime, imamo
dA,C
—-0< |0l <e< (4 ),

dakle —¢ < d(’Z’C) paje0 < + 0. MnoZenjem s 2 te pribrajanjem lijevoj i desnoj

strani 2d(A, C) dobivamo (3.11). Iz (3.8) slijedi
dA,C)

d(A,C)+d(C,B)—-d(A,B) < 1 (3.12)
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S druge strane, iz (3.9) i definicije broja ¢ slijedi

d(A,C")+d(C’,B) —d(A,B) =2d(A,C) + 26. (3.13)
Neka je
x=d(A,C)+d(C’,B)—d(A, B)
y=d(A,C")+d(C’,B)—d(A, B).
Prema (3.12) i (3.13) i (3.11) vrijedi
d(A
Y I We Py
Dakle,
A
Lt 4’0 <y. (3.14)

Slijedi # < -xpajey-— @ <y — x. No prema 1b ovi brojevi su pozitivni
pa je

‘ d(A,0)
YTy

<l|y—xl (3.15)
Imamo

ly — x| =1d(A,C") +d(C’,B) — d(A,B) — d(A,C) — d(C, B) + d(A, B)|
=1d(A,C") - d(A,C) +d(C’,B) — d(C, B)|
<|d(A,C") - d(A,C)| + |d(C’, B) — d(C, B)|

<eg+e=2¢

Dakle,
ly — x| < 2e.
paiz (3.15) slijedi
A0
1 .
S druge strane, koristeci (3.11)) dobivamo:
d(A, C)| d(A,C) dA,C) 3 1 dA,C)
- =y— =2d(A 20— —d(A,C)—=d(A,C) =
‘y 1 Y 73 (A4, O)+26——— > 7d(A, )= 7d(A,C) = 5—
Dakle,
dA,C
SSS‘y— (4 )'<2s,

kontradikcija.

> Se.
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2. sluéaj: B € AC'.
Na isti nacin kao u prethodnom sluc¢aju dobivamo kontradikciju.

Zakljuak: C’ € AB. O
Lema 3.3.5. Neka su x,y, x',y’, u realni brojevi takvi da je |x — x'| < pily —y'| < u. Tada
g | min {x, y} — min {x’, y'}| < u. (3.16)
Dokaz. 1. slucaj: x < y.
1) x' <y.
Tada je

|min {x, y} — min {x',y'}| = |x — x| < .

Dakle, vrijedi (3.16)
(i) y < x'.
Tada je
| min {x, y} — min {x’, y'}| = [x — y’|.

Akojex <y,ondajex<y <x'paje0<y —x<x —x<uput.

Ix — V| < u. (3.17)

Akojey < x,ondajey < x <ypaje0 < x—-y <y-y < upaopet

zakljuCujemo da vrijedi (3.17). Stoga u slucaju (ii) vrijedi (3.16).

2. slucaj: y < x.

(i) y < x.
Tada je min {x,y} = y, min {x’,y’} = y’ pa (3.16)) vrijedi.
(i) x" <y

Tada je min {x,y} = y, min{x’,y’} = x’. Akojey < x’,ondajey < x’ <) paje
=y <ly-ylI<mu,

aakojex' <y,ondajex" <y<xpaje
ly = x| < o= x| <

Prema tome (3.16) vrijedi i u slucaju (ii).

Time je lema dokazana. O
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Lema 3.3.6. Neka je (M, L, d) metricka ravnina, neka je p € L te neka je K poluravnina
odredena pravcem p. Tada za svaki O € p i svaki € > 0 postoji T € K takav da je

dO,T) < e.

Dokaz. Nekasu O € pig > 0. Odaberimo tocku A € K. Tada A ¢ ppaje A # O. Neka je
q € L takav da su O, A € g. Odaberimo < € g takav da O < A. Neka je

r={Teg|lO<T)
Tada je r polupravac s vrhom O. Prema svojstvu (iv) iz definicije [2.1.1] postoji T € r takav

daje
aOJvzg (3.18)

Slika 3.7: pravac p i polupravac r

Tvrdimo da je T € K. Uoc¢imo prije svega da je O # T. Nadalje g # p (jer je A € g, ali
A ¢ p), stoga je
pnNg={0}. (3.19)

Pretpostavimo da 7' ¢ K. Zbog (3.19) imamo T ¢ p pa je stoga T € M \ p. Slijedi da je
TAND #0.

Odaberimo to¢ku P € TA takvu da je P € p. Iz P € TA slijedi P € g pa iz (3.19)
zakljuCujemo da je P = O. Stoga je L
O e TA. (3.20)

I[zT erslijediO <T.
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I. slucaj: T < A.
Tada iz (3.20) slijedi T < O < A. Stogaimamo7 < 0iO <TpajeO =T §tojeu
kontradikciji s (3.18).

2. sluCaj:A <T.
Tadaje A < O < T pazbog O < A imamo O = A, kontradikcija.
Prema tome T € K i time je tvrdnja leme dokazana (iz (3.18]) ocito slijedi d(O, T) < &). O

Teorem 3.3.7. Neka je (M, L, d) metricka ravnina, neka su A,B € M, A # B, te C’ € AB
tocka takva da je C' # Ai C’ # B. Tada postoji r > 0 takav da za svaki C € K(C', r) vrijedi
sljedece: ako je

. [d(A,C d(B,C)
= ) 3.21
£ mm{ ) 2 ( )
onda vrijedi
d(A,C)+d(C,B)—d(A,B) < & (3.22)
i
d(C,C") < e. (3.23)
Dokaz. Neka je
, . [d(A,C") d(C',B)
& = min , .
4 4
Ocito je &’ > 0. Neka je r = ‘%. Pretpostavimo da je C € K(C’, r). Tada je
8/
d(C,C") < T (3.24)
Neka je € broj definiran s (3.21). Iz propozicije [3.1.2] slijedi
d(A, C) — d(A, C")] < d(C.C") < SZ
pa je
|d(A,C) —d(A,C")| < SZ (3.25)
te analogno
1d(B,C) - d(B,C")| < %. (3.26)

Iz ovoga slijedi

d(A,C) d(A,C)
4 4

& . |d(B,C)_d(B,C’) <8_’
16 4 4 16
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Sada lema povladi da je

g
’

E—¢€|1< —.

| <76

8/

Stoga je &’ —e < & paje %s’ < &, posebno

/

IzC’ € AB slijedi d(A,C") + d(C’, B) = d(A, B), tj.
d(A,C")+d(C',B)—d(A,B) = 0.
Koristeci ovo, (3.25)), (3.26)) 1 (3.27)) dobivamo:

|d(A,C) +d(C,B) —d(A,B)| =|d(A,C) + d(C,B) — d(A, B) - 0|
=|d(A,C)+d(C,B)—d(A,B) — (d(A,C") +d(C’, B) — d(A, B))|
=1d(A,C) —d(A,C") +d(C,B) — d(C’, B)|
<1d(A,C)—d(A,C")| + |d(C,B) — d(C’, B)|

/ 4 /

<8 +8 _8 <
f T T
Dakle,

|d(A,C)+d(C,B)—d(A,B)| < &
pa posebno vrijedi (3.22). Iz (3.24) i (3.27) slijedi

/ 4

& &
dC,C) < — < —
( )<4<2<e

pa vrijedi (3.23). Time je teorem dokazan. O

Definicija 3.3.8. Neka je (X, d) metricki prostor, te neka je S C X.
Za S kaZemo da je gust skup u metrickom prostoru (X, d) ako za svaki x € X i svaki € > 0
postoji s € S takav da je d(x, s) < &.

Uocimo: ako je (X, d) metricki prostor, onda je X gust skup u (X, d)

Primjer 3.3.9. Neka je d euklidska metrika na R. Tada skup [0, 1] nije gust u (R, d).
Naime, uzmimo x = 3, € = 1 i pretpostavimo da postoji s € [0, 1] takav da je d(x, s) < €.
No, iz s < 1 slijedi —1 < —spaje3—1<3—s,t.2<3—s. Dakle,

2<3—-5<|3-5=d3,s)<e=1.

Kontradikcija. Prema tome skup [0, 1] nije gust u (R, d).
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Primjer 3.3.10. Neka je d euklidska metrika na R. Tada je skup Q gust u (R, d). DokaZimo
to.
Neka su x € Rie > 0. Tada vrijedi x < x + €.
Buduci da izmedu svaka dva realna broja postoji racionalni broj, postoji s € Q) takav da
vrijedi

X<s<x+e.
Oduzimanjem broja x dobivamo

O<s—x<e

Stoga je
dis,x)=|s—x|=s5s—x<e&.

Dakle, Q) je gust u (R, d).

Propozicija 3.3.11. Neka je (X, d) metricki prostor, te S C X. Tada je S gust skup u (X, d)
ako i samo ako za svaki neprazan otvoren skup U u (X, d) vrijedi

unsS +0.

Dokaz. Pretpostavimo da je S gust u (X, d). Neka je U neprazan otvoren skup u (X, d).
Odaberimo xy € U (to moZemo jer je U neprazan). Buduci da je U otvoren postoji » > 0
takav da je

K(xp,r) C U. (3.28)

Slika 3.8: otvoren skup U sijece S
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Skup S je gust pa postoji s € S tako da je d(xo, s) < r. Stoga je
s € K(xg, 7). (3.29)
Iz (3.29) i (3.28) slijedi s € U pa zakljuujemodaje U NS # 0.

Obratno. Pretpostavimo da za svaki neprazan otvoren skup U u (X, d) vrijedi U NS # 0.
Zelimo dokazati da je S gust skup u (X, d).
Neka su xp € X i r > 0. Tada je K(xo, r) neprazan otvoren skup u (X, d) (propozicija[3.2.2)
pa stoga vrijedi

K(xo,r) NS # 0.

To znacdi da postoji s € S tako da je s € K(xo, ).
Iz ovoga slijedi
d(xp, ) <r.

Dakle, skup S je gust. O

Korolar 3.3.12. Neka je (M, L, d) metricka ravnina te neka je S skup gust u toj ravnini (1j.
u metrickom prostoru (M, d)).

Neka su A,B € M,A # Bte C' € AB tocka takva da je C' + A i C' # B. Neka je 1 > 0
te neka je K poluravnina odredena pravcem AB. Tada postoji tocka C € S takva da je
C € K,d(C, (") < A te takva da vrijedi implikacija

e min{d(A,C) d(B, C)} .

4 > 4
d(A,C)+d(C,B)—d(A,B) <& i
d(C,C) < & (3.30)

Dokaz. Prema teoremu postoji r > 0 takav da za svaki C € K(C’, r) vrijedi implika-
cija (3.30). Dovoljno je stoga pokazati da postoji C € K(C',r)takavdajeC e S,Ce K i
d(C,C") < A. Neka je
r = min{r, A}.

Prema lemi [3.3.6 postoji T € K takav da je d(C’,T) < r'. Stogaje T € K(C’,r’). Iz ovoga
zakljuCujemo da je

K(C,")NK #0.
Prema propoziciji K(C’,r") je otvoren skup. Prema propoziciji K je otvoren
skup. Stoga je prema propoziciji[3.2.6) K(C’, r") N K otvoren skup. Dakle, K(C’, ') N K je
neprazan otvoren skup pa iz propozicije [3.3.11]slijedi da je

(K(C',F')YNK)NS #0.



Prema tome postoji C € § takavdaje C € K1 C € K(C’,r"). Slijedi d(C,C’") < ' pa je
d(C,C") < 21d(C,C") < r. Stoga je C € K(C’, r) pa za C vrijedi implikacija (3.30).
Time je tvrdnja korolara dokazana. O
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Sazetak

U ovom diplomskom radu proucava se pojam metricke ravnine.

U prvom poglavlju definiraju se samo neki osnovni pojmovi te zatim pojmovi pravca,
ravnine, Paschove ravnine te se proucavaju neka njihova svojstva.

U drugom poglavlju uvodi se pojam metricke ravnine te se proucavaju neka njena svoj-
stva, a posebno se proucavaju izometrije metricke ravnine.

Treée poglavlje bavi se pojmom metrickog prostora te otvorenoscu i zatvoreno$éu sku-
pova u metrickom prostoru, a posebno u metrickoj ravnini. ProCava se i veza izmedu
udaljenosti toaka i aproksimacije duzine.






Summary

This thesis examines the concept of a metric plane.

The first chapter defines some basic concepts and concepts of line, plane, Pasch’s plane
and studies their properties.

The second chapter introduces the concept of a metric plane and studies some proper-
ties, especially the isometrics of the metric plane.

The third chapter deals with the concept of metric space and openness and closedness
of sets in the metric space, and especially in a metric plane. It also examines the connection
between the approximation of a line segment and the distance between points.
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