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Sazetak

U ovom se radu koristenjem metoda kvantnog Monte Carla prouc¢avaju osnovna stanja
trimera *He3He*Na i *He*He?*Na, koji predstavljaju slabo vezana stanja.

Prvo su odredene energije osnovnih stanja i rezultati su usporedeni s vrijednostima
koji su procijenili drugi autori koristeci razli¢ite metode i potencijale interakcije.
Koristeci ¢iste estimatore difuzijskog Monte Carla odredene su srednje kvadratne
meducesti¢ne udaljenosti, te prostorne razdiobe za ‘He*He**Na.

Ispitan je uvjet za halo stanja trimera i procijenjen je njihov polozaj u odnosu na

univerzalnu liniju.



1. Uvod

Moderna viSecCesti¢na kvantna teorija postala je jedna od najfundametantalnijih i
proizlazec¢ih svojstava makroskopske materije koje imaju svoje podrijetlo u temeljnim
interakcijama izmedu elementarnih sastavnica.

Pod pojmom klaster [1] [2] smatramo nakupine od dvije do nekoliko milijuna jedinki.
One formiraju vezani sustav ako je energija sustava negativna, odnosno metastabilni
sustav, koji nije efektivno vezan, ako je energija sustava veca ili jednaka zbroju en-
ergija njegovih podsustava. Za razliku od molekula, klasteri mogu formirati vezani
sustav od proizvoljnog broja jedinki. Dimer nazivamo sustav od dvije jedinke, odnosno
dva monomera, trimer sustav od tri monomera itd. Klastere u kojima su izrazeni
kvantni efekti poput tuneliranja, nultog gibanja, kvantizacije itd. nazivamo kvantni
klasteri. Teorijska istrazivanja kvantnih klastera doprinijela su boljem razumijevanju
mnogih kvantih fenomena. Klastere na okupu mogu drzati kovalentne, metalne,
ionske, te van der Waalsove interakcije. U ovom radu nama ¢e posebno biti zan-
imljive ove posljednje interakcije.

Svojstva kvantnih klastera mogu se odrediti koristenjem kvantih Monte Carlo (QMC)
metoda [3| [4]. U granici 7" — 0 moguce je to¢no odrediti svojstva osnovnog stanja
klastera ako je model potencijalne energije tocan.

Danas prorac¢uni ovog tipa omogucavaju preciznije procjene od eksperimenata, no
ta dva pristupa se medusobno nadopunjavaju. Naime, iako su teorijske procjene
Cesto ostvarive na precizniji i jednostavniji nacin, to¢nost predvidanja ovisi o modelu
potencijalne energije ¢iju kvalitetu mogu ocijeniti tek eksperimentala opazanja.

U slobodnom trodimenzionalnom (3D) prostoru, privlacni kratkodosezni potencijali
ne proizvode uvijek vezana stanja. Za vezanje danih masa sastavnih dijelova sustava,
potrebna je minimalna jacina medudjelovanja. Ekvivalentno, Cestice trebaju imati
dovoljnu masu da budu zarobljene vezujué¢im djelovanjem danog potencijala. Inace,
Cestice s manjom masom ¢e imati veéu energiju nultog gibanja i tako teze tvoriti
vezane sustave.

Male slabo vezane klastere karakterizira slab privla¢ni dio potencijala interakcije
i mala masa. Neki od njih formiraju egzoti¢na stanja uz koja je vezan koncept
univerzalnosti. Tako se npr. dvije Cestice, koje su na pragu vezanja, dodavanjem
tre¢e mogu vezati u Efimovljeva stanja [5] koje karakterizira beskona¢na serija uni-
vezalno skaliranih nivoa. Naime, svakim povec¢anjem sustava za faktor A dobiva
se novi A2 puta slabije vezan sustav. Efimovljeva su stanja neovisna o vrsti in-
terakcije pa se u principu mogu promatrati u svim kvantno-mehanickim sustavima
bilo molekula, atoma ili nukleona ... Ta su stanja veoma posebna zbog njihove ¢iste
kvantno-mehanicke prirode. Naime, Sirina trocesti¢nog Efimovljeva stanja mnogo je
veca od dosega individualnih interakcija parova.

Koncept univerzalnosti vezuje se i uz kvantna halo stanja [6]. Radi se o slabo
vezanim prostorno Sirokim sustavima koji ve¢im dijelom zadiru u klasi¢no zabran-



jena podrucja. Univerzalnost u ovom kontekstu znaci da osobine sustava ne ovise o
detaljima potencijala interakcije te su predvidive bilo kojim potencijalom koji ima
jednu ili nekoliko istih integralnih osobina. Takva su stanja prvo uocena u nuklearnoj
fizici [7] gdje kao primjer moZemo navesti jezgru atoma '1Li (11 nukleona) ¢ija je
Sirina slicna Sirini jezgre 235Pb (208 nukleona). Spomenuta jezgra ''Li promatrana
je s obzirom na lokaliziranost njenih komponenti kao trimer jezgre °Li + neutron +
neutron.

Dakle, u tom su kontekstu posebno zanimljivi sustavi koji su Siroki obzirom na jedinke
koje ih tvore. Prvotno su halo stanja intenzivno proucavana, gdje su i uocena, u
nuklearnoj fizici [6] [8] [9], te je potvrdena njihova pojava u dimerima i trimerima.
Zanimljivo svojstvo trocesti¢nih sustava je moguc¢nost formiranja vezanih stanja cak
i kad takva ne postoje za zasebne dvocesti¢ne sustave. Naime, ovisno o jedinkama,
koje tvore trimer, uklanjanjem jedne jedinke trimera mozemo dobiti razli¢it ukupan

broj ny samostalno vezanih podsustava dimera (tablical.l.).

Stanje trimera : | Borromeanovo[6] | tango[10] | samba|ll]| | svevezano
ng : 0 1 2 3

Tablica 1.1.: Klasifikacija stanja trimera obzirom na ukupan broj vezanih podsustava
dimera no.

Borromeanova stanja se nazivaju prema Borromeanovim prstenovima (slika 1.1.), koji
su isprepleteni na topoloski suptilan nac¢in, tako da ako se ijedan ukloni, ostala dva bi
bila nepovezana. U nuklearnoj su fizici ve¢ godinama poznati primjeri takvih stanja.
Npr. jezgra SHe vezana je naspram stabilnim disocijacijama, a °He je metastabilna.
Ako zanemarimo unutarnju strukturu o (*He) Gestice, $to je razumna aproksimacija,
®He je vezan (a-n-n) sustav, dok niti (a-n) ni (n-n) nisu efektivno vezani. Stoga je
6He Borromeanovo stanje.

Slika 1.1.: Prikaz Borromeanovih prstenova.



1.1. Klasteri helija

Atom helija (He) ima dva elektrona koji u osnovnom stanju popunjavaju njegovu
prvu elektronsku ljusku. Stoga ima stabilnu sfernosimetri¢nu strukturu, vrlo se tesko
polarizira te je medudjelovanje izmedu dva atoma vrlo slabo, van der Waalsovog tipa.
U prirodi se javlja u obliku dvaju stabilnih izotopa: *He ¢ija se jezgra sastoji od 2
protona (p) i 2 neutrona (n), te 3He ¢ija se jezgra sastoji od 2 p i 1 n. “He je bozon
spina 0, a 3He je fermion spina 1/2. Na Zemlji nastaje prirodnim a-raspadom tezih
radioaktivnih elemenata gdje kao produkt nastaje a-cestica, jezgra izotopa *He.
Mali He klasteri posebno su zanimljivi jer je eksperimentalno [12] pokazana pojava
mikroskopske suprafluidnosti.

Klasteri *Hey imaju vezano osnovno stanje za svaki N > 2 [13], dok je za formi-
ranje stabilnog *Hey potrebno barem M = 30 atoma [14]. U mijeSanim klasterima
Hen<s®Hepr<oo [15] [16] [17], uocena je pojava magi¢nih brojeva M = 2, 8,20 za koje
je izrazenije vezanje osnovnog stanja. Za N = 1 pojavljuje se stabilno stanje tek
dodavanjem M = 20 atoma 3He. Dakle, dodavanjem jednog bozona, broj atoma
SHe, potreban za vezanje klastera, smanjuje se s 30 na 20. Za N = 2 formira
se stabilno osnovno stanje dodavanjem redom M = 1,2,8 i M > 14 atoma >He.
Za N = 3,4 procijenjena su vezana stanja za sve M s time da su se metastabil-
nima pokazali *Hez*Hes 91911 1 *“Hes*Heg Nezavisno je potvrdena stabilnost klastera
Hen®He i “Hen3He, za svaki N > 1 [18].

Stoga helijev dimer ima vezano stanje samo kada se dimer sastoji od dva “He izotopa,
¢ija je energija vezanja reda milikelvina. Ne postoji vezano stanje za 3He*He ili *He,
kombinacije. Prema tome i zbog ogromne §irine helijevih trimera [19], trimer *Hey*He
primjer je tango halo, a *Hes primjer svevezanog stanja.

Prije 20-ak godina masenom spektroskopijom je eksperimentalno potvrdena [20] [21]
stabilnost dimera 1He,, a difrakcijom kroz transmisijsku resetku povrdeno [22] [23] je
postojanje dimera i trimera *He.

Analizom eksperimentalnih rezultata dobivenih difrakcijom snopa helijevih klastera
kroz transmisijsku resetku reda 100 nm, procijenjena je energija vezanja dimera *He,
|E| = 1.1+ 0.3/ — 0.2 mK, i srednja udaljenost jezgri atoma “He, () = 52(4) A [24].
Pola desetljeca kasnije, difrakcijom je potvrdena egzistencija nekih mijesanih klastera
YHen3Heys [25] do 8 atoma. Desetlje¢e kasnije, odnosno prije nekoliko mjeseci, us-
pjesno su izvedene Coulombove eksplozije trimera *Hes i “Hey*He prethodno razd-
vojenih transmisijskom difrakcijskom resetkom [26]. Analizom mjerenja odredene su
razdiobe meducesticnih udaljenosti raznih parova i kutova izmedu parova atoma u
trimerima “Hes i “Hey®He. Uz to je potvrdeno da je osnovno stanje klastera ‘He,*He
halo stanje. Ovo ukazuje da bi se uskoro mogli detektirati i drugi kvantni halo trimeri,
te je stoga teorijski interesantno predvidjeti koji bi sve mogli imati vezana stanja i
koje su fizikalne osobine tih stanja.



Dimeri i trimeri helija s alkalijskim metalima

Osim dobro proucenih helijevih dimera i trimera, bilo je malo primjera slabo vezanih
dvoatomskih ili troatomskih molekula koje imaju energiju vezanja 1 K ili manje. No,
poznato je da van der Waals interakcijski potencijali izmedu He i alkalijskih atoma
imaju vrlo plitke jame. Ti potencijali su eksperimentalno istrazeni jos od 1970-ih
iz eksperimenata rasprsenja. He-alkalij potencijali su slabiji nego He-He potencijali,
stoga bi mogli naci slabo vezane dvoatomske molekule HeX i troatomske molekule
HeHeX (X-alkalij metal) koje imaju energije vezanja usporedive s helijevim dimerima,
odnosno trimerima. Stoga se moZemo zapitati postoje li neke HeHeX troatomske
molekule koje bi bile Efimovljevo ili halo stanje.

Na slici 1.2. prikazani su He-He, He-Li i He-Na potencijali medudjelovanja koji su
dostupni iz literature [27]. MoZemo primijetiti da su He-Li i He-Na potencijali mnogo
pli¢i nego He-He potencijal, i imaju minimum na ve¢im medujezgrenim udaljenostima.
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Slika 1.2.: Meduatomski potencijali [27] za He-He, He-Li i He-Na sustave [28].
Koristeéi te potencijale moze se numericki rijesiti radijalna jednadzba dva tijela za

energije vezanja raznih kombinacija izotopa.
Rezultati su prikazani u tablici 1.2.

4He SHe °Li Li 2Na

‘He E, (mK) 131 — 0.12 2.16 28.98
(r) (au) 9788 — 28746 7731 29.12

SHe E, mK) — S — — 1.24
(r) (auw) — — — — 96.06

Tablica 1.2.: Teorijski izrac¢unate energije vezanja za osnovna stanja nekih helij-alkalij
dvoatomskih molekula i njihove prosje¢ne velic¢ine [28].

Iz svojstvenih funkcija moze se odrediti prosjecna veli¢ina (r). Energija vezanja
osjetljivo ovisi o reduciranoj masi. Vidimo da *He"Li ima veéu energiju vezanja od

4



“He, iako je He-He potencijal dublji od He-Li potencijala. No, energija vezanja *HeSLi
(0.12 mK) je manja nego od *He, (1.31 mK). Prosje¢na udaljenost izmedu helijevih
atoma u “He, je izracunata na 97.88 a.u., §to je manje od vrijednosti 287.5 a.u. za
YHeSLi [29]. Zbog toga *He, vise nije najveéa dvoatomska molekula.

Kada se ‘He zamijeni s *He, nalazimo da samo *He?*Na posjeduje vezano stanje.
Druge kombinacije masa ne formiraju stabilne dvoatomske molekule.

Iz istraZivanja [30] se dobiva da je *He*He®®Rb Borromeanovo stanje. Dobivaju
vezana stanja za SHe3He® Rb, 3He*He® Rb i ‘He*He®Rb trimere, a *He3He®Rb je
Borromeanovo stanje, kako nema vezanih stanja *He3He i 3He®Rb dimera. Takoder
nedavna su istrazivanja pokazala [31] da ‘He’He'Li, ‘He’He¥K, ‘He*He''K cine

tango stanja, a *Hey?*Na i 3He,*'K samba stanja.

1.2. Univerzalnost

Univerzalnost je bitna u mnogim podrudjima fizike jer omogucava povezivanje fenom-
ena na razli¢itim skalama energija i prostornih Sirina.

Univerzalno skaliranje pobudenih Efimovljevih stanja [5] u trenutku objave djelovalo
je kao bizarna predikcija, te je privuklo paznju fizicara.

Kroz proteklih par godina, kroz istrazivanja u polju ultrahladnih plinova, porastao je
interes za ovim stanjima i drugim univerzalnim svojstvima vezanja malih klastera.
U posljednjih su par godina detektirani [32] [33] [34] ogromni Efimovljevi trimeri
ukljucujuéi i mijesane sustave [35].

Tako fizika molekularnih slabo vezanih klastera nije ista kao za ultrahladne plinove,
zanimljivo je istraziti ponasaju li se sustavi od nekoliko cestica sli¢no, ukazujuéi na
pojavu univerzalnosti. Slabo vezani klasteri takoder su kandidati za Efimovljeva
stanja. Pobudeno stanje klastera *Hes predvideno je kao Efimovljevo stanje [36] [37],
a nedavno je i eksperimentalno potvrdeno [38].

Halo stanja su vezana stanja klastera cestica ¢iji se radijusi protezu duboko u klasi¢no
zabranjena podrucja. Primije¢ena su prvo [7] [39] i tradicionalno istrazivana u nuk-
learnoj fizici [6] [8] [9], a primijeceno je njihovo postojanje i u molekularnoj fizici gdje
su nedavno kreirana u ultrahladnim plinovima.

Univerzalnost u ovom kontekstu znaci da detalji potencijala interakcije nisu vazni,
veé se sve osobine sustava mogu predvidjeti s bilo kojim potencijalom interakcije koji
ima jednu ili nekoliko istih integralnih osobina.

Poznati halo dimeri protezu se preko 16 redova veli¢ina energijske skale. Neovis-
nost o detaljima interakcije jedinki, koje tvore dimer, ocita je iz ¢injenice da se svo-
jstva dimera mogu izraziti preko duljine rasprsenja s-vala, a;. Koncept univerzalnosti
kvantnih halo stanja prosiren je i na viSecesti¢ne sustave |7] [40] [41].

Kao u slu¢aju dimera, ako univerzalnost postoji, svojstva sustava mozemo opisati
medudesti¢nim potencijalom koji ima jedan ili nekoliko istih parametara rasprsenja.



Vrlo je brzo bilo postalo jasno kako je radijalna izduzenost klastera fundamentalna
veli¢ina pomocu koje mozemo karakterizirati halo stanja. Kako bi se usporedili sus-
tavi razli¢itih podrudja fizike, bile su uvedene bezdimenzionalne skalirane varijable te
usporedene skalirane energije i skalirane Sirine [42] [43]. Jensen et al. u svom radu
[42] ukazuju na priblizno univerzalno skaliranje trimera. Prilikom demonstracije neo-
visnosti osobina halo dimera i trimera o detaljima potencijala interakcije, u literaturi
su u pocetku bila koristena dva nacina skaliranja energije i Sirine tih sustava. Medu-
tim, energije i veli¢ine nisu bile dovoljno precizno odredene za dovoljan broj primjera
takvih sustava. Stoga se nije mogao dati odgovor na pitanje je li neki od tih nacina
skaliranja bolji. Posebno u slucaju trimera nije bilo jasno postoji li jedinstvena veza
izmedu osobina razli¢itih tipova tih stanja.

Kasnije je proveden [31] precizan prora¢un tih veli¢ina za realne slabo vezane klastere
atoma Cije su interakcije poznatije nego u nuklearnim sustavima gdje su halo stanja
bila tradicionalno proucavana. Tako je za dimere i trimere utvrdeno koji je nacin skali-
ranja (opisan kasnije u poglavlju 2.5.) bolji u smislu univerzalnog odnosa skaliranih
Sirina i energija. Dobivene su univerzalne linije odnosa skaliranih veli¢ina, neovisne
o modelu interakcije, dakle primjenjive, ne samo u atomskoj i molekularnoj, ve¢ na
halo stanja u svim podru¢jima fizike. Stovise, pokazano je protezanje univerzalnih
linija i van halo podruc¢ja. Analiza je joS bogatija za trimere jer slabljenjem vezanja
dolazi do odvajanje tango halo univerzalne linije od Borromeanove halo univerzalne
linije. Iznenadujuce je da univerzalni zakon vrijedi ¢ak i izvan halo limita za dimere
i trimere.

Eksperimentalno je potvrdeno nekoliko molekularnih kvantnih hala. Npr. kao $to je
veé opisano, koristenjem difrakcije na nanoskopskoj resetci potvrdili su dimer *He,
[44] i trimer “He,*He [25]

Nedavno je detektiran i HeLi dimer [29], a procijenjene su [45] ¢ak i strukturne osobine
He trimera. Dakle, uskoro bi se mogla pojaviti i preciznija eksperimentalna mjerenja
raznih svojstava sustava od 3 i vise Cestica.

Ovisnost vezanih stanja o jacini interakcije

Korisno je opisati kvalitativno spektar tri tijela u odnosu na spektar dva tijela kao
funkciju interakcijske jakosti dva tijela. Tako ¢e postati jasniji odnos izmedu Efimovl-
jevih, halo i normalnih stanja kako se mijenja jakost interakcije.

Razmotrimo sustav koji medudjeluje kroz privlacni, kratkodosezni potencijal tijela
AU (r) medudjelovanja dviju ¢estica udaljenih 7, gdje je A konstanta s kojom pri-
lagodavamo jakost interakcije. Uzimamo A = 1 kao fizikalnu vrijednost. Interakcija
triju destica u polozaju R = (7, 7, 73), gdje su dvodestiéne udaljenosti rij = |7 —Til,
u aproksimaciji onda iznosi

V(R) = A[U(r12) + U(r1s) + U(ras))- (1)



Na slici 1.3. prikazane su energije vezanja za *Hes u ovisnosti o A\. Za A < Agfimov,
E = 0 odgovara trima slobodnim atomima, dok za A > Agfimes, 2 = 0 odgovara
jednom atomu slobodnom u odnosu na dva vezana atoma.
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Slika 1.3.: Energije vezanja trimera kao funkcija jakosti interakcije A, za fizikalnu
vrijednost A = 1. Prikazani su A = Apao = 0.89 (istockana linija), A\ = Agfimoy =
0.9741 (iscrtkana linija), osnovna stanja (krugovi) i prva pobudena stanja (kvadrati)
[46].

Pocevsi od granice slobodnih ¢estica, A = 0, ne postoje niti vezana stanja dvaju tijela,
niti za tri tijela. Kako poveéavamo A, nakon A = Ap., (tockasta linija) pocinju se
pojavljivati vezana stanja triju tijela. Zbog toga Sto ova vezana stanja triju tijela
postoje kada nema vezanih stanja dvaju tijela, ova se stanja zovu Borromeanova halo
stanja. Ona opstaju i njihov se broj povecava sve dok A ne dosegne vrijednost Aggmoy
(isprekidana crta) za koju je dvocesti¢no s-valno stanje na pragu vezanja. Kako se
A povecava prema Agpmov, broj vezanih stanja triju tijela povecava se naglo i postaje
beskonacan za A = Aggmey 1 Onda se naglo smanjuje kako se A povec¢ava iznad Aggmoy-
U okolini A & Agfmov, trocesti¢na stanja tipi¢no imaju vrlo velik prostorni doseg.
Energija osnovnog stanja trocesticnog sustava smanjuje se kako se A povec¢ava od halo
do Efimovljeve granice neovisno o broju vezanih stanja. Kako se A povecava iznad
AEfmov , €NErgija osnovnog stanja trocesticnog sustava nastavlja se snizavati premda
se smanjuje broj vezanih trocesti¢nih stanja. Dakle, pocevsi od Aggmov, broj vezanih
stanja triju tijela opada kako se jakost interakcije, A, pove¢ava. Ovo svojstvo, vrijedno
spomena, ustvari je odredujuée svojstvo Efimovljevih stanja. Stanja koja nestaju su
Efimovljeva stanja, dok su ostala stanja, koja ostaju normalna stanja.

Za Hesz trimer Esry et. al. procijenili su Fy = —0.1061 K (-0.2937 K) i E; =
—2.118mK (-3.518 mK), gdje je u zagradama dana donja granica rezultata.
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1.3. Pregled istrazivanja

Iz dosadasnjih istrazivanja naslucuje se da bi trimeri He-He-Na mogli biti dobri kan-
didati za halo stanja. Cilj istrazivanja provedenih unutar ovog rada jest prouca-
vanje slabo vezanih stanja trimera ‘He3He?*Na i ‘He?He?3Na. Pretpostavlja se da je
‘He3He?*Na trimer kvantno halo stanje te ée mu biti odredena energijska i strukturna
svojstva. Kako za *He*He?*Na trimer postoje dostupne vrijednosti u literaturi, kao
provjera Ce se takoder ispitati i ta svojstva, te usporediti s poznatim vrijednostima.
Prora¢uni u ovom radu provedeni su koriStenjem stohastickih metoda, varijacijski
Monte Carlo (VMC) i difuzijski Monte Carlo (DMC). Mijesani estimatori se koriste
za procjenu energije, a ¢isti estimatori su koristeni u dijelovima prora¢una vezanim za
odredivanje strukture klastera. Monte Carlo metode se mogu nac¢i u 2. poglavlju ovog
rada. U 3. poglavlju su prezentirani rezultati dobiveni stohastickim metodama, te su
dane vrijednosti dostupne iz literature. Zatim su u 4. poglavlju raspravljeni dobiveni
rezultati i njihova usporedba s veé¢ poznatim vrijdnostima. Takoder je komentiran
uvjet za halo trimere, te polozaj na univerzalnoj liniji. U 5. poglavlju su sabrani
zakljucci koji su proizasli kao rezultat istrazivanja ovog rada. Takoder su navedena
istrazivanja koja bi se mogla daljnje nastaviti. U dodatku je dan pregled potencijala
interakcije dviju ¢estica koristenih u ovom radu.

2. Metode

2.1. Kvantne Monte Carlo simulacije na 0 K

Bilo kakav postupak, koji se koristi nizom sluc¢ajnih brojeva, naziva se Monte Carlo.
Povijest kvantnih Monte Carlo metoda usko je povezana s fizikom kondenzirane ma-
terije helija [47]. Osim zbog jedinstvenih svojstava kao $to je superfluidnost, helij
nudi teorijskim fizi¢arima [48] [49], mnostvo drugih zanimljivih svojstava. Zatvorena
struktura ljuski helijevih atoma ¢ini mogucéim promatrati ih kao sferne objekte. Ovo
svojstvo je jos vise naglaseno gledajuéi pripadne energijske skale: u teku¢em heliju
interakcijska energija je u rasponu desetak Kelvina, pet redova velicine manje od
tipicnih elektronskih energija unutar atoma. Stoga je meduatomski potencijal radi-
jalan, uparen i neovisan o spinu. Danas se zna s velikom to¢no$éu. Uzimajuéi u
obzir meduatomski potencijal kao jedini stvarni unos u egzaktnom Monte Carlo algo-
ritmu (Green’s function Monte Carlo (GFMC) [3] [47] i DMC [50] [3]), bilo je moguce
odrediti mnogo eksperimentalnih podataka s velikom preciznoséu. Tesko je nac¢i drugo
podrudje u fizici kondenzirane materije gdje mikroskopski pristup postize slicnu pre-
ciznost, pogotovo u sustavima u kojima je kvantna teorija apsolutno potrebna kao u
suprafluidnom heliju.

Jako odbojni dio meduatomskog potencijala na malim udaljenostima, koji je u prvim
prora¢unima bio smatran Lennard-Jones tipom, ¢ini primjenu standardnih perturba-
tivnih metoda nepouzdanom. Ovaj problem nije prisutan u varijacijskom pristupu,
ako je probna valna funkcija dobro odabrana. Za bozonsku tekué¢inu *He na tempera-



turi 0 K, probna valna funkcija mora is¢ezavati kada se dvije ¢estice preklapaju. Ovaj
uvjet je zadovoljen definirajuci valnu funkciju kao produkt dvocesticnih korelacijskih
faktora fQ(Tij)I

Y= H fa(rig), (2)

s fa(rij) = 0 za r;; < o, gdje je o “dijametar” atoma. Takva probna valna funkcija
je danas poznata kao Jastrowljeva probna valna funkcija [51]. McMillan [19] je bio
prvi koji je primijetio vezu izmedu ocekivane vrijednosti energije s Jastrowljevom
funkcijom i metode za generiranje nasumicnih varijabli od opéenite distribucijske
funkcije vjerojatnosti, koju je predlozio Metropolis [52] nekoliko godina prije toga.
Znacajni rad McMillana uveo je VMC metodu za proucavanje kvantnih fluida [53]
[3], metodu koja je iznimno plodna u polju mnogo godina.

U VMC pristupu, pojedina¢ni oblik dvocesti¢nog korelacijskog faktora utjece direk-
tno na kvalitetu gornje dobivene granice.

VMC metoda je dokazala korisnost u varijacijskoj teoriji primijenjenoj na kvantne
tekuéine. Uzastopna poboljSanja probne valne funkcije smanjili su razlike izmedu
gornje granice i eksperimentalnih podataka. Unatoc¢ tome, znatne razlike na kvan-
titativnom nivou preostaju. Moc¢nija metoda razvijena je od strane Kalosa u Sezde-
setima i sedamdesetima [47]. Ova metoda, znana kao GFMC, dopusta egzaktno
rjeSenje Schrodingerove jednadzbe u mnogo bozonskim problemima. Schrodingerova
jednadzba napisana u imaginarnom vremenu rjeSava se stohasticki aproksimirajuci
vremenski neovisnu Greenovu funkciju metodom Bornove serije u odredenoj domeni.
Nakon nekih pocetnih primjeni u problemima nekoliko tijela [54] - [55], Kalos s po-
mo¢nom probnom valnom funkcijom uvodi znacajni odabir u metodu. Uvodenje
znacajnog odabira bilo je kljuéno da se poboljsa efikasnost ove metode. GFMC je
prvo primijenjen na homogeni plin [56], [57], a zatim na proucavanje svojstava tekuceg
i krutog *He [58]. To je otvorilo novu eru u primjeni Monte Carlo metode na teoriju
kondenzirane materije sa znanstvenim radom koji raste od tada.

Anderson [59] 1975. predlaze alternativhu metodu GFMC-a, ali s istim ciljem:
rjeSenje osnovnog stanja. Ovaj novi pristup, znan kao DMC zasniva se na kratko vre-
menskim aproksimacijama vremenski zavisne Greenove funkcije. Anderson je prim-
jenio DMC metodu na neke atome i molekule [60] [61], a nekoliko godina kasnije
Ceperley i Alder [62] prosiruju formalizam na homogene sustave. Od tih pionirskih
izra¢una DMC metoda [3], [50], [63] je nasiroko primijenjena pri proucavanju atom-
skih, molekularnih i svojstava kvantnih tekué¢ina. Originalna DMC metoda rezultira
linearnom ovisno$éu vremenskog koraka koristenom u simulaciji, stoga je potrebno
odstraniti utjecaj ekstrapolirajué¢i na vremenski korak nula. Znatno poboljSanje u
ovom tehni¢kom problemu ucinio je Chin [64] koji je dokazao pouzdanost novih DMC
algoritama, koji su drugog reda po vremenskom koraku. Nedavnije, Forbert i Chin
[65] su zadovoljavajucée prosirili DMC metodu do Cetvrtog reda i tako s praktickog



aspekta, eliminirali ovisnost o vremenskom koraku.

2.2. Metropolis algoritam
Generiranje slucajnih brojeva

Niz brojeva nazivamo slucajnim ako ne postoje korelacije medu elementima niza.
Sluc¢ajnost medutim nuzno ne povlaci jednaku vjerojatnost pojavljivanja svih bro-
jeva u nizu. Matematicki, vjerojatnost dobivanja nekog sluc¢ajnog broja, opisujemo
funkcijom raspodjele P(r). To znaé¢i da je vjerojatnost nekog sluc¢ajnog broja r; u
intervalu [r,r 4 dr] jednaka P(r)dr. Standardni generatori sluc¢ajnih brojeva koji si
ugradeni u rac¢unala generiraju jednolike raspodjele (P(r) = 1) izmedu 0 i 1. Drugim
rijeCima standardni generator slu¢ajnih brojeva daje brojeve u tom intervalu, svaki
s jednakom vjerojatnoséu. Ujedno, svaki broj neovisan je o svom prethodniku. No,
brojevi se mogu generirati i neuniformno, te i dalje biti slu¢ajni.

Medutim, potrebno je naglasiti da se istinski niz sluc¢ajnih brojeva moze dobiti samo
pomocu nekog prirodnog procesa poput radioaktivnog raspada. Rac¢unala su po svojoj
prirodi deterministicka, pa tako nisu u moguénosti generirati zaista slucajne nizove. U
simulacijama se stoga koriste nizovi pseudoslucajnih brojeva koje generiramo pomocu
nekog algoritma.

Racunanje integrala metodom Monte Carla

Pomocu nizova slucajnih brojeva mozemo izra¢unati odredene integrale. Promotrimo
jednodimenzionalni odredeni integral

b
F:/ f(z)dz. (3)

Vecina klasi¢nih metoda za proracun prethodnog integrala zasniva se na geometrijskoj
interpretaciji integrala kao povrsine ispod krivulje koja je opisana funkcijom f(x) od
x =a do x =b. x-0s se podijeli na n jednakih intervala Sirine Ax, gdje je Az dan s

b—a
Ax =h = 4
" ¢ (4)
a
T, = To + nAx. (5)
Pritom je 9 = a, a x, = b. Najjednostavnija aproksimacija je ona u kojoj je

povrsina ispod krivulje f(z) dana kao suma povrsina pravokutnika visine f(z;), gdje
je x; pocetak intervala

b
[ rads = b= 3 s, (6)

n
=1
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Medutim ¢eSée sekoriste i preciznija trapezna i Simpsonova aproksimacija, koja u
intervalu integracije konstruira trapez, odnosno parabolu.

No, mozemo promotriti potpuno razli¢itu metodu procjene integrala. Zamislimo da
se nalazimo u polju poznate povrsine A u kojoj se nalazi jezerce ¢iju povrsinu A; treba
odrediti. PovrSinu moZemo izmjeriti bacanjem kamecic¢a na sluc¢ajan nacin u podrucje
polja, te brojanjem kamenci¢a koji padnu u jezerce. Ta jednostavna procedura je
primjer Monte Carlo metode. Neka je N; broj kamencic¢a koji su pali u jezerce, a N,
ukupan broj kamencica. Tada je

N, A’ ")
odnosno
N,

Ovu metodu prora¢una mozemo primjeniti na bilo koji jednodimenzionalni integral.
Uzmimo za primjer funkciju na slici 2.4..

VA

V

Slika 2.4.: Skica za proracun integrala Monte Carlo metodom.

U svakom koraku proracuna biramo pseudosluc¢ajni broj r; iz jednolike raspodjele
od a do b te racunamo f(rl). Zatim usporedimo f(ry)/f, s novim pseudoslucajnim
brojem ry koji je izabran iz jednolike raspodjele od 0 do 1. Ako je ro < f(r1)/fm
tada se taj korak broji kao prihvacen. Izraz za proracun integrala je

b Nprihvaéenih
/ flz)de = ————f(b— a). (9)

Npokusaja
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Drugi nacin racunanja integrala koristenjem pseudoslucajnih brojeva zasniva se na
teoremu srednje vrijednosti,

/ f(@)dz = (b— a)(f), (10)

gdje je (f) prosjeéna vrijednost funkcije f(z), koju ¢emo ra¢unati Monte Carlo
metodom. Neka su z; slu¢ajni brojevi izabrani po jednolikoj raspodjeli od a do
b. Tada je srednja vrijednost funkcije f(z) dana izrazom

(f) = %Zf(x@-), (11)

gdje je n broj koraka u prora¢unu, odnosno broj slu¢ajnih brojeva. To znaci da je
Monte Carlo procjena integrala (10) dana izrazom

L= (= a)(f) = (b— ) Y 7w (12)

Primijetimo da je izraz (12) formalno istog oblika kao (6). Razlika je medutim $to
su u (6) x; izabrani tako da je razmak susjednih tocaka jednak, dok se u slucaju
Monte Carlo proracuna (12) x; biraju na sluc¢ajan na¢in. Prethodna se relacija moze
jednostavno poopéiti na vise dimenzija.

Znacajni odabir

Mnogo je efikasnije ako se u Monte Carlo integraciji tocke ¢es¢e biraju u podruéju u
kojem je iznos integranda f(z) velik ili se brzo mijenja. Metode takozvanog znacajnog
odabira (eng. importance sampling) zahtijevaju nejednolike funkcije raspodjele.
Moze se pokazati da je greska u Monte Carlo procjeni proporcionalna s standard-
nom devijacijom o integranda, te obrnuto proporcionalna drugom korijenu iz broja
uzoraka. Stoga, postoje dva nacina na koje se moze greska u Monte Carlo procjeni
smanjiti: povecanje broja uzoraka ili smanjivanje varijance. Drugi je nacin pozeljan
jer ne zahtjeva znacajno povecanje rac¢unalnog vremena.

Za znacajni odabir u kontekstu numericke integracije, potrebno je uvesti pozitivnu
funkciju p(z) takvu da je

/ p(z)dx = 1. (13)

Integral F' = ff f(z)dz tada moZemo napisati kao

- / ’ l%} p(z)dz. (14)

Prethodni integral mozemo izraziti preko sume
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F, =

S|

3 fzi) (15)
— p(x;)

gdje uzorke uzimamo prema vjerojatnosti p(z). Suma (15) se reducira na izraz (10)
u slu¢aju jednolike raspodjele p(z) = 1/(b — a).

Osnovna ideja znac¢ajnog odabira je u odabiru oblika od p(z) koji minimizira varijancu
izraza f(x)/p(z). Da bismo to postigli treba izabrati oblik od p(x) koji $to je vise
oponasa f(x), osobito tamo gdje je f(x) velik. Prikladan oblik od p(x) ucinit ¢e
integrand f(z)/p(x) slabo promjenjivom funkcijom i tako smanjiti varijancu. Bududi
da varijancu opc¢enito ne mozemo izra¢unati analiticki, o odredujemo a posteriori.

Metropolis algoritam

Drugi nac¢in generiranja proizvoljne nejednolike raspodjele vjerojatnosti uveli su Metropo-
lis, Rosenbluth, Teller [52] 1953. godine. Metropolis algoritam je poseban slucaj
postupka znacajnog odabira u kojem se neki moguéi pokusaji uzorkovanja odbacuju.
Metoda je korisna za prorac¢un prosjecnih vrijednosti oblika

_ J f@)p(z)dz
(f) = Tpw)dr (16)

gdje je p(x) proizvoljna funkcija koja ne treba biti normirana. Promotrimo Metropo-
lis algoritam u kontekstu procjene jednodimenzionalnih odredenih integrala. Pret-
postavimo da zelimo koristiti znacajni odabir da bismo generirali slucajne varijable
prema gustoci vjerojatnosti p(x). Metropolis algoritam stvara slucajni hod tocaka
x; Cija se asimptotska raspodjela vjerojatnosti priblizava p(z) nakon velikog broja
koraka. Slucajni hod se definira odredivanjem vjerojatnosti prijelaza T'(x; — z;) od
jedne tocke x; do druge tocke z; tako da raspodjela toc¢aka xg, z1, 22, ... konvergira
ka p(z). Moze se pokazati da je dovoljno (ne i nuzno) zadovoljiti uvjete detaljne
ravnoteze

p(x:)T (s — x5) = p(x;)T (x5 — ;). (17)

Izraz (17) ne odreduje T'(z; — z;) na jednoznaCan nac¢in. Jednostavan odabir za
T(z; — z;) koji je u skladu s (17) je

T(x; = x;) = min [1, (18)

p(xj)}
p(x) ]
Pretpostavimo da je na$ Seta¢ na polozaju x;, a mi Zelimo generirati z;,;. Tada
prethodan odabir za T'(x; — ;) moZemo implementirati na sljedec¢i nacin:

1. Izabere se probni poloZaj xprepa = @i + 0;, gdje je o; slucajni broj iz jednolike
raspodjele na segmentu [—4, 0]

2. Izracuna se w = p(Zpropa)/P(2;)
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3. Ako je w > 1, promjena se prihvaca, odnosno ;41 = Tproba
4. Ako je w < 1 generira se sluc¢ajni broj r
5. Ako je r < w, promjena se prihvaca i z;11 = Tproba

6. Ako se promjena ne prihvati onda je x; ;1 = x;

Najcesc¢e je potrebno mnogo uzoraka slucajnog hoda prije postizanja asimptotske
raspodjele vjerojatnosti p(x). Postavlja se pitanje kako izabrati maksimalnu veli¢inu
koraka 6. Ako je ¢ prevelik, samo ¢e mali broj probnih koraka biti prihvacen, pa ¢e
uzorkovanje od p(z) biti neefikasno. S druge stane, ako je 0 premalen, veliki postotak
probnih koraka biti ¢e prihvacen pa ¢e opet uzorkovanje p(x) biti neefikasno. Grubi
kriterij za odabir veli¢ine koraka ¢ je da otprilike jedna treé¢ina do jedna polovica
koraka trebaju biti prihvaéeni. Jedno od jednostavnijih rjesenja je izabrati u pocetku
neku vrijednost za veli¢inu koraka, a zatim rac¢unati prihvaéenost tijekom simulacije.
Provjeravamo prihvacenost nakon nekoliko koraka. Ako je veca od 50% povecavamo
maksimalnu duljinu koraka za npr. 5%. A ako je manja od 50%, onda smanjimo
maksimalnu duljinu koraka za npr. 5%. Takoder je dobro izabrati i x, tako da
raspodjela z; dostigne asimptotsku raspodjelu ¢im je prije moguce. O¢iti je izbor
poceti slucéajni hod na vrijednost od = za koju je p(z) znacajna.

2.3. Varijacijski Monte Carlo

Razmotrimo homogeni sustav identi¢nih ¢estica koje medudjeluju s uparenim iskljucivo
radijalnim meducesti¢nim potencijalom V'(r;;). Hamiltonijan je onda:

R o,

1<j

i dobar odabir za varijacijsku valnu funkciju je Jastrow-Feenberg ansatz

U = Fo. (20)

U ovom modelu, korelacijski faktor F inkorporira dinamicke korelacije pogonjene
meduatomskim potencijalom

F=]]rs) T fsurmri) . (21)
i<j i<j<k

Funkcije f5, f3 su dvocestic¢ni i trocesti¢ni korelacijski faktori koji zadovoljavaju
opcéenita svojstva da postaju nula kada se dvije Cestice preklapaju i priblizavaju se
nuli kada se jedna cestica odmakne daleko od ostatka. Valna funkcija ® oblikuje
osnovno stanje sustava u neinteragirajué¢em slucaju, jedan je za bozone, a Slater de-
terminanata za fermione. Varijacijski princip iskazuje da je za bilo koju valnu funkciju
U ocekivana vrijednost od H gornja granica osnovnog stanja energije Ej,
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(| )
ey = (22)

[zracun energije za danu probnu valnu funkciju nije jednostavan zadatak jer se treba

E =

izracunati visedimenzionalni integral

B [ &ry . BryU(ry, . ) HU (11, . 1)
B [dB3ry .. . Bry|¥(r, ... m)[2

U ovom je koraku teorijskog problema Monte Carlo metoda vrlo korisna. Kao $to

E

(23)

je poznato, visedimenzionalna integracija je relativno lagana za standarde MC i ne
povecava se znacajno u algoritamskoj kompleksnosti kada raste dimenzionalnost. Var-
ijjacijskim Monte Carlom je moguce izra¢unati energiju na egzaktan nacin, do na
statisticki sum koji se moze dobro odrediti.

Mozemo definirati funkciju gustoce vjerojatnosti vise varijabli (pdf)

V(R)?
R) = 24
koja je uvijek pozitivna i normalizirana, a lokalna energija Er(R) je
1
Er(R)=———HY(R 25
pa ocekivana vrijednost Hamiltonijana H postaje
(), = [dRE(R)(R). (26)

Energija se dobiva kao srednja vrijednost od EL(R), pri ¢emu se visedimenzinalne
tocke (Setaci) R = ryq,...,rN generiraju sukladno pdf-u f(R):

(Hyy = — 3 Eu(R). (27)

gdje je ng broj uzorkovanih tocaka. Varijanca se takoder moze odrediti s

2
1 1 & 1 &
7= T | 2 EERD BB ) (28)

gdje je ny je broj statisticki neovisnih mjerenja. O¢ito, klju¢an uvjet uspjesnosti
jest generiranje brojeva prema f(R). Jednostavno (ne i jedinstveno) rjesenje ovog
inverznog problema je iznio Metropolis et al. u radu 1953 [52].

Promotrimo kontinuirani sustav i 7‘? pocetnih polozaja Cestica i. Stohasticka matrica
T(r?, 'rzf) daje vjerojatnost prijelaza u konacan polozaj rif, pratec¢i pdf f(R). Ako
definiramo pomo¢nu stohasticku i simetri¢nu matricu S(rJ, rlf ), Metropolis rjesenje
za T(r%, 7)) je
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T(rd,r]) =S, r]) ako f(...,vl, . ) > f( .m0, )

i i

f
ot of) = o8,y frt )

Jednostavan i Cesto koristen model za S(r?,r

distribucije oko pocetnog polozaja rif € (r? — A, 7‘? + A). Parametar A je maksi-

f

;) je pomak odabran iz uniformne
malan dozvoljen pomak i mora se empirijski prilagoditi u svakoj simulaciji. Dodatni
parametar koji pomaze u kontroliranju A je omjer prihvac¢anja, definiran kao kvoci-
jent izmedu prihvacéenih i predlozenih pomaka. Razuman odabir za A je onaj koji
generira omjer prihvacanja u rasponu od oko 40 — 70%,

Algoritam za Metropolis pomak u kontinuiranom sustavu je sljedeci:

e Pocetno stanje 0: RY(i =1,...,N)

e Predlozeni pomak: sz =R} + (2-ran() —1)- A

e Metropolis: ako (|(U(R])[>/|(¥(R?)[?>) > ran() onda R? = R
e Uzorkovanje svojstava: energija, distribucijska funkcija, itd.

e Slijedeci korak

U algoritmu odluc¢ujemo odnosi li se predloZeni pomak na jednu ¢esticu, dio Setaca ili
na sve Setace. Posljedi¢no, vrijednost A ovisi o izboru unaprijed zadane vrijednosti
omjera prihvacanja.

VMC metoda rac¢una na egzaktan nacin oc¢ekivanu vrijednost Hamiltonijana za danu
probnu valnu funkciju ¥, do na statisticki Sum. Jednom kada je analiticki model
za VU odabran, varijacijska energija je funkcija vrijednosti skupa parametara (; koji
definiraju ¥. Optimizacija 3; je stoga klju¢na za unaprjedenje kvalitete gornje granice
osnovnog energijskog stanja sustava. Potraga za optimalnim skupom f; opc¢enito nije
lagana i kompleksnost se jako povec¢ava s brojem parametara.

Najbolji skup varijacijskih parametara je onaj koji minimizira varijancu. Bitno je
primijetiti da u slucaju ® = ¥, gdje je ¥, svojstvena funkcija osnovnog stanja,
varijanca energije je strogo nula. Stoga mjera varijance za dani izbor ; je takoder
direktna mjera kvalitete probne valne funkcije.

2.4. Difuzijski Monte Carlo

Difuzijski Monte Carlo ide korak dalje nego varijacijski Monte Carlo. Cilj je direktno
rijesiti Schrodingerovu jednadzbu N-tijela koriste¢i sli¢nost izmedu Schrodingerove
jednadzbe napisane u imaginarnom vremenu i obi¢ne difuzijske jednadzbe. Pocetna
tocka u DMC metodi je stoga Schrodingerova jednadzba napisana u imaginarnom
vremenu:
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V(R 1)
ot

gdje je R = (rq1,...,7,) 3N-dimenzionalni vektor (Setac) i t je imaginarno vri-

— (H - E)U(R, 1), (30)

jeme mjereno u jedinicama h. Kao i obi¢no u kvantnoj mehanici, vremenski ovisna
valna funkcija sustava W(R, t) moZe se razviti u red po svojstvenim funkcijama 1;(R)
Hamiltonijana, jer tvore potpun skup,

V(R t) =Y cyexp[—(E; — E)t]yy(R), (31)

gdje je E; svojstvena vrijednost za ¢;(R). Asimptotsko rjesenje jednadzbe (30) za
svaku vrijednost F blizu energije osnovnog stanja i za dugo vrijeme (t — oo) daje
1o(R), ako postoji nenula preklapanje izmedu W(R,t = 0) i osnovnog stanja valne
funkcije ¥y (R).

Direktna Monte Carlo implementacija jednadzbe (30) nije efikasna, posebno kada
meduatomski potencijal sadrzi jaki odbojni dio na malim udaljenostima.

Ustvari ovo je najceséi slucaj u fizici kondenzirane materije. Temeljan doprinos, u
nastojanju unaprijedenje metode, je iznio Kalos uvodeci znacajni odabira u rjesenje
difuzijske jednadzbe. U stvari tehnika znac¢ajnog odabira je opcéenit pojam u Monte
Carlu i jedna od najboljih metoda za smanjivanje varijanci bilo koje MC simulacije.
Metoda zna¢ajnog odabira, primjenjena na jednadzbu (30) sastoji se od raspisivanja
Schrédingerove jednadzbe u obliku funkcije

f(R1) = ¢(R)V(R, 1), (32)

gdje je ¥»(R) vremenski neovisna probna valna funkcija koja priblizno opisuje osnovno
stanje sustava na varijacijskom nivou. Promotrimo Hamiltonijan oblika:
—h? )
H=—-—-V V(R). 33
Vi + V(R) ()
Jednadzba (30) postaje

_8f(£_, D) _DVROf(R.t) + DVR(F(R)F(R,1) + (EL(R) — E)f(R.1), (34)

gdje je D = h?/(2m), EL(R) = ¢¥(R)"*Hy(R) je lokalna energija, a

F(R) = 20(R)"'Vry(R) (35)

zove se driftna ili kvantna sila. F'(R) djeluje kao vanjska sila koja difuzijski proces,
definiran prvim ¢lanom s desne strane jednakosti jednadzbe (34), usmjerava u prostor
gdje je ¥(R) velik.

Desna strana jednadzbe (34) moZe se zapisati kao djelovanje tri operatora A; na valnu
funkciju f(R,t)
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Of(R,t)
ot

Tri ¢lana A; mogu se protumaciti slicno kao klasi¢na diferencijalna jednadzba [66].

Prvi ¢lan, A; odgovara slobodnoj difuziji s difuzijskim koeficijentom D; A, djeluje
kao pogonska sila zbog vanjskog potencijala, i kona¢no A3 opisuje stvaranje i ponis-
tavanje Setaca. Za primjenu Monte Carlo metoda najprikladnije je Schrodingerovu
jednadzbu zapisati u integralnom obliku uvodeéi Greenovu funkciju G(R/, R, t), §to
daje vjerojatnost prijelaza s pocetnog stanja R na konacno R’ tijekom vremena ¢,

F(R -+ At) = / G(R', R, AD)f(R, t)dR. (37)

Eksplicitnije, Greenova je funkcija dana u terminima operatora A

G(R',R,At) = (R'|exp(—AAL) |R) . (38)

DMC algoritam oslanja se na razumne aproksimacije G(R’, R, At) za male vrijednosti
vremenskog koraka At. Razmatrajuéi takvu aproksimaciju kratkog vremena, jed-
nadzba (38) se opetovano ponavlja do dostizanja asimptotskog rezima f(R,t — o0),
granice u kojoj efektivno uzorkujemo osnovno stanje.

U prvoj primjeni DMC metode koriStena je najjednostavnija verzija aproksimacije
kratkog vremena

exp(—AAt) = exp(—A3At) exp(— Az At) exp(— A1 At) + O((At)?). (39)

Ovaj razvoj generira linearnu ovisnost vremenskog koraka o energiji. Znatno bolje
ponasanje se dobiva razvojem eksponenta operatora A na vecée redove veli¢ine po
At. Dobar kompromis izmedu algoritamske kompleksnosti i efikasnosti dobiva se
koristecéi razvoj drugog reda (kvadratni DMC). U ovom slu¢aju, Greenova funkcija
G(R', R, At) se aproksimira kao:

exp(—AAt) =exp (-Ag%) exp (—AQ%) exp(—A;At)

o (-2 o (2.2 o080

Ova rasclamba nije jedinstvena. Uvodeéi gornju rasélambu (40) u jednadzbu (37)

(40)

Schrodingerova jednadzba, napisana u integralnom obliku, postaje:

N Al
F(R 1+ AY) :/{Gg(R’,Rl,T)GQ(Rl,R«z,T)Gl(Rz,Rg,At)
A N (41)

X GQ(R3, R4, )Gg(R4, R, 7) f(R, t)de ce dR4dR

2
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U jednadzbi (41) cijela Greenova funkcija G razdvaja se na umnozak pojedina¢nih
Greenovih funkcija G;, svaka povezana s pojedinacnim operatorom A;. G je Green-
ova funkcija koja odgovara ¢lanu slobodne difuzije (A1) i stoga je dobro poznato
rjeSenje za neinteragirajuci sustav,

—<R'4;f) ]. (42)

U MC simulaciji, evolucija dana s G; odgovara izotropnom pomaku odabranom po

G1(R,R,t) = (47rDt)*% exp[—

Gaussovoj razdiobi ¢ije je standardna devijacija v/ Dt. Greenova funkcija G5 opisuje
kretanje zbog driftne sile koja se pojavljuje u A,, a forma je dana s:

R(0)=R
RO — DF(R(1)).

G2(R',R,t) = (R’ — R(t)), gdje {
dt

Pod utjecajem GG, Setaci evoluiraju na deterministicki nacin u skladu s driftnom silom

F(R(t)). Da bi o¢uvali preciznost drugog reda vremenskog koraka, diferencijalna

jednadzba (43) rjesava se metodom integracije drugog reda.

Kona¢no, tre¢a pojedina¢na Greenova funkcija GG3 ima eksponencijalni oblik, s argu-

mentom koji ovisi o razlici lokalne energije danog Setaca i vrijednosti £

G43(R',R,t) = exp|—(EL(R) — E)|§(R' — R). (44)

Ovaj tredi ¢lan, koji se naziva faktor grananja, dodjeljuje tezinu svakom Setacu suk-
ladno pripadnoj lokalnoj energiji. U ovisnosti o vrijednosti ove tezine Setac se replicira
ili eliminira u populacijskoj listi. Mehanizam grananja je kljuc¢an sastojak u DMC-u.
Ako tu tezinu postavimo na vrijednost 1, onda je asimptotsko rjesenje |¢)|?, odnosno
dobivamo VMC procjenu. Stohasticka karakterizacija valne funkcije f(R,t) ostvaruje
se njenom reprezentacijom sa skupom od n,, Setaca R;. Ovaj skup Setaca evoluira
u imaginarnom vremenu prema trima mehanizmima G; danim povise; nakon do-
voljno dugo vremena Setaci slijede pdf ¢V iz kojeg se svojstva osnovnog stanja mogu
uzorkovati. Algoritam drugog reda, koji slijedi rasc¢lambu (37), simbolicki je pokazan

u sljede¢em pregledu koji odgovara evoluciji danog Setaca tijekom vremenskog koraka
At.

e Izabiranje Setaca R s liste: njegov indeks (ipop), njegovu lokalnu energiju (E? )

e Gaussov pomak: R; = R + x; X je nasumicno odabran iz 3N gaussove dis-
tribucije exp(—x?/(4DAt))

e Izracun driftne sile F';(R;)
e Pomoc¢ni driftni pomak: Ry = Ry +0.5% D x At x F;
e Izracun driftne sile F5(R5)

e Driftni pomak prema sredini: Ry = Ry + 0.25 x D x At x (Fy + F5)
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e Racunanje lokalne energije Ey, driftne sile F'(Ry), i ostalih svojstava
e Konacni driftni pomak: R =R, + D x At x F
e Tezinsko grananje: w = exp(—At x (0.5 % (E;, + E9) — E))

e Nasumi¢no repliciranje svakog Setaca n, puta, gdje je n, = int(w + ran())

Sljedeci Seta¢ na pocetnoj listi: ipop = 1pop + 1

U prethodnom algoritmu, replikacija ili eliminacija Setaca se dogada tijekom svakog
koraka simulacije. Alternativa, koja daje malo nizu fluktuaciju po n,,, sastoji se od
prenosSenja multiplikativne tezine w povezane sa svakim Setacom. U drugoj metodi,
replikacija ili unistenje se proizvodi s vremena na vrijeme kada su tezine dovoljno
velike, odnosno male. Kada se dosegne asimptotska granica (t— > 00), uzorkovanje
operatora A odvija se u skladu s mjesanom distribucijom ¥W, gdje je ¥ valna funkcija
osnovnog stanja. Tako prirodni izlaz u DMC-u odgovara takozvanim mijeSanim esti-
matorima. MijeSani estimator operatora A(R) opéenito ovisi o probnoj valnoj funkciji
¥ koja se koristi pri znacajnom odabiru. Samo kad je A(R) Hamiltonijan sustava, ili
komutira s njime, mijeSani estimatori su egzaktni. Pristranost mijeSanog estimatora
Cest se je otklanjala koristenjem jednostavne metode, ekstrapoliranog estimatora.

— (A(R))

(A(R)), = 2 (A(R)) (45)

m v

koriste¢i dobiveni mijeSani estimator (A(R)), i varijacijski estimator
(W(R)[A(R) [V(R))
A(R)), = . 46
R = R R) 1o

Ocekivana vrijednost dobivena ekstrapolacijom u (45) nije sasvim nezavisna od probne

valne funkcije ) koja se koristi za znacajni odabir. Usprkos dobroj valnoj funkeiji,
ekstrapolirani estimator je pristran i stoga uvodi sistematsku gresku koju je tesko
unaprijed procijeniti. Da bi nadvladali to vazno ograni¢enje, mozemo i¢i korak dalje
i izraCunati egzaktne (eng. pure) ocekivane vrijednosti,

_ (V(R)|A(R)|V(R))
Y (V(R)[V(R))

Imajuéi na umu da Setaci evoluiraju u skladu s mijeSanim distribucijama W, ¢isti

(A(R)) (47)

estimator se moze prikladno zapisati kao

_ Y(R) Y(R)
p= (‘I’(R)|A(R)¢<R) [V(R)) / (V(R)] (R [V(R)), (48)
Prije nekog vremena Liu et al. [67] dokazali su da se ¥(R)/¢¥(R) moze dobiti iz

asimptotskih potomaka R Setaca. Ako pridijelimo svakom Setacu R; tezinu W (R;)

(A(R))

proporcionalnu broju buduc¢ih potomaka
W(R)=n(R,t — c0) (49)
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jednadzba (48) postaje

_ SLAR)W(R)
P SW(R)

gdje je suma ), po svim Setacima i svim vremenima u asimptotskom rezimu. Poteskoca

(A(R)) (50)

ove metode, znane kao hod unaprijed (eng. forward walking), lezi u procjeni tezine
W(R) (49). Tezina Setaca, koji postoji u vremenu ¢, nije poznata sve do buduceg vre-
mena t’' > t+T, gdje je T interval dovoljno dug da se jednadzba (49) moZe zamjeniti
s W(R() = n(R().

Evaluacija izraza (50) je tradicionalno zahtijevala implementaciju algoritma oznaca-
vanja (eng. tagging). Svrha je ovog algoritma da u bilo kojem trenutku tijekom
simulacije znamo, koji je Seta¢ bilo koje prethodne konfiguracije proizveo Setaca. Na
ovaj nacin moze se odrediti broj potomaka od prijasnjeg R;, i skupiti doprinose za
(50).

Mozemo raditi alternativnu metodu [68] koju je mnogo lakSe implementirati u DMC
programu. U ovom drugom algoritmu, radimo samo sa sadaS$njim vrijednostima od
A(R;) na takav nacin da tezina proporcionalna budué¢im potomcima bude automatski
ukljucena.

Pregled algoritma je sljedec¢i. Skup Setaca za dano vrijeme {R;} i vrijednosti koje
operator A poprima za njih {A;}, evoluiraju nakon vremenskog koraka u

{R} ~ {R}}. (51)

{A} = (A, (52)

U istom vremenskom intervalu, broj Setac¢a N mijenja se u N'. Da bi uzorkovali ¢iste
estimatore od A, uvodimo pomo¢nu varijablu {P;}, povezanu sa svakim Setacem, s
evolucijskim zakonom danim s

{P} = (P} = {A} + {P}, (53)

gdje je {P!} stari skup {P;} transportiran u novi, u smislu da se svaki element P;
replicira onoliko puta koliko i odgovarajuéi R; Setaci. {P;} se postavina 0 pri pocetku
simulacije. S ovim postupkom, i nakon M dodatnih koraka (53) dobivamo skup od
N; vrijednosti {P,}. Cisti estimator od A je dan s

(A(R)), = Z{Pi}/(M X Ny). (54)

Doprinosi od {P;}, koji ulaze u jednadzbu (54), mogu se odrediti prate¢i evoluciju
reda. Vrijednosti A(R;), koje postoje u danom vremenu ¢, nose tezinu jedan (iako
zajedno doprinose s drugim vrijednostima u skladu s prethodnim vremenima koji veé
imaju tezinski faktor). Onda, ako koji od potomaka od R(t) nestaje ili se replicira,
prethodni doprinosi ¢ine isto. Kao rezultat toga, A(R(t)) se pojavljuje u toliko
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redaka od {P} koliko potomaka od R(t) postoji, i stoga su doprinosi jednadzbi (54)
proporcionalni tezini W (R(t)) (49).

Radi osiguranja asimptotskog uvjeta (49), nastavljamo red za unaprijed definirano
vrijeme, ali se sada samo prerasporeduje tezina prema

{P} = {P}={P} (55)
Kako je izracun obi¢no podijeljen u blokove, mozemo skupljati podatke tijekom bloka
i dopustiti daljnju preraspdjelu tezina u sljede¢em. U ovom drugom bloku, nove
informacije se mogu nakupiti za preraspodjelu tezina u sljede¢em bloku. Stoga, poslije
prvog inicijalizacijskog bloka, svaki novi blok daje broj za ¢istu oc¢ekivanu vrijednost
od A.
DMC se oslanja na ¢injenicu da jedini doprinos koji prezivi, kada imaginarno vri-
jeme ide prema beskonac¢nosti, je osnovno stanje. Ovo je to¢no ako postoji nenula
preklapanje izmedu probne valne funkcije koristene za znacajni odabir ¢ (R) i valne
funkcije osnovnog stanja W(R). Ako je, naprotiv, preklapanje izmedu te dvije valne
funkcije nula, odnosno ako su ortogonalne, valna funkcija W(R,t) konvergirati ¢e
prema sljede¢em najniZem pobudenom stanju W.(R). Koristeéi ¢iste estimatore,
mozemo procijeniti razdiobe ¢estica p(r;) prema udaljenostima r; od centra mase,
te razdiobe P(r;;) meducesti¢nih udaljenosti r;;.

2.5. Procjena halo stanja

Velicinu dimera obi¢no odredujemo kao (r?), srednji kvadrat udaljenosti cestica,
aproksimiranih tockastim masama m, i msy, odnosno korijen tog kvadrata. Sirine
dimera, radi uspredbe u razli¢itim podrucjima fizike, obi¢no ih zapisujemo u bezdi-
menzionalnom obliku

Yy = %?, (56)

odnosno mjereé¢i udaljenost karakteristicnim duljinama R. Takoder nas zanima en-
ergija, jer zelimo znati univerzalni odnos energije i Sirine. Zato apsolutnu vrijednost
energije osnovnog stanja

BR?
RO — o (57)

B=|E|—

prevodimo u bezdimenzionalni oblik xg koriste¢i R, reduciranu Planckovu konstantu
h i reduciranu masu dimera pu = my - my/(my + my), odnosno usporedujuéi je s
kinetickom energijom cestice mase p u polozaju R kojeg definira potencijal inter-
akcije V(r). Kvantno halo stanje mozemo definirati kao dvocestic¢ni sustav ¢ija je
vjerojatnost nalazenja u klasi¢cnom zabranjenom podrucju veca od priblizno 50% $to
opisujemo uvjetom

Yr 2 2. (58)
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Kako bismo skalirali spomenute veli¢ine, potrebno je poznavati karakteristicnu duljinu
R. Pokazano je [31] da je za R optimalno uzeti sirinu Ry kvadratne potencijalne jame
(ReVe) koja je ekvivalentna realisti¢cnom modelu V' (r) u smislu da ima istu duljinu
rasprienja s-vala ay i efektivni doseg r. kao V(r),

R = Ry(ReVe) = R, (59)

[zracunati podaci za ReVe modele za neke helijeve dimere i trimere dani su u refer-
encama [69] [31].

Definiciju (59) moZemo progiriti na trimere [6]. U ovom je modelu Sirina sustava
mjerena korijenom srednjeg kvadrata hiperradijusa \/W za p definiran s

1
2 _ ) > 7\2
mp” = o Zmzmk(n ), (60)
i<k
gdje je m proizvoljna jedinica mase, m; masa Cestice i, a M ukupna masa sustava.
Parametar skaliranja po definiran je [6] poopé¢avanjem hiperradijusa (60)

i =<7 S (61)
i<k
gdje je Ry karakteristi¢na duljina dimera i — k koju prema (59) definiramo kao Sirinu
potencijala ReVe za odgovarajuéi dimer, a dani su tablicama [69]. Definicija (61) je
omogucila usporedbu s halo dimerima, te analogan na¢in definiranja kvantnog halo
stanja

2
Y, = @ 2 2. (62)
o

Analogno (57), ali sli¢no definiciji skalirane 8irine Y, definiramo skaliranu energiju

_ mBpj
Xp =

za trimer ¢ija je apsolutna vrijednost osnovnog stanja B = |E|. Velicine (r7;) potrebne

(63)

za skaliranje irine (60) odreduju se koristenjem ¢istih DMC estimatora.
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3. Rezultati

3.1. Varijacijski Monte Carlo

Koristene su probne valne funkcije:

oy BT
o\"2) = —/————
T'12
6*(%)92*82*13
f2(T13) -
713
e—(%)g3—53~7’23
fQ(TQ-?)) -

23

gdje su ay, g1, 1, as, g2, S2, as, g3, s3 varijacijski parametri.
Za He-He interakciju koristen je HFDB potencijal [70], a KTTY potencijal [27] za
He-Na interakciju. Detalji potencijala su dani u dodatku, a graf je dan na slici 3.5.

(He-Na) KTTY ——
(He-He) HFDB ——

V(r) / K

Slika 3.5.: Usporedba potencijala HFDB (He-He) i KTTY (He-Na).

(64)

Raspon varijacijskih parametara, te VMC-optimalni parametri dani su u tablici 3.3.
za klaster *He*He?3Na i u tablici 3.4. za klaster *He*He?*Na .
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‘He®*He?3Na
Parametar Raspon Minimum Fj za
ar /A 2.75, 3 2.85
7 3.2, 4.4 3.8
s1/A=1 | 0.00005, 0.00009 0.00005
as, as/A 5.7, 6.5 6.1
g2, g3 4.4, 5.2 4.4
S, 53/ A1 0.024, 0.036 0.032

Tablica 3.3.: Koristen raspon parametara i vrijednost parametara koji minimiziraju
energiju za ‘He*He?3Na.

Dobivena je energija E,;, = —43.78(10) mK za klaster *He*He*Na.

‘He'He?3Na
Parametar Raspon Minimum Fjy za

ar/A 2.6, 2.85 2.75
0 3.8, 5 4.4

sy/ A=110.0003, 0.0011 0.0011
as,as/A 5.6, 6.3 6.1
92, 3 4.5, 5.3 4.6
S9,55/A71 | 0.048, 0.064 0.064

Tablica 3.4.: Koristen raspon parametara i vrijednost parametara koji minimiziraju
energiju za ‘He*He*Na.

Za klaster “He*He?*Na dobivena je energija E,,;, = —144.59(10) mK.
Na sljede¢im grafovima koriste se iduc¢e oznake: “w” za broj Setaca, “s” za broj koraka
po blokovima i “b” za broj blokova u simulaciji. “¥,” oznacava koristenje (64) kao
probne valne funkcije, dok “A7” oznacava koristeni vremenski korak.
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E /mK

E /mK

*He*He?* Na (HFDB, KTTY); VMC(100w, 500s, 900b, W)
-34 ;

IPodac:i

.35 Greska

2.75 2.8 2.85 2.9 2.95 3
a; /A

Slika 3.6.: Ovisnost energije ‘He*He?*Na o parametru a;.

4He3He?3 Na (HFDB, KTTY); VMC(100w, 500s, 900b, W,)
-26 ;

IPc:dac:i
Greska ————

g1

Slika 3.7.: Ovisnost energije *He>He**Na o parametru g;.
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E /mK

E /mK

*He*He?* Na (HFDB, KTTY); VMC(100w, 500s, 900b, W)

Podaci

Greska = |

6.1

a, /A

6.2

6.4 6.5

Slika 3.8.: Ovisnost energije ‘He*He?*Na o parametru as.

4He3He?3 Na (HFDB, KTTY); VMC(100w, 500s, 900b, W,)

Podaci
Greska ————

4.4 4.5 4.6 4.7

4.8
g2

4.9

51 5.2

Slika 3.9.: Ovisnost energije *“He>He**Na o parametru gs.
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E /mK

E /mK

-105

-110

-115

-120

-125

-130

-135

-140

-145

-130 . . T

-132

134 |

-136 -

-138 -

-140 -

-142

-144 |

*He*He?® Na (HFDB, KTTY); VMC(100w, 500s, 900b, W)

IPodac:i
Greska

2.6 2.65 2.7 2.75 2.8
a; /A

Slika 3.10.: Ovisnost energije *He*He?*Na o parametru a;.

*He*He? Na (HFDB, KTTY); VMC(100w, 500s, 900b, W)

2.85

Podéci
Greska ————

-146 1 1 1 1 1 I

3.6 3.8 4 4.2 4.4 4.6 4.8
g1

Slika 3.11.: Ovisnost energije *“He*He?*Na, o parametru g;.
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*He*He?® Na (HFDB, KTTY); VMC(100w, 500s, 900b, W)
20 ;

Podad

Greska

E /mK

-100 -

-120 -

-140 |

-160 ! ! ! ! 1 1 1
5.5 5.6 5.7 5.8 5.9 6 6.1 6.2 6.3

a, /A

Slika 3.12.: Ovisnost energije *He*He?*Na o parametru as.

*He*He?* Na (HFDB, KTTY); VMC(100w, 500s, 900b, W)
-128 ;

Podaci
Greska ————

-130

-132

-134

-136

E /mK

-138

-140

-142

-144

_146 1 1 1 1 1 1 1
4.5 4.6 4.7 4.8 4.9 5 5.1 5.2 5.3

Slika 3.13.: Ovisnost energije *“He*He**Na, o parametru gs.

Na slikama 3.6.,3.7.,3.8. 1 3.9. prikazane su ovisnosti energije o parametrima za klaster
‘He’He?3Na. Takoder na slikama 3.10.,3.11.,3.12. i 3.13. su prikazane ovisnoste en-
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ergije o parametrima za klaster *He*He?*Na. MoZemo vidjeti da je raspon parametara
uglavnom bio dobar, samo za g, parametar trimera *He3He?3Na na slici 3.9. nismo
sigurni da li je zaista odabrana vrijednost 4.4 bila minimum.

3.2. Difuzijski Monte Carlo

Optimalne parametre iz varijacijskog Monte Carla koristimo pri difuzijskom Monte
Carlu.

Na slikama 3.14. i 3.15. prikazane su ovisnosti energije u imaginarnom vremenu,
odnosno njihove vrijednosti po blokovima. Crvenom bojom je prikazana prosje¢na
energija bloka (E}), koja se po€inje rac¢unati na pocetku svakog bloka, dok je ze-
lenom bojom oznacena ukupna prosjecna energija (E) koja se ra¢una od pocetka
simulacije. Mozemo vidjeti kako nam vrijednosti energija u pojedinom bloku oscili-
raju oko ukupne prosjecne vrijednosti energije. Takoder mozemo vidjeti da se ukupna
prosjec¢na energija stabilizirala.

“He®He?3Na (HFDB, KTTY); DMC(500w, 700ks, 2000b, W) [At=5 * 107 mK™]

-57 I I | I I | I I |
<Eb>

575 |- <E> |

58 |- _|

-58.5

-59

E/mK

li \..‘n‘\‘,_.\
M

-59.5

-60

-60.5 |- n

61 | | | | | | | | |
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

blok [700000 koraka]

Slika 3.14.: Ovisnost energije o prijedenom vremenu(bloku) za *He*He?*Na. Crvenom
bojom je prikazana prosjec¢na energija po bloku (F;), a zelenom ukupna prosjecna
energija (F). U zagradamo je dan ukupan broj koraka u simulaciji.
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“He*He?3Na (HFDB, KTTY); DMC(500w, 700ks, 2000b, W,) [AT=5 * 107 mK™]
-151.6 | I | I I | I | I

-152.6 || I i “'|- LR itk \' A

T

E/mK

-152.8

‘ “Il |‘

-153

-153.2

-153.4 |- n

-153.6 - -

-153.8 | | | | | | | | |
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

blok [700000 koraka]

Slika 3.15.: Ovisnost energije o prijedenom vremenu(bloku) za *He*He?*Na. Crvenom
bojom je prikazana prosjecna energija po bloku (F,), a zelenom ukupna prosjecna
energija (F). U zagradama je dan ukupan broj koraka u simulaciji.

Na slikama 3.16. i 3.17. prikazani su grafovi izraCunate energije za razli¢iti posto-
tak preskocenih pocetnih blokova. Mozemo primijetiti da konvergiraju prema istoj
vrijednosti, te da se vrijednost stabilizirala.
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*He3He?3 Na (HFDB, KTTY); DMC(500w, 700ks, 2000b, W,) [At=5 * 10”7 mK™]

-58.7 . T T \
n%=0 ——
n%=10 —
-58.8 n%=20 ——
n%=30 —
-58.9 n%=40 i
n%=50 —
n%=60
59 L
« 591 -
€
~
w592 - e
-59.3 - e
-59.4 - e
-59.5 + e
-59.6 1 1 | 1 ! !
0 2e+008 4e+008 6e+008 8e+008 1e+009 1.2e+009 1.4e+00¢
ib * ns

Slika 3.16.: Ovisnost energije o prijedenom vremenu za ‘He*He?*Na. Prikazane su
izrac¢unate prosjecne energije za razliciti postotak preskocenih pocetnih blokova.
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4He*He?* Na (HFDB, KTTY); DMC(500w, 700ks, 2000b, W,) [At=5 * 107 mK™]
-152.2 . . .

n%=0 ——
n%=10 —
-152.3 - n%=20 ——
n%=30 ——
-152.4 L n%=40 4
n%=50 ——
n%=60
-152.5 -
« -152.6 e
€ =
~
w1527 e
-152.8 | e
-152.9 e
-153 e
-153.1 1 1 | 1 ! !
0 2e+008 4e+008 6e+008 8e+008 1e+009 1.2e+009 1.4e+00¢

ib*ns

Slika 3.17.: Ovisnost energije o prijedenom vremenu za ‘He*He?*Na. Prikazane su
izrac¢unate prosjecne energije za razliciti postotak preskocenih pocetnih blokova.

Kako u Metropolis algoritmu novu vrijednost neke veli¢ine odredujemo uvijek na
osnovu prethodnih, dobiveni podaci su u nekoj mjeri korelirani. Formula za ra¢unanje
standardne devijacije uzorka nezavisnih vrijednosti f je

(f2) = (f)?
op =\ T (65)
Da izbjegnemo utjecaj korelacija, podatke blokiramo tijekom simulacije, a nakon sim-
ulacije radimo dodatnu provjeru, ponovno spajamo N sukcesivnih blokova uzimajuéi
njihovu srednju vrijednost, $to nam daje novu grupu podataka. Zatim za svaki N,
odnosno za svaku grupu podataka zasebno izra¢unamo standardnu devijaciju, te na
kraju graficki prikazemo kako standardna devijacija ovisi o N, procijenjujuéi kojoj
vrijednosti konvergiraju standardne devijacije.

Na slikama 3.18. i1 3.19. prikazane su ovisnosti standardne devijacije energije o broju
blokova u jednoj grupi. Kod 3.18. procjenjujemo da standardna devijacija iznosi oko
0.011 mK, a kod 3.19. oko 0.006 mK.
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*He®He?3Na (HFDB, KTTY); DMC(2000w, 700ks, 2000b, W) [At=5 * 1077 mK™]

0.013

0.012

T
——

0.011 \ N\

0.01 [ |

Og/ mK

0.009 - |
- {1 I [ "‘ —
0.008 |\ ‘ ‘ |/ M ! Hll‘

0.007 - \ N

0.006 ‘
0 20 40 60 80 100 120 140

N

Slika 3.18.: Ovisnost standardne devijacije o broju grupiranih blokova za *He3He?*Na.

“He*He?3Na (HFDB, KTTY); DMC(2000w, 700ks, 2000b, W,) [At=5 * 1077 mK™]

0.008

0.007 |- \
M n | [
0.006 |- R NN M A .
| | |

0.005 | l\l /ﬁ | \ Ff‘ V H ‘ f"'\l‘ \\I‘l ‘ "\\ | | ‘ | ".‘ | ‘
| N

o/ mK

0.004 | ] I‘u ‘ \

| \

Tt I \

W I I Vi
V1 VA

| A

0.003 - | Vo

0.002
0 20 40 60 80 100 120 140
N

Slika 3.19.: Ovisnost standardne devijacije o broju grupiranih blokova za *He*He*Na.

Preostali grafovi za ostale brojeve Setac¢a i vremenske korake su sli¢ni.
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Dobra procjena Ej postize se eliminacijom ovisnosti energije o proizvoljno postavl-
jenim parametrima simulacije poput srednjeg broja Setaca i vremenskog koraka.
Mozemo ukloniti ovisnost energije o koristenom vremenskom pomaku tako da ek-
strapoliramo procjenu energije osnovnog stanja za dani broj Setaca za vrijednost
E(0) koji odgovara nultom vremenskom pomaku A7 = 0. Na slici 3.20. prikazana je
ovisnost izracunate energije o danom vremenskom koraku. Koristili smo 5 razli¢itih
vrijednosti vremenskih koraka, te je krivulja fitana na dobivene rezultate. Koristena
funkcija za fit je parabola, odnosno

flx)=a-2* +c (66)

Na slici 3.22. je prikazana sli¢na ovisnost, ali za *He*He?*Na slucaj.

Ovdje smo naime, iskljucili podatke za A7 = 25-10""mK~! jer nam program “puca”
za tu vrijednost nakon nekog vremena. Naime tu rijetki Setaci dolaze do nefizikalnog
podrucja i poprimaju negativnu kineticku energiju koja je za red veli¢ine veca od
potencijalne energije. Time broj Setaca poprimi ogromnu vrijednost i vrtimo se u
skoro beskonacnoj petlji. Inace za jo$ ekstremnije nefizikalne vrijednosti program
preskoci taj rezultat.

Na slikama vidimo da dobivamo kvadratnu ovisnost energije o vremenu. To je karak-
teristika DMC algoritma drugog reda, odnosno kvadratnog DMC-a (40).

Preostali grafovi za ostale brojeve Setaca su sli¢ni.

Takoder Zelimo smanjiti ovisnost o broju Setaca. Na slikama 3.21. i 3.23. prikazani
su fitovi energija za razli¢ite brojeve Setaca.

Na vrhu grafova su navedene vrijednosti dobivene ekstrapolacijom.

Povecanjem referentnog broja Setaca N, dolazi do konvergencije energije, te nakon
dovoljno velikog broja Setaca dobivena energija prestaje ovisiti o njima, Sto se moze
vidjeti na slikama 3.21. za *He?He?*Na trimer, odnosno na slici 3.23. za *He*He?*Na

trimer.
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“He>He?3Na (HFDB, KTTY); DMC(2000w, 700ks, 2000b, W,)
-59.12

I I I I
Podaci ——

I
59.14 {
etk Fit h
-59.16 - { g

-59.18 -

L
|

-59.2 - u

E/mK

-59.22 - I u
-59.24 - u
-59.26 -

T
-59.28 l -

593 | | | | |
0 5 10 15 20 25

At/ 107 mK1

Slika 3.20.: Ovisnost izra¢unate energije o vremenskom koraku za *He*He*Na.

E5gow= (-59.104 £ 0.005) mK E1poow= (-59.122£0.007) mK  E;gggy=(-59.131£0.004) MK Eggg0y,= (-59.126 £ 0.003) mK
-59.1 T T T T T T T

T
“He3He?>Na (HFDB, KTTY); DMC(700ks, 2000b, W,)

-59.12

5944

-59.16 e
4
£
-
w
-59.18 e
-59.2 e
4\
59.22 e
b
-59.24 | | | L L L L L
4 6 8 10 12 14 16 18 20
At/ 107 mk?!

Slika 3.21.: Usporedba fitova energija za razli¢ite brojeve SetaCa za trimer
‘He?*He?3Na. Gore navedene energije dobivene su ekstrapolacijom za A7 = 0 mK™!.
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“He*He?3Na (HFDB, KTTY); DMC(2000w, 700ks, 2000b, W,)
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Slika 3.22.: Ovisnost izra¢unate energije o vremenskom koraku za *He*He*Na.

Esgow=(-152.686 £0.008) MK E;gg,,= (-152.692 £ 0.001) mK  E;qgoy,= (-152.674 £ 0.017) mK  Eggogy= (-152.669 £ 0.005) mK

-152.1 : : : : :
“He*He?Na (HFDB, KTTY); DMC(700ks, 2000b, W,)
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Slika 3.23.: Usporedba fitova energija za razli¢ite brojeve SetaCa za trimer
‘He*He?3Na. Gore navedene energije dobivene su ekstrapolacijom za A7 = 0 mK™!.
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3.3. Prostorna razdioba

U DMC simulaciji brojani su atomi koji su se tijekom simulacije nasli unutar podrucja
izmedu dviju koncentri¢nih sfera radijusa r i r + Adr sa sredistem u polozaju drugih
atoma, odnosno u centru mase (CM) u sluc¢aju P(r) razdioba, odnosno u centru mase
(CM) u slucaju p(r) razdioba. Brojanje je obavljeno koriStenjem ¢istih estimatora.
Usrednjavanjem dobivenih podataka odredene su razdiobe meducesti¢nih udaljenosti
P(r), te profili gustoca Cestica p(rcy) u odnosu na udaljenosti od centra mase ray;.

“He,?3Na (HFDB, KTTY); DMC(2kw, 20-800ks, 2000b, W,)

13 T T T T T T T T
P(X=22Na,At=5-107 mK?) ——
12 - P(X=*He, At =5-107 mK?1) —— -
11 .
10 | .
— 9 B )
< 8} ]
= 71 i
[~
g 6 .
-
& 5 G 1
2
= 40 )
3 L |
2t 4
1+ 4
0 1 1 1 I I I
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
r(*He-X) /A

Slika 3.24.: Distribucija udaljenosti ‘He—*He i *He—23Na za “*He*He?*Na trimer.
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“He,%3Na (HFDB, KTTY); DMC(2kw, 90ks, 43b, W,)

90 T T T T 5 4 T ?I 1 T
g5 | p(N=10",X="He, At=5-10" mK™) ——— |
g0 | p(N=10%,X=2Na,At=5-10" mK?1) |

PUR:N - p(r) /A3
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r(CM-X)/ A

Slika 3.25.: Distribucija udaljenosti *He/?3Na od centra mase u “He?He?3Na trimeru.

Na slici 3.24. mozemo primijetiti da se maksimum radijalne razdiobe meducesti¢nih
udaljenosti “He-*He nalazi na manjoj udaljenosti, nego za sluc¢aj *He-**Na. Medu-
sobna udaljenost natrija i helija je u prosjeku veé¢a od udaljenosti dva atoma helija.
Slikovito, to bi izgledalo kao slaba privrzenost natrija heliju.

Na slici 3.25. prikazana je distribucija udaljenosti centra mase i sastavnica trimera.
Mozemo uociti da se atom helija nalazi dalje od centra mase, $to je i o¢ekivano, jer
zbog manje mase, odnosno vecée kineticke energije lakSe “izranja” prema rubu.

3.4. Skaliranje

Koristeéi ¢iste estimatore difuzijskog Monte Carla odredujemo prosjecne kvadrate
meducesti¢nih udaljenosti za trimere ‘He3He?*Na i ‘He*He?3Na. Podaci za trimer
3He3He?*Na odredeni su u [31]. Podaci su dani u tablici 3.5..

(ria)/ A% | (rfs) | A% | (r3y) /A?
*He’He®Na | 1580 905 905
He’HePNa | 439 225 361
He'He®Na | 170 165 165

Tablica 3.5.: Prosjeci kvadrata meducesti¢nih udaljenosti za dane trimere.
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Takoder su odredene skalirane Sirine (62) i skalirane energije (63) dane u tablici 3.6..

Y, | Xg

3He3He**Na | 3,871 | 0,233
‘He3He*Na | 1,352 | 1,532
‘He*He?3Na | 1,080 | 3,112

Tablica 3.6.: Prosjecne meducesti¢ne udaljenosti za dane trimere.

Izra¢unati podaci o skaliranoj §irini i skaliranoj energiji za *He3He**Na i *He?He?*Na
prikazani su na slici 3.26. gdje su dodani na postojeci graf iz [31] [69].

K=0/a (Tl); © + o
E[b] He, TV OO ® o
u IS(I\ T [bl >< 4HE') Der v 4 |
@ 2
. ‘Hey, O W ® |
= 4Heg 3l—le <

0k ”, Q‘} 22(:' 4He 3HE 7]..1 [ <> |
: ~ ° He'He K @ © ]
£ A 3., 03 ]

- He, "Na
”ﬁ- ‘He, *'K -

a 3[-le~, 8SRb
> 3,23 .

He ““Na ©
.......... o 4He,23Nd:IL
Stanje trimera: Be ©

— svevezano: [ EQT 4He3><o *3 a
1t & TNe 177195 & .
[ —tango: OO @ v+ QOO - ]
— Borromeanovo: © ¢ H @ A D i

1072 107! 1 10

Xp=mBpy/

Slika 3.26.: Skalirana Sirina Y, prikazana u ovisnosti o skaliranoj energiji Xy za os-
novno stanje trimera. Prazni ili 3/4 prazni simboli oznacavaju realisti¢ne sustave;
ako postoje dva ista simbola, desni je rezultat aproksimacije ReVe modelom, a lijevi
ili jedini rezultat dobiven realistiénim potencijalom V(7). Puni ili 3/4 puni simboli
oznacavaju rezultate RmVm modela, a razli¢itim bojama su razluceni razli¢iti tipovi
trimera (tablica 1.1.). Veli¢ina simbola veca je od greske. Za HeHeX trimere (X
= alkalijski metal), lijevi (desni) simbol odgovara He-X interakciji Cvetko (KTTY).
Horizontalna linija predstavlja halo granicu Y, ~ 2. Radi usporedbe, dodano je: iz lit-
erature [a|=[6] linija za hipermoment K = 0; iz [b]=[8] rezultati grubih teorijskih (T)
procjena bez procijenjene greske za atomske klastere, te rezultati eksperimentalnih
(E) mjerenja s pripadnim greskama za atomske jezgre.
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4. Rasprava

U tablici 4.7. su usporedeni dobiveni rezultati energije osnovnog stanja s onima iz

literature.
‘He*He**Na ‘He'He*Na Metoda ra¢unanja (Potencijali)
Ovaj rad | -59.13 (0.011) | -152.674 (0.006) DMC (HFDB,KTTY)
Ref. [71] -152.68 Adijabatska hipersferna (SAPTSM, KTTY)
Ref. [28] -18.3 -103.1 Adijabatska hipersferna (KTTY)
Ref. [72] 119, -148.5 DMC
(Duman-Smirnov/Tang-Toennies, KTTY)

Tablica 4.7.: Usporedba dobivenih rezultata energije s ve¢ poznatim vrijednostima.
Energije su dane u jedinicama mK.

Za slu¢aj ‘He*He?*Na trimera u literaturi su dane energije osnovnog stanja procijen-
jene razli¢itim potencijalima i metodama. Rezultat dobiven u ovom radu gotovo je
isti kao i u radu [71], gdje je koristen isti He-Na i slican He-He potencijal, ali ra-
zli¢ita metoda. Kada usporedimo nas rezultat s vrijednostima iz rada [72], u kojem
je koristena ista metoda racunanja i isti potencijal za He-Na interakciju, dobivamo
nizu procjenu energije u sluc¢aju kada oni koriste Duman-Smirnov potencijal za He-He
interakciju. Medutim, kada koriste Tang-Toennies potencijal za He-He interakciju,
dobivamo bolje slaganje s nasim rezultatom, gdje nas rezultat predvida nizu energiju
za oko 4 milikelvina. Iz toga mozemo zakljuciti da smo dobili zadovoljavajuci rezultat
za osnovno stanje trimera *He*He?3Na zadovoljavajué.

Za slucaj *He*He?Na trimera nadena je samo jedna veé¢ poznata vrijednost. Rezultati
se i ne poklapaju, medutim u istom je radu [28] izrac¢unata i vrijednost energije
osnovnog stanja *He*He?*Na koja se najmanje slaze s ostalim dostupnim rezultatima.
Stoga je u ovom radu to¢nije procijenjena vrijednost energije osnovnog stanja za
trimer *He3He*Na .

Prema skaliranim veli¢inama navedenim u tablici 3.6. trimeri *He3He*Na i “‘He*He**Na
ne zadovoljavaju uvjet za halo stanja (62). Sa slike 3.26. moZemo primjetiti da He-
He-Na trimeri prouceni u ovom radu su se smjestili na univerzalnoj liniji. Time smo
dodatno potvrdili da univerzalni zakon vrijedi ¢ak i ispod halo granice. Takoder
mozemo primjetiti da povecanjem mase sustava skalirana Sirina opada, a skalirana
energija raste, Sto sa slike 3.26. mozemo vidjeti kao pozicioniranje sustava niz uni-
verzalnu liniju.
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5. Zakljucak

Metodom varjacijskog i difuzijskog Monte Carla u ovom su radu prouceni trimeri
‘He’He*Na i *He*He?*Na. Egzaktne vrijednosti veli¢ina procijenjene su &istim i mi-
jeSanim estimatorima. Izracunate su energije osnovnog stanja spomenuith klastera, te
su odredeni prosje¢ni kvadrati meducesti¢nih udaljenosti, a za He*He**Na i razdioba
meducesti¢nih udaljenosti i udaljenosti od centra mase. Dobili smo energiju osnovnog
stanja za *He*He?3Na trimer do na gresku jednaku procjeni koji su dobili drugi autori
[72] drugom metodom i sliénim modelom potencijala za He-He interakciju. Dakle do-
biveno je izvrsno slaganje. Za *He3He?Na trimer dobivamo nizu energiju osnovnog
stanja od dostupne vrijednosti iz literature. No, kako taj rad daje najvisu procjenu
energije i za *He*He?*Na u odnosu na druge rezultate, mozemo zakljuciti da nas rezul-
tat daje bolju procjenu. Dodatni proracuni su provedeni za ispitivanje halo stanja
za prije navedene trimere i dobivamo da ne zadovoljavaju uvjet za halo stanja. No,
usporedbom s grafom ovisnosti skalirane Sirine o skaliranoj energiji dobivamo da se
trimeri *He3He?*Na i ‘He*He?*Na nalaze na univerzalnoj liniji, ¢ak i ispod granice za
halo stanja. Usporedbom s *He*He?3Na trimerom i sa slike 3.26. vidimo da s veéom
masom sustava, trimer putuje na grafu niz liniju univerzalnosti. Daljnjim istrazivan-
jem mogle bi se ispitati kutne raspodjele proucavanih trimera, kao i oblik koji tvore.
Takoder bilo bi zanimljivo prouciti ostale kandidate za halo stanja i njihov polozaj u
odnosu na liniju univerzalnosti.
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A Potencijali interakcije

A.1. HFDB

Zbog pojave pouzdanijih eksperimentlanih podataka 1987. Aziz et al. konstru-
iraju poboljSanu verziju He-He potencijala. Prethodno se Hartree-Fock model s
prigusenom disperzijom (HFD) pokazao pogodnim za prilagodbu eksperimentalnim
mjerenjima. Cini ga kombinacija numeric¢kih prora¢una i eksperimentlano dobivenih
veli¢ina. Odbojni dio potencijala dobiven je ab initio prora¢unom za sustave s popun-
jenim ljuskama, odnsosno metodom samouskladenog polja (SCF, engl. self consistent
field) koju su prvi primjenili Hartree i Fock (HF). Za pocetne disperzijske koeficijente
Cs, Cs, Chp uzete su tada poznate ab initio vrijednosti za koje je kasnije napravljena
finija prilagodba podesavanjem unutar eksperimentalne greske. Parametarski zadan
analiticki izraz

Virere(r) = € (vB(x) — F(2) Z Coite /ﬁﬂﬁ) (67)

prilagodavan je dobivenim podacima za razli¢ite udaljenosti x = r/r,,.
gdje je

Vi(z) = A*exp(—a*z + §*2?) (68)

Za udaljenosti manje od D uvedeno je gusenje

exp(— (%—1)2) e < D
1 x> D

F(x) = (69)
¢ime je postignuto trnjenje asimptotskog dugodoseznog privlacenja koje prestaje biti
valjano na malim udaljenostima. Fitanjem na ab initio vrijednosti, odredene su kon-
acne vrijednosti svih parametara koji nisu prethodno navedeni osim *, D, €, r,,. Po-
tonji su koristeni za prilagodbu modela eksperimentalnim podacima. Tako dobiveni
HFDB potencijal s parametrima danim u tablici 1.8. , bio je u skladu s kratkodoseznim
i dugodoseznim ab initio prora¢unima kao i s tada dostupnim eksperimentalnim po-
dacima.

A* =184431.01 | a* = 10.43329537 | cg = 1.36745214 | Cg = 1.461 au | D = 1.4826
e=10.948K f* = —2.27965105 | c¢g = 0.42123807 | Cg = 14.11 au

: = 2.6369
rmo=2963A | B=—0.259660 | cio=0.17473318 | C} = 183.5 au

3| 9

Tablica 1.8.: Parametri HFDB potencijala [69].
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A.2. KTTY

Numericki dobiveni podaci potencijala interakcije helija s alkalijskim i zemnoalkali-
jskim metalima fitani su na jednostavan model, kojeg prema inicijalima autora nazi-

vamo KTTY. Tako je KTTY model opisan izrazom:

8
Vize, (r) = Aexp(—byr + byr?) + Z fon(r, b'(r))% (70)

n=3
gdje su A, by i by parametri fita, Coyn konstantni asimptotski koeficijenti te fs,, funkcije
prigusenja

Joulr, V() = 1 —exp(=b(r) - 1) S w (71)

k=0

gdje je V'(r) derivacija argumenata eksponencijalne funkcije odbojnog dijela

b/(’l") = —b1 + 2627" (72)

Parametri potencijala interakcije helija s natrijem dani su u tablici
Disperzijske koeficijente viseg reda od 10. zapisali su rekurzivnom relacijom

o CanQ ’
CQTL - (02n4) C(2n76 (73)

Sustav Ajau by /au by /au Cs/au | Cg/au | Chp/au
He - Na | 2.218564 | 1.00872 | 0.00399053 | 23.768 | 1307.6 | 94563.2

Tablica 1.9.: Parametri za KTTY model potencijala dani u atomskim jedinicama
(au) te prikazani za interakciju helij-alkalijski metal [69].
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