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Sazetak

U ovom radu objasnjene su Cetiri faze rada pri rjeSavanju problema prema Georgeu
Polyau, a one su: razumijevanje zadatka, stvaranje plana, izvrSavanje plana i osvrt.
Navedene faze daju smjernice pomocu kojih se moze rijesiti problem. Korisne su za
ucitelje koji kod svojih ucenika zele razvijati vjestinu u rjeSavanju zadataka te za
ucenike koji nastoje razviti svoje vlastite sposobnosti. Uenici svoje vlastite
sposobnosti stjecu kroz rjesavanje zadatka, primjenu ste¢enog znanja i diskusiju o
rjeSenju. U radu su navedeni primjeri rjeSavanja zadataka po fazama rada prema
Georgeu Polyau. Na kraju je dan autoetnografski prikaz vlastitog rjeSavanja
problema prema navedenim fazama. Na umu uvijek trebamo imati da je rjeSenje
velikog problema i veliko otkrice. U rjeSavanju svakog problema ima nesto

otkrivacko.

Kljuéni pojmovi: George Polya, razumijevanje zadatka, stvaranje plana, izvrSavanje

plana, osvrt

Summary

In this work, four phases of solving problems, according to George Polya, have been
explained, and they are: understanding the task, creating a plan, completing the plan
and review. These phases serve as a guideline to solve the problem. They are useful
for teachers who want to develop skills in solving tasks with their students and for
students who want to develop their own abilities. Students acquire their own abilities
through solving the task, applying the acquired knowledge, and discussing the
solution. In the work, we can find examples of solving tasks according to the phase of
work made by George Polya. At the end there is an auto-etnographic review of own
problem solving approach according to the mentioned phases. We need to bear in mind
that the solution to a great problem is a great discovery. There is something revealing

in solving each problem.

Key words: George Polya, understanding the task, creating a plan, completing the plan,

review



1. UvOoD

George Polya jedan je od znacajnih matematicara 20. stolje¢a. Kao ambiciozan student
zelio je nauciti razumjeti neSto od matematike 1 fizike. Tako je pozorno slusao
predavanja, Citao knjige te pokuSavao shvatiti prikazana rjeSenja i €injenice. Pitanje

koje ga je neprestano uznemiravalo bilo je:

Jest, rjeSenje je tu, ¢ini se da je ispravno, no kako je moguce naci takvo rjesenje?
Jest, ovaj eksperiment cini se da uspijeva, cinjenice su tu, no kako ljudi mogu otkriti
takve cinjenici? A kako bih ja sam mogao nesto takvo pronaci i otkriti?*. (Polya, 1966,
str. VI)

Zeleéi shvatiti rjeSenje problema, motive i postupke pri rjesavanju zadataka i prenijeti
ih na u¢enike Polya je napisao knjigu ,,Kako c¢u rijesiti matematicki zadatak®. Knjigom
je htio posti¢i da ucitelji pomocu njegovih savjeta kod svojih ucenika razviju vjestinu

u rjeSavanju zadataka, a da sam ucenik razvije svoje vlastite sposobnosti.

Samo njegovo promisljanje i tok nastanka ove knjige motiviralo me za odabir teme
diplomskoga rada u kojem se govori o njegovim fazama rada pri rjeSavanju zadataka.
Te faze su potkrijepljene primjerima koje je Polya detaljno opisao. Njegova knjiga
potakla me da po primjeru njegove Cetiri faze rada pri rjeSavanju matematic¢kih
zadataka 1 sama pokuSam rijesiti nekoliko matematickih zadataka s promisljanjima i

pitanjima koje Polya sugerira da sebi postavljamo.

Polya sugerira da zadatke rjeSavamo tako da najprije shvatimo zadatak i stvorimo plan
za njegovo rjeSavanje, a zatim izvr$§imo plan i ponovno se vratimo u zadatak te

ustanovimo mozemo li kontrolirati taj dokaz, to jest provjeriti dobiveno rjesenje.

RjeSenje velikog problema veliko je otkric¢e. U rjeSavanju svakog problema ima nesto
otkrivacko. Ako neki zadatak pobudi interes i potakne kod osobe kreativnost i
dosjetljivost pri njegovu rjeSavanju te ako se zadatak rijesi vlastitim snagama, osoba
koja ga je rijeSila prozivjet ¢e napetost i osjecat ¢e ugodu stigavsi do rjeSenja. Tako se

moze stvoriti sklonost za umni rad i ostaviti dojam na karakter i duh osobe.



2. BIOGRAFIJA GEORGEA POLYAE

George Polya roden je u Budimpesti 13. prosinca 1887. godine. Nakon osnovne skole
upisuje gimnaziju u kojoj u¢i mnoge jezike kao Sto su grcki, latinski, njemacki i
madarski. Na sveucilistu u Budimpesti, 1905. godine upisuje pravo. Nakon prvog
semestra shvaca da mu je taj studij dosadan te se stoga prebacuj na studij jezika i
knjizevnosti. Nakon dvije godine ponosno stjeCe zvanje profesora latinskog i1
madarskog jezika. Nadalje se pocCinje zanimati za filozofiju, a njegov profesor
filozofije ga nagovara da upiSe teCaj iz fizike i matematike kako bi bolje shvatio
filozofiju. Polya tada shvac¢a da je je matematika predmet kojeg zeli proucavati.
Studirajuc¢i na sveuciliStu u Becu uz studij, Polya je poducavao barunovog sina
Gregora koji nije imao nikakvog talenta. Radi toga, Polya je posvecivao svoje vrijeme
pronalasku metode rjeSavanja problema koja bi pomogla barunovom sinu. Zakljucio
je da se vjestina rjeSavanja problema moze nauciti i da nije urodena vjestina. Svoju
doktorsku disertaciju iz matematike predaje nakon povratka u Budimpestu gdje u

meduvremenu upoznaje svog buduceg najboljeg suradnika, Gabora Szegu.

Godine 1913. odlazi na Gottingen na postdoktorski studij, a ve¢ je sljedece godine
pozvan da predaje u Ziirichu studentima medu kojima su bili Rontgen i Einstein. Svoju
buduéu suprugu Stellu upoznaje suradujuci s doktorom E. H. Weberom. Ona je bila
doktorova kcer te je s njom proveo 67 godina u braku sve do svoje smrti. Polya odlazi
u Englesku 1924. godine i tamo provodi narednih godinu dana na Oxfordu i
Cambridgeu. Zajedno sa Szegom sljede¢e godine objavljuje jednu od svojih
najutjecajnijin knjiga ,,Aufgaben und Lehrsdtze aus der Analysis. U njoj su
klasificirali matematicke probleme po metodi rjeSavanja, a ne po njihovoj tematici.
1937. godine objavljen je ,,Polya Enumeration Theorem®, jedno od njegovih
najpoznatijih otkrica. To otkri¢e je posljedica, koje se bavi prebrojavanjem broja
bojanja u N boja kona¢nog skupa na kojem djeluje konacna grupa G. Kemijske

strukture i moguce konfiguracije benzenskog prstena bile su motivacija za taj problem.

1940. godine zajedno sa svojom suprugom, Polya emigrira u Palo Alto u SAD zbog
ratnih prilika i svojih Zidovskih korijena. Nakon Brown Universitya, do mirovine radi

na Stanfordu. Poznat je po svojim istrazivanjima i poucavanju rjeSavanja problema.



Poucavao je mnoge profesore u osnovnoj i srednjoj skoli kako da motiviraju svoje

ucenike i razviju im vjestine rjeSavanja problema.

Knjigu ,,Kako rijesiti matematicki zadatak* objavljuje 1945. godine. Ona je prevedena
na 17 jezika, a prodana u gotovo milijun primjeraka. Osim ove knjige, Polya se
istaknuo s jos njih koje su znacajne za matematicku edukaciju. Knjiga ,,Matematika i
uvjerljivo zakljucivanje* iz 1954. godine prevedena je na Sest jezika, a ,,Matematicko

otkri¢e* iz 1962. godine na devet jezika.

Gotovo do dana svoje smrti posjec¢ivao je srednje Skole na zapadu SAD-a te drzao
predavanja. Tako je okupljao mnogo mladih koji su bili zainteresirani za matematiku

i posjecivali njegove seminare na Stanfordu. Umro je u Palo Altu 7. rujna 1985.



3.  RJESAVANJE ZADATAKA U UCIONICI

Najvaznija uciteljeva duznost je pomoci svojim ucenicima, a za to je potrebno vrijeme,
praksa i predanost. Prema Polyau (1966) ucenik bi se trebao $to vise osamostaliti, ali
bez dovoljne pomoéi ucitelja on neée napredovati. U suprotnom, ukoliko ucitelj
pomaze uceniku previse, ucenik dobiva rjesenje bez samostalnog razmisljanja i ne
preostaje mu nisSta za rad. Stoga bi ucitelj trebao pomagati uceniku u odredenoj mjeri
oprezno i nenametljivo, ali mu i omoguc¢iti da sudjeluje u radu. Ucitelj treba pomagati
na prirodan nacin te se postaviti na uc¢enikovo mjesto i gledati situaciju s njegovog
stajaliSta. Polya (1966) navodi kako ¢e ucitelj pomaganjem doc¢i do postavljanja istih
pitanja (npr.: Sto je nepoznato? Sto Zelis pronaci? Sto zapravo trazis?) &ime ¢e
usmjeriti u¢enikovu paznju na nepoznanicu te ¢e u¢enika upozoravati na iste postupke.
Nepoznanicu iz zadatka potrebno je usporediti s istom ili slicnom nepoznanicom iz
poznatog nam zadatka i prisjetiti se metode kojom smo je spoznali. Ucitelj ima
dvostruki cilj obracajuci se svojim ucenicima. On Zeli pomo¢i u¢eniku da rijesi svoj
zadatak te da razvije umne sposobnosti kako bi ubuduée sam mogao rijesiti zadatak.
Polya (1966) navodi da je rjeSavanje zadataka prakti¢na vjeStina U kojoj osoba koja
rjeSava zadatak mora promatrati i oponasati ono Sto drugi ¢ine kada rjeSavaju zadatke
te tako uci sastavljati nove zadatke radec¢i na njima. Ako ucitelj kod svojih u¢enika zeli
razviti sposobnost rjeSavanja zadataka, mora im pobuditi interes za zadatke te im dati
dovoljno vremena za oponasanje i vjezbanje. Prema Polyau (1966), zeli li uéitelj kod
svojih ucenika razvijati misaone operacije, postavljat ¢e u€enicima pitanja sve do
trenutka dok pitanja nisu usiljena. Tako ucenik otkriva pravilno koriStenje pitanja i

preporuka.



4.  CETIRI FAZE RADA

Prema Polyau (1966) pri rjesavanju nekog zadatka svoje stajaliSte mijenjamo viSe puta
i tako neprestano zauzimamo drugi polozaj. U pocetku ¢e nasa predodzba o zadatku
biti nepotpuna, no ¢im je unaprijedimo nasi ¢e se vidici mijenjati sve dok zadatak ne

bude rijesen.
Polya (1966) navodi kako je korisno proci kroz Cetiri faze rada pri rjeSavanju zadatka:
Prvo, zadatak najprije moramo razumijeti i jasno vidjeti §to se trazi.

Drugo, moramo razmotriti medusobne povezanosti pojedinih sastavnica u zadatku.
Moramo uociti vezu izmedu zadanih podataka i nepoznanice, kako bismo dosli do

ideje rjeSenja zadatka i ostvarili plan.
Trece, trebamo izvrsiti plan.

Cetvrto, vr§imo 0svrt na postupak rjeSavanja zadatka, provjeravamo napisano i

raspravljamo o gotovom rjesenju.

Ako ucenik preskoci neku od ovih navedenih faza i vodi se svojim idejama, autor
(1966) navodi kako moze ispasti nesto nepozeljno. Zato je vazno da ucenik najprije
razumije zadatak 1 napravi plan. Izbjec¢i ¢e mnoge pogreSke ako kontrolira svaki korak

u izvrSavanju svoga plana.

4.1. Razumijevanje zadatka

Pri rjeSavanju zadatka potrebno je razumijevanje i teznja za njegovo rjesavanje.
Zadatak bi trebao biti zanimljiv te niti prelagan niti pretezak. Ucenik prvo mora shvatiti
tekst, a ucitelj razumijevanje teksta moze kod ucenika provjeriti tako da zahtijeva od
njega da tekst ponovi. Polya (1966) navodi kako bi u¢enik morao znati formulirati
zadatak i ukazati na njegove glavne dijelove to jest na nepoznanice, zadane podatke i

uvjete, a ucitelj ga neprestano treba poticati pitanjima vezanima uz njih:
,Sto je nepoznato? Sto je zadano? Kako glasi uvjet?* (Polya, 1966, str. 6)

Ucenik treba pazljivo, viSe puta i s raznih strana preispitati glavne dijelove zadatka.

Ako je zadatak vezan uz crtez, potrebno je nacrtati skicu, te na njoj istaknuti



nepoznanice i oznake. Polya (1966) navodi ako je potrebno imenovati objekte, treba
uvesti prikladne oznake i pritom paziti na njihov prikladan izbor. Tada je ucenik

prisiljen promatrati objekte koje treba obiljeziti.

U tom stadiju, uz uvjet da ne o¢ekujemo konacan odgovor ve¢ privremeni odgovor ili

slutnju, korisno je pitanje:

., Je li moguce zadovoljiti uvjet?* (Polya, 1966, str. 6)

4.1.1. Primjer prve faze rada — Razumijevanje zadatka

Zadatak: Kolika je dijagonala pravokutnog kvadra, kojemu su poznate duZina,
Sirina i visina

Polya (1966) navodi kako je za rjeSavanje ovog zadatka potrebno da ucenici najprije
znaju Pitagorin poucak i njegove detaljnije primjene, a iz dijela stereometrije su im

dovoljna op¢a znanja.
Ucitelj moze zadatak uciniti interesantnijim tako da ga konkretizira.

,UCionica ima oblik kvadra, kojemu bi se dimenzije mogle izmjeriti, a mogu se i samo
grubo procijeniti. Ucenici trebaju naci, ,,indirektno izmjeriti*, dijagonalu. Nastavnik
pokazuje duljinu, Sirinu i visinu uéionice, naznacuje pokretom ruke dijagonalu i
ozivljava sliku, nacrtanu na plo¢i, upozoravajuéi neprestano na ucionicu.* (Polya, 1966,

str. 6)
Razgovor izmedu nastavnika i njegovih ucenika zapoceo bi ovako:
Utitelj: ,,Sto je nepoznato?
Ucenik: ,, Duljina dijagonale kvadra. *
Ugitelj: ,, Sto je zadano?
Ucenik: ,, Duljina, sirina i visina kvadra.
Ucitelj: Uvedi prikladne oznake! Kojim slovom da oznacimo nepoznanicu?
Ucenik: ,,x
Ucitelj: ,, Koja slova Zelis za duljinu, Sirinu i visinu? *

Ucenik: ,,a, b, ¢.

10



Ucitelj: ,, Kako glasi uvjet koji veze a, b, c i x?*
UcCenik: ,,x je dijagonala kvadra kojemu su a, b, ¢ duljina, Sirina i visina.

Ucitelj: ,,Ima li zadatak smisla? Mislim time da li je uvjet dovoljan za odredivanje

nepoznanice? **

UcCenik: ,,Da. Znamo li a, b, ¢, znamo kvadar. Ako je odreden kvadar, odredena je i

dijagonala. “

(Polya, 1966, str. 6-7)

4.2.  Stvaranje plana

Polya (1966) navodi da plan imamo kada u glavnim crtama znamo racune i

konstrukcije koje moramo izvesti da bi dobili nepoznanicu.

»Put od razumijevanja zadatka do postavljanja plana moze biti dug i krivudav. Ta se
ideja moze pojavljivati postepeno. No, ona moze, nakon prividno bezuspje$nih pokusaja
i perioda krzmanja, i iznenada sinuti kao ,,sjajna ideja“. Najbolje §to nastavnik moze za
svoje ucenike uciniti jest: nenametljivo im pomo¢i da do takve ,,sjajne ideje” dodu.*

(Polya, 1966, str. 7)

Uciteljeva pitanja i preporuke izazivaju ,,sjajnu ideju”. Prema autoru (1966) ucitelj bi
se trebao staviti u poloZaj ucenika te obratiti pozornost na svoje vlastito iskustvo, na
teSkoce 1 uspjehe koje je 1 sam imao pri rjeSavanju zadatka. Tesko je do¢i do dobre
ideje ako predmet koji prou¢avamo malo poznajemo, a takoder je nemoguce do¢i do
ideje ako predmet uopce ne poznajemo. Ideje se stjecu iskustvom iako samo sjecanje
nije dovoljno za nju. Polya ovu situaciju usporeduje s gradnjom kuce. On (1966)
navodi kako sam materijal nije dovoljan za izgradnju kuce, ali je takoder ne mozemo
izgraditi ako ga nismo prikupili. Materijal koji je potreban za rjeSavanje matematickog
zadatka sastoji se od ranijeg steCenog matematickog znanja, to jest ranije rijeSenih
zadataka i dokazanih teorema. Stoga je, prije rjeSavanja zadatka, dobro zapoceti rad

pitanjem:

., Znas li neki srodni zadatak?* (Polya, 1966, str. 8)

11



Postoji mnogo zadataka koji su srodni zadatku koji nam je zadan. Od njih trebamo
odabrati jedan ili nekoliko njih koji ¢e nam koristiti. Polya (1966) daje preporuku koja

nam ukazuje na bitno zajednicko svojstvo:

,, Promotri nepoznanicu! I nastoj sjetiti se nekog tebi poznatog zadatka koji sadrzi istu

ili slicnu nepoznanicu!““ (Polya, 1966, str. 8)

Ako se sjetimo takvog poznatog nam zadatka kojeg smo ranije rijesili imamo srecu i

trebamo je opravdati tako da iskoristimo taj zadatak:

., Evo zadatka koji je srodan tvom, a vec je rijesen! Mozes li ga upotrijebiti? “ (Polya,

1966, str. 8)

Ako su dosadas$nja pitanja shvacena, onda bi trebala pomo¢i pri pokretanju ispravnog
lanca misli iako nije uvijek tako. Polya (1966) navodi kako ta pitanja nemaju ¢arobne
moci. U slucaju da pitanja ne djeluju u ispravnom pokretanju lanca misli trebaju se
traziti nove pocetne tocke i istrazivati razlicite aspekte zadatka koji je ispred nas. Autor

(1966) navodi kako zadatak moramo varirati, preobrazavati te raditi preinake.
., Mozes li zadatak drugacije izraziti? *“ (Polya, 1966, str. 8)
Do prikladnog pomo¢nog pitanja moze nas dovesti variranje zadatka:

., Ne mozes li rijesiti postavijeni zadatak, pokusaj najprije rijesiti neki srodni zadatak!

“(Polya, 1966, str. 8)

Prema Polyau (1966) ako pokuSamo upotrijebiti poznate zadatke i teoreme te ako
razmotrimo razne modifikacije 1 uvedemo razne pomoc¢ne zadatke, moze se dogoditi
da se udaljimo od svog prvobitnog zadatka toliko da se potpuno izgubimo, sljede¢im

pitanjima se vra¢amo ka njemu:

wJesi li iskoristio sve zadano? Jesi li iskoristio citav uvjet?* (Polya, 1966, str. 8)

4.2.1. Primjer Cetvrte faze rada — Stvaranje plana

Polya (1996) nastavlja s primjerom kojeg smo promatrali nakon §to su uéenici poceli
shvacati zadatak, zainteresirali se za njega i pocinju stvarati svoje ideje. Ako uditel;

uvidi da ucenici nemaju ideja, tada on nastavlja voditi dijalog s ucenicima tako da u
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izmijenjenom obliku ponavlja pitanja na koja ucenici ne odgovaraju. Pri tome, ucitelj

¢e se u vedini slucajeva susresti sa zbunjuju¢om Sutnjom ucenika.

Primjer razgovora izmedu ucitelja i u¢enika pri ponavljanju pitanja na koja ucenici ne
odgovaraju:
ucitelj: ,, Znas [i neki srodni zadatak?
Ucitelj se susrece sa Sutnjom svojih ucenika.
Ucitelj: ,,Promotri nepoznanicu! Znas li neki zadatak koji sadrzi istu nepoznanicu?
Ucitelj se ponovno susrece sa Sutnjom svojih ucenika.
Ucitelj: ,,No, sto je nepoznato? *
Ucenik: ,, Dijagonala kvadrata.
Ucitelj: ,, Znas li neki zadatak s istom nepoznanicom? *
Ucenik: ,, Ne. Jos nismo imali zadatak o dijagonali kvadra.
Ucitelj: ,,Znate li zadatak sa slicnom nepoznanicom?

Ucitelj se iznova susrece sa Sutnjom svojih ucenika.

Ucitelj: ,,Vidite, dijagonala je duzina. Jeste li rjeSavali zadatak u kome je bila

nepoznanica duljina neke duzine?

UcCenik: ,,Da, da, svakako, jesmo. Trazili smo, na primjer, stranicu pravokutnog

trokuta.

Ucitelj: ,,Dobro! To je zadatak koji je srodan vaSem, a vec je rijeSen. MozZete li ga

upotrijebiti? *
Ucenici ponovno Sute.

Ucitelj: ,,Vi se srecom sjecate jednog zadatka koji ste vec prije rijesili, a srodan je vasem
sadasnjem. Biste i uveli neki pomocni element da budete u mogucnosti upotrijebiti taj

zadatak? “
Ucenici Sute 1 dalje.

Utitelj: ,,Pazite! Zadatak kojega ste se sjetili obraduje trokut. Imate li na svojoj slici

kakav trokut?

(Polya, 1966, str. 9)
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Polya (1966) navodi da se mozemo nadati da je ova uputa bila dovoljno eksplicitna da
ih navede na ideju rjesenja koja se sastoji u tome da uvedemo pravokutni trokut (slika
1.), kojemu je trazena dijagonala hipotenuza. Takoder navodi da ucitelj treba biti
spreman i na slucaj da ni to pitanje nece biti dovoljno da ,,probudi* uc¢enike. Ako do

toga dode, ucitelj mora imati u rezervi dodatne jos jasnije upute:

,, Biste li htjeli imati na slici trokut?

Koju vrstu trokuta biste najradije imali?

Dijagonalu jos ne znate naci, a kazete da biste mogli naci stranicu trokuta. No, §to Cete uciniti?

Biste li mogli odrediti dijagonalu kada bi ona bila stranica trokuta? “ (Polya, 1996, str. 10)

Slika 1. Pravokutni trokut kojemu je hipotenuza dijagonala kvadrata x

Kada u€enici uspiju pronaci pravokutni trokut 1 oznaciti ga na skici, ucitelj se u to treba

uvjeriti kako bi ih mogao potaknuti na izraCunavanje:

Ucitelj: ,, Mislim da je bila dobra ideja nacrtati taj trokut. Sada imate taj trokut, no

imate li nepoznanicu? **

UcCenik: ,, Nepoznanica je hipotenuza tog trokuta. Mi je mozZemo izracunati po

Pitagorinom poucku. *
Ucitelj: ,, MozZete, ako su poznate obje katete. Jesu li one poznate? *

Ucenik: ,,Jedna je kateta zadana , to je c. A drugu, mislim nije tesko naci. Pa da — druga

«

kateta je hipotenuza jednog drugog pravokutnog trokuta.
Ucitelj: ,, Vrlo dobro! Sada vidim da imate plan.

(Polya, 1966, str. 10)
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4.3. lIzvrSavanje plana

Da bi stvorili plan potrebna su nam ranije steCena znanja, koncentracija na cilj i sreca.
Izvrsiti plan je mnogo lakSe nego stvoriti ga i za to je potrebno mnogo strpljenja.

Strpljivo moramo ispitivati redom detalje dok nam sve ne bude jasno.

Prema Polyau (1966) ucitelj ima malo posla ako je ucenik uistinu shvatio plan, ali
opasnost bi se mogla pojaviti ako ucenik plan zaboravi. To se ve¢inom dogada kada

ucenik primi plan na osnovu uciteljevog autoriteta to jest izvana.

Polya (1966) navodi ako ucenik provodi plan kojeg je izradio sam takvu ideju nece

lako zaboraviti jer je pra¢ena unutarnjim zadovoljstvom.

Ucitelj treba zahtijevati da uc¢enik kontrolira svaki korak. U ispravnost nekog koraka
mozemo se uvjeriti ,,intuitivno* ili ,,formalno*. Potrebno je koncentrirati se na plan
sve dok ne prestanemo sumnjati i uvidimo ispravnost tog koraka ili ga razjasniti prema

formalnim pravilima.

Polya (1966) navodi da ucenik treba biti uvjeren u ispravnost svakog koraka pri
rjeSavanju zadatka, a ucitelj ¢e u izvjesnim slucajevima naglasiti razliku izmedu

Luvidjeti“ 1 ,,dokazati* pitanjima:

wMozes li jasno vidjeti da je korak ispravan? Mozes li i dokazati da je korak

ispravan? “ (Polya, 1966, str. 11)

4.3.1. Primjer trece faze rada — IzvrSavanje plana

Sada ucenik napokon ima ideju rjeSenja zadatka. Na slici, u€enik vidi pravokutni trokut
kojemu je nepoznata hipotenuza oznacena sa x, jedna kateta je zadana visina c, a druga
kateta je dijagonala jednog pravokutnika. Prema Polyau (1966), ucenik treba uvesti
prikladne oznake, pa pretpostavimo da je s y oznaio drugu katetu, dijagonalu
pravokutnika sa stranicama a i b. Nakon §to su se uvele oznake, ideja rjeSenja bi se
trebala javnije vidjeti, a sastoji se u tome da se uvede pomo¢ni zadatak s nepoznanicom
y. UcCenik najprije treba analizirati jedan, a potom drugi pravokutni trokut obrac¢ajuci

pozornost na sliku 1.

15



Analizirajuéi, u€enik ¢e dobiti:
X2 = y2 + 2
y2= a + b2
A odatle, eliminiranje pomo¢ne nepoznanice Y:
=g + b2 + 2
x=va2+b% + 2
(Polya, 1966, str. 12)

Ako se to¢no izvodi korak po korak, ucitelj nema razloga prekidati rad ucenika, osim

u slucaju kada Zeli naglasiti u¢enicima da pazljivo kontroliraju korak po korak.
Ucitelj moze postaviti pitanje:

»Mozes li jasno vidjeti da je trokut sa stranicama x, y, ¢ pravokutan?* (Polya, 1966,

str. 12)

4.4, Osvrt

Ucenici gotovo uvijek nakon rijeSenog zadatka zaklapaju svoje biljeznice 1 ¢ekaju

daljnju uputu za rad. Time izostavljaju vaznu i poucnu fazu rada, osvrt.

,»Osvrtom na gotovo rjeSenje, ponovnim razmatranjem 1 preispitivanjem rezultata 1
puta koji je do njega doveo, oni bi mogli uévrstiti svoje znanje i povecéati svoje

sposobnosti u rjesavanju zadataka.* (Polya, 1966, str. 12)

Prema Polyau (1966), ucitelj bi i nakon §to su ucenici rijesili zadatak trebao dati do
znanja da ima jo$ posla oko njega te da uvijek svojom marljivo§¢u mozemo poboljSati

rjeSenje kako bismo ga bolje razumjeli.

,Ucenik je dakle izvrSio svoj plan. Napisao je rjeSenje kontroliraju¢i pri tom svaki
korak. Prema tome, imao bi razlog vjerovati da mu je rjeSenje ispravno. Ipak: pogreske
su uvijek moguce, naroCito ako je dokazivanje bilo dugo i zapleteno. Stoga je

provjeravanje pozeljno.“ (Polya, 1966, str. 13)
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Polya (1966) navodi pitanja za brz i intuitivni postupak provjeravanja rezultata:
., Mozes i provjeriti rezultat? Mozes i provjeriti dokaz? *“ (Polya, 1966, str. 13)

Takoder navodi dva dokaza kojima se preko osjetila gledanja i dodirivanja moze

uvjeriti u ispravnost rjesenja:

., Mozemo li rezultat izvesti drugacije? Mozes li ga uociti na prvi pogled?* (Polya,

1966, str. 13)

Polya (1966) smatra da je jedna od glavnih duznosti ucitelja da njegovi ucenici ne
steknu dojam da su matematicki problemi nepovezani kako medusobno, tako i s bilo
¢im drugim (npr. razli¢itim dijelovima matematike i stvarnog zivota). Promisljanje o
rijeSenom zadatku prilika je da se istraze te veze. Nakon rijeSenog zadatka, u€enicima
¢e biti interesantno pogledati zadatak unatrag, posebno ako su pri rjeSavanju ulozili
veliki trud. Ucenici Ce tada zeljeti uvidjeti $to jo§s mogu postic¢i kroz taj napor te kako
mogu i neki drugi put postupiti jednako dobro.

Ucitelj moze potaknuti ucenike na promisljanje o rijeSenom zadatku tako da zamisle
slucajeve u kojim bi mogli iskoristiti upotrijebljeni postupak ili primijeniti dobiveni

rezultat:

~Mozes li rezultat ili metodu upotrijebiti za neki drugi zadatak?*. (Polya, 1966, str.
13)

4.4.1. Primjer Cetvrte faze rada - Osvrt

Prema Polyau (1966) u fazi izvrSavanja plana ucenici su dosli do rjeSenja i shvatili da

ako su a, b i c tri brida kvadra koja izlaze iz istog vrha, dijagonala je:
VaZz + b% + c2.

»Mozes [i provjeriti rezultat? “ (Polya, 1966, str. 13)

Na ovakvo pitanje ne moze se oc¢ekivati dobar odgovor od neiskusnih osoba.

Polya (1966) navodi kako bi uéenici trebali rano uvidjeti da zadatci ,,sa slovima“ imaju
prednost pred numerickim zadatcima. Zadatke ,,sa slovima* moZemo provjeriti na
razne nacine, za razliku od numerickih zadataka kojima bi neki od takvog nacina

provjeravanja bio nezgodan. Ucitelj moze raznim pitanjima o rezultatu diskutirati s
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ucenicima. Prema Polyau (1966), ucenici bi trebali lako odgovarati na takva pitanja s
odgovorima ,,da“, dok bi odgovor ,,ne* upucivao na moguénost da postoji pogreska u

zadatku.
Primjeri pitanja koja ucitelj moze postaviti svojim ucenicima u ovoj fazi su:

,Jesi li iskoristio sve zadano? Pojavljuju li se u tvojoj formuli za dijagonalu sve

zadane velicine a, b, c? ,, (Polya, 1966, str. 14)

»Duljina, Sirina visina jednako su vazne u nasem pitanju, nas je zadatak simetrican s
obzirom n a, b, c. Je i izraz dobiven za dijagonalu, simetrican a, b, c¢? Ostaje li on
nepromijenjen ako medusobno zamijenimo a, b, ¢? Na$ je zadatak stereometrijski:
odrediti dijagonalu kvadra kome su zadani bridovi a, b, ¢. Taj zadatak je analogan
planimetrijskom zadatku: odrediti dijagonalu pravokutnika kome su zadane stranice a,
b. Da li je i rezultat naseg "prostornog" zadatka analogan rezultatu naseg ,, ravninskog
zadatka? Ako se visina ¢ smanjuje i najzad nestaje, na§ kvadar postaje paralelogram.
Uvrstis li u svoju formulu ¢=0, dobivas li ispravnu formulu za dijagonalu pravokutnog

paralelograma? (Polya, 1966, str. 14)

Polya (1966) navodi da ako visina c raste, onda i dijagonala raste. ,, Pokazuje li to
Sformula? *“ Ako sva tri brida a, b, ¢, kvadra rastu u istom omjeru, tada raste i dijagonala
u tom istom omjeru. Zamijeni li se u formuli a, b, ¢ s 10a, 10b, 10c, izraz za dijagonalu

takoder mora ispasti deseterostruki. Da /i je to tocno?

Prema autoru (1966), ako a, b, ¢ mjerimo u decimetrima, tada formula daje i
dijagonalu mjerenu u decimetrima, a ako se sve mjere pretvore u centimetre, formula
mora ostati ispravna. Da [i je to tocno? Tada uéenici provjeravaju promatranjem

dimenzije, stoga su takva pitanja dobra radi njihovog ucinka iz viSe razloga.

»Ponajprije inteligentnog uc¢enika ne moZze, a da ne impresionira ¢injenica da formula

odolijeva tolikim iskusenjima.* (Polya, 1966, str. 15)

Prema Polyau (1966) ucenik je prije bio uvjeren da je formula ispravna, radi toga $to
ju je pazljivo izveo. Sada je uvjeren jo§ viSe. Zahvaljujuéi postavljenim pitanjima
pojedinosti formule dobivaju novo znacenje te se povezuju s raznim ¢injenicama iz
podrucja matematike, pa ¢e se povecati izgledi da ucenici zapamte formulu. Navedena
pitanja mogu se prenijeti na slicne zadatke, a nakon odredenog iskustva, inteligentan

ucenik ¢e 1 sam moci zapaziti opce osnovne ideje: iskoriStavanje svih bitnih podataka
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te njihovo variranje, simetriju i analogiju. Navikne li u¢enik usmjeravati svoju paznju

na takve stvari, to ¢e biti vrlo korisno za usavrSavanje vjestine rjeSavanja zadataka.
~Mozes li kontrolirati dokaz?** (Polya, 1966, str. 15)

U tezim slucajevima argumentaciju se treba provjeravati korak po korak, dok je u

obi¢nim slucajevima dovoljno pri provjeravanju rezultata izvuéi ,,Skakljiva® mjesta.
U ovom zadatku vraéamo se u fazu izvrSavanja plana i postavljenog pitanja:

~Mozes li jasno vidjeti da je trokut sa stranicama X, Y, ¢ pravokutan? (Polya, 1966,
str. 12)

»Mozes li rezultat ili metodu upotrijebiti za neki drugi zadatak?* (Polya 1966, str. 15)

Polya (1966) navodi da ¢e uz uciteljevu potporu i primjere ucenici lako pronaci
primjene koje se uglavhom sastoje u tome da se apstraktnim matemati¢kim
elementima zadatka pridaje neka konkretna interpretacija. Primjer toga jest uciteljeva
konkretna interpretacija u ovom zadatku kada je za kvadar uzeo ucionicu. Ako ucenici

iscrpe svoju fantaziju, ucitelj sam moze postaviti neznatno promijenjen zadatak:

., U kvadru je zadana duljina, Sirina i visina. Nadi udaljenost od njegova sredista do

Jjednog vrha.** (Polya, 1966, str. 15)

Prema Polyau (1966) ucenici tada, ako primijete da je traZzena udaljenost polovina
izraCunate dijagonale, mogu primijeniti rezultat svog upravo rijeSenog zadatka.
Takoder mogu primijeniti metodu uvodeci prikladne pravokutne trokute. Nadalje
Polya (1966) navodi kako ucitelj mora ponovno razmotriti medusobni polozaj Cetiriju
dijagonala u kvadratu i Sest piramida, kojima su baze susjedne plohe kvadrata, srediSte
kvadrata im je zajednicki vrh, a poludijagonale pobo¢ni bridovi. Ucitelj, u slu€aju da

se kod ucenika ,,probudila“ geometrijska fantazija, moze postaviti pitanje:

., Mozes [i rezultat ili metodu upotrijebiti za neki drugi zadatak?** (Polya, 1966, str.
16)
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Ucenikova konkretna interpretacija glasila bi:

»Na nekoj zgradi, u srediStu njenog horizontalnog pravokutnog krova, dugog 21 m,
Sirokog 16 m, treba podi¢i jarbol za zastavu visok 8 m. Da u€vrstimo jarbol, potrebna
su nam Cetiri jednaka celi¢na konopa. Konopi se trebaju protezati od jednog zajednickog
mjesta na jarbolu, koje je 2 m ispod vrha jarbola, pa do Cetiriju ugaonih tocaka na krovu.

Koliko je dugacak pojedini konop?* (Polya, 1966, str. 16)

Ucenici bi tada trebali primijeniti svoju metodu te uvesti jedan pravokutni trokut u
vertikalnoj, a drugi u horizontalnoj ravnini. Polya (1966) navodi kako osim toga mogu
I upotrijebiti rezultat zamislivsi pravokutni kvadar, kojem je dijagonala x od Eetiri

konopa, dok su mu bridovi:
a=105 b=8 c=6.

Upotrebom formule ucenici ¢e naci ,, X = 14,5, (Polya, 1966, str. 16)
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45.  Cetiri faze rada kroz zadatak krnja piramida

4.5.1. Razumijevanje zadatka

U jeziku se Cesto koriste metafore koje mogu biti slabe, posredne i jasne. Polya (2003)
navodi kako su ga bas opée metafore dovele do geometrijske ilustracije te da su mnoge

metafore medusobno ovisne.

,One mogu biti medusobno povezane, jedinjene, vise ili manje sli¢ne ili pak
obrnuto medusobno slijepljene u grupi. Tako postoji opsezna porodica metafora
koje istodobno imaju dvije karakteristi¢ne crte: sve se one ti¢u osnovnih principa
rjeSavanja zadataka i sve one dovode do istih geometrijskih konfiguracija.*
(Polya, 2003, str. 173)

Prema Polyau (2003) naéi rjeSenje zadatka znaci utvrditi vezu izmedu ranije
diferenciranim objektima ili idejama. To znac¢i da moramo utvrditi vezu izmedu:
objekata koje imamo i objekata koje moramo pronaéi, zadanog i nepoznatog te

pretpostavke i zakljucka.

Istraziva¢ zasluZuje vece priznanje time §to su u pocetku zavisni objekti dalji. Polya

(2003) navodi kako ponekada takva veza moze biti zamiSljena kao most.

»Znacajno otkri¢e zadivljuje nas kao i gradanja mosta nad dubokim ponorom koji dijeli
dvije medusobno daleke ideje. Cesto je ta veza ostvarena pomoéu lanca: dokaz stoji
pred nama kao uzajamna vrsta argumenata, kao lanac — dugacak lanac izvoda. Taj lanac
u cjelini nije ¢vrséi od najslabije karike u njemu. Ako bilo koja karika nedostaje,

nemamo valjano zasnovanog dokaza., nema neprekinutosti tijeka rasudivanja.* (Polya,

2003, str. 173-174)

Kako bi znali $to je zadatak najprije moramo imati neki primjer. Polya daje primjer

stereometrijskog zadatka:

,»Nadite obujam V pravilne uspravne krnje Cetverostrane piramide ako je zadana
njezina visina h, duljina brida donje osnovice b i duljina brida gornje osnovice a.“
(Polya, 2003, str. 174)

Polya (2003) navodi da najprije treba obratiti pozornost na cilj zadatka i na to $to je

nas$ prvi korak na putu prema rjesenju.
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Zadajemo si pitanje: ,, Sto se zahtijeva? . (Polya, 2003, str. 174)

Nadalje, pokusavamo $to jasnije zamisliti zadani oblik tijela, kojemu Zelimo odrediti

obujam (slika 2., lijevo).

Polya (2003) navodi kako misaonu sliku mozemo prirodno grafi¢ki interpretirati kao
jednu to¢ku koju oznacimo s V (slika 2., desno). Na tu to¢ku mora biti usredoto¢ena

nasa paznja.

Sto treba?

o

Slika 2. Usmjeravanje pozornosti na jedan objekt

Nepoznanicu je nemoguce naci ako o njoj ne znamo nista.

Zato je potrebno postaviti pitanje: ,, Sto je zadano — ili sto imamo? “ (Polya, 2003, str.
175)

Prema Polyau (2003), nakon §to si postavimo pitanje trebamo zadrzati pozornost na

crtama figure ¢ije su nam duljine poznate, to jest na duzinama ¢ije su duljine a, b i h.

»Kvadrat sa stranicom duljine a je na gornjem dijelu promatranog tijela, a kvadrat sa

stranicom duljine b je na donjem dijelu (vidi sliku 3., lijevo).* (Polya, 2003, str. 175)

Sada se, prema Polyau (2003), nasa misao o obliku izmijenila. Njen odraz su nove tri

tocke koje se pojavljuju i koje prikazuje slika 3., desno.
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Sto je zadano?

]
= o
o

Slika 3. Kako popuniti prazninu izmedu gornje osnovice a, gornje osnovice b i visine
h

Polya (2003) navodi kako uvedene tri tocke predocavaju zadano. Izmedu tocaka i
nepoznanica postoji prekid koji je prikazan s prazninama. Praznina simbolizira
problem Kkoji se nalazi ispred nas. Prema Polyau (2003) cilj nam je povezati

nepoznanicu V sa zadanim podacima a, b i h te popuniti prazninu izmedu njih.

Za prvu fazu rada bitno nam je razumjeti zadatak, a to se ostvarilo zornom predodzbom

cilja kojemu tezimo, to jest prekidom.

4.5.2. Stvaranje plana
., U kojem smjeru krenuti dalje? “ (Polya, 2003, str. 175)

Polya (2003) navodi ako nismo u stanju rijesiti postavljeni zadatak, trebamo pronaci

srodan zadatak koji je laksi. Potrebno je postaviti pitanje:
,Sto je nepoznanica? — Obujam krnje piramide.
Kakvo je to geometrijsko tijelo? — To je dio pune piramide.

Kakav dio? Kako se on definira? — Kao dio izmedu ... Dalje ne nastavljamo to

je dovoljno za drugaciju formulaciju problema.

Krnjom piramidom zovemo dio pune piramide Kkoji ostaje ako se od pune
piramide odreZze mala piramida odrezana ravninom koja je usporedna s

osnovicom. (Polya, 2003, str. 175)
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Prema Polyau (2003) u ovom zadatku osnovica veée piramide je kvadrat povriine b2,

,»Ako bismo znali obujme tih dvaju piramida — ozna¢imo ih s B i A, tada bismo znali
na¢i obujam V krnje piramide: V =B — A.“ (Polya, 2003, str. 175)

Sada imamo ideju, a ona je da pokusamo pronademo obuje B i A.

Polya (2003) navodi kako se sada pocetni zadatak nalazenja obujma V krnje piramide
sveo na dva pomoc¢na i srodna zadatka, to jest na nalazenje obujma A i B punih

piramida.

Ovaj proces trebamo graficki predoditi. Polya (2003) navodi kako na slobodno mjesto
izmedu zadanih a, b i h, i nepoznanice V trebamo staviti dvije nove toc¢ke i oznaciti ih
s A i B. Kako bismo naglasili povezanost izmedu triju veli¢ina, Polya (2003) navodi
da trebamo nacrtati duzine od A do V, te od B do V. Time je zorno prikazano kako
polaze¢i od A i B mozemo doci do V. Polya (2003) govori kako se rjeSavanje zadatka

sada svodi na rjeSavanje dvaju jednostavnih zadataka o nalazenju A i B.

Razmotrite
sli¢an zadatak )
V=B-A v

o

Slika 4. Prikaz piramide koja se sastoji od dva dijela, krnje piramide i manje

piramide

Na slici 4. mozemo vidjeti da su nepoznanice A i B razdvojene prazninom od zadanih

tocakaa, bih.

,»Medutim, stanje nije beznadno jer potpunu piramidu bolje poznajemo od krnje, pa
iako su se umjesto jedne nepoznanice V pojavile dvije nove, A i B, one su obje po

svojoj prirodi u istom odnosu sa zadanim veli¢inama, tj. s a i b.” (Polya, 2003, str.

176)
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Polya (2003) navodi kako graficko predocenje mentalne situacije (slika 4., desno)

simetri¢no.

,,Duzina VA, nagnuta je na stranu zadane veli¢ine a, a duzina VB, na stranu zadane

veliéine b.¢

Prema Polyau (2003) zadatku sada pristupamo tako da probamo premostiti prekid

izmedu nepoznanica i zadanih veli¢ina, tako da dio ponora ostavimo iza sebe.
,,Sto dalje moramo pronaci? - Moramo naéi nepoznanice A i B.
Sto je nepoznanica A? — Obujam piramide.

Kako se moze dobiti takav objekt? Na koji nacin mozemo naci slicnu nepoznanicu?
Koji su nam elementi potrebni da nademo takve nepoznanice? Sto mora biti nuzno

zadano za odredivanje takve nepoznanice?* (Polya, 2003, str. 176)

Prema Polyau (2003) obujam mozemo izracunati ako nam je poznata povrSina osnove
I visina piramide. Obujam je jednak tre¢ini umnoska povrsine osnovice i visine. Visinu

piramide ne znamo, stoga je mozemo oznaciti s X.
. a®-x
,Tadaje: A = 5 . (Polya, 2003, str. 176)

Na sljedecoj slici 5., prikazana je piramida sa svim detaljima. Istaknuta je visina X i
brid a. Polya (2003) navodi kako se nad zadanim veli¢inama pojavljuje nova tocka x
i kose crte koje spajaju A s x i a. U zadatku je postignut napredak, ali ostaju nam jo$
dvije nepoznanice.

Kako je moguce

izracunati velicinm

takvog tipa?

A:

Slika 5. Prikaz piramide koja se sastoji od krnje piramide i manje piramide kojoj je

oznacena visina
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Polya (2003) navodi kako smo nepoznanicu V uspjeli povezati s jednom od zadanih
veli¢ina, to jest s a. S obzirom da su nepoznanice A i B iste prirode, one se nalaze
simetri¢no i sljedeci korak bi nam trebao biti ocit. Izraz za obujam A je ve¢ pronaden

pomocu osnovice 1 visine.
Polya (2003) daje analogni izraz za obujam B, a on glasi:

__ b%(x+h)
= =

B

Slika 6. pokazuje nam nove tri kose crte koje spajaju B s b, h i x. Polya (2003) navodi
kako crte ukazuju da se do B moze do¢i polazeéi od b, h i x. Ostaje samo jedna tocka
koja nije povezana sa zadanim veli¢inama, to¢ka x. Prema Polyau (2003) slobodni se

prostor suzio, a prazni prostor nalazi se jo§ samo izmedu X i zadanih veli¢ina.

[zracunajte na isti nacin
b* - (x+h
B G+R)
3

Slika 6. Prikaz piramide koja se sastoji od krnje piramide i manje piramide te njihove

visine

,.Sto nam je nepoznato? — Duljina duZine X.

Kako se moze naci takva nepoznanica? Kako se moze dobiti slican objekt? — Duljina
duzine najlakse se odreduje pomocu trokuta (pravokutnog ako je moguce) ili na temelju

sli¢nosti dvaju trokuta.

Na naSoj slici nema pogodnog trokuta; osim toga, nuzno je da X bude jedna od njegovih
stranica. Takav bi se trokut mogao nalaziti npr. u ravnini koja prolazi visinom male
piramide obujma A i ta bi ravnina prolazila visinom velike piramide obujma B koja je

slicna maloj piramidi. “ (Polya,2003, str. 177)
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To bi nam dalo dva sli¢na trokuta koja leze u ravnini koja prolazi visinom. Takoder ta

ravnina je usporedna poznatoj stranici osnovice jedne od nasih piramida.

Prema Polyau (2003) na slici 7. moze se vidjeti dva sli¢na trokuta pomocu kojeg ne bi

trebalo biti teSko odrediti X.

.. . x a/2 a
»Koristimo omjer: —— = —— = — . “(Polya, 2003, str. 178)
x+h b/2 b

Kako mozemo
izracunati veli¢inu toga
tipa? x a

x+h=b W

Slika 7. Praznine medu zadanim podacima su popunjene

Polya (2003) navodi kako nam je u ovoj etapi vazno da X moZemo izraziti pomocu a,

bih.

,,P0sao je gotov, uspjeli smo premostiti pukotinu — uspostavili smo neprekinutu vezu
izmedu nepoznanice veli¢ine V i zadanih veli¢ina a, b, i h. Pri tome smo koristili

meduveli¢ine (pomoc¢ne nepoznanice) A, B i X.* (Polya, 2003, str. 178)
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45.3. IzvrSavanje plana
,,Je li nas zadatak rijesen u potpunosti?- Jos nije, ne sasvim.* (Polya, 2003, str. 178)

Polya (2003) navodi kako je jo$ potrebno izraziti obujam V pomocu zadanih veli¢ina
a, b i h te da je preostalo za napraviti jos$ rutinski dio posla. Sumnja je ostala iza nas
jer je svaki sljedeci korak koji je uraden od pocetka rada na zadatku popunio prazninu.
Polya (2003) navodi kako sada uspjesno mozemo doc¢i do nepoznanice V polaze¢i od

zadanih a, b, i h sljede¢i niz neprekinutih veza koje vidimo na slici 7.

99
—-a

Q
>

Nadalje, pronalazimo x: ,, X = ,odnosno x + h = (Polya, 2003, str.

e
Q
>

178)

Prema Polyau (2003) zatim uvr§tavamo izraz za X U navedene prethodne dvije

3 3.

a’-h
00— odnosno B = s0-a)

jednakosti te dobivamo: ,A = “ (Polya, 2003, str.
178)

Mozemo uociti sliénost ovih dvaju jednakosti. Na kraju trebamo uvrstiti dobivene

jednakosti u prvu jednakost koju smo napisali.

b3—a3

b—a

a’+ab+b?
3

h

i) V =

wls

Polya (2003) navodi kako je to traZeni rezultat, a sav obavljeni posao u ovom paragrafu

simbolicki prikazuje sljedeca slika 8.

Slika 8. Kretanje od zadanog prema nepoznanici
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,»Poceli smo sa zadanim veli¢inama a, b, h i kretali se preko pomoénih nepoznanica X,
A1 B u smjeru prema pocetnoj, osnovnoj nepoznanici V, izrazavajuéi te veze kreativno,

jednu za drugom, pomocu zadanih veli¢ina.* (Polya, 2003, str. 179)

Preko kino-kadrova koje Polya (2003) navodi mozemo vidjeti istodobno kretanje na

éetiri razine.
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Slika 9. Usporeni kino-kadrovi istodobnog kretanja na Cetiri razine
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45.4. Osvrt

Promatraju¢i kino kadrove mozemo vidjeti korak po korak kao se zadatak rjesavao,
svaki korak gradi sustav veza koje su na kraju stvorile plan rjeSenja. Ako pratimo
razvoj rjeSenja, onda u njemu mozemo razlikovati nekoliko faza i smjerova. Polya
(2003) navodi kako je ve¢ prije istaknuta razlika izmedu rjesavanja dva dijela: u prvom
dijeli  koji prikazuje sliku 2. i sliku 7. polazi se od nepoznanica ka zadanim
elementima dok se u drugom dijelu, kojeg predocuje slika 8., kretanje vrsi prema gore,
to jest od zadanih elemenata prema nepoznanici. Polya (2003) navodi kako se i u
prvom dijelu mogu razlikovati dvije faze. Prema Polyau (2003), u pocetnoj fazi koju
prikazuju slika 2. i slika 3. rjeSavanje je bilo usmjereno prema tome da se zadatak
shvati, dok se u zavrsnoj fazi koju prikazuju slike od slika 4. do slike 7., razvija sustav
logickih veza i gradi plan rjeSavanja. Najbitniji dio pola jest zadnja faza u kojoj se plan
sastavlja. Vracajuci se ponovno u zadatak mozemo uociti kako se pri rjeSavanju
oshovnog zadatka susre¢emo s nizom pomo¢nih zadataka. Polya (2003) navodi kako
smo kod odredivanja obujma krnje piramide morali prona¢i obujam pune piramide,
zatim jo$ jedne pune piramide te duljinu duzine. Kako bi dosli do nepoznanice V,

potrebno je bilo pronaci nepoznanice A, B i x.

»Dovoljno je imati sasvim malo iskustva u rjeSavanju matematic¢kih zadataka da se
uvjerimo koliko je tipi¢na takva razdioba osnovnog zadatka na pomoc¢ne zadatke.*

(Polya, 2003, str. 182)

Polya (2003) postavlja pitanje: Koji je od koraka rjesavanja ilustriranih na slici 9.

najvazniji? — Nastanak potpune piramide.

»Uvodenje potpune piramide i predoCenje krnje piramide kao razlike dvaju punih
piramida — glavna je ideja rjeSenja. Sve ostalo je za vecinu lakse, o€itije, rutinski dio

posla, a za obrazovanije matematicare to je trivijalno.“ (Polya, 2003, str. 182)

Polya (2003) navodi kako je radanje nove ideje iznenadni bljesak svjetla poslije duzeg

perioda napora i kolebanja. Ono moze ostaviti dublji dojam i lijep doZzivljaj.

Prema Polyau (2003) pri rjeSavanju zadatka u o¢i najviSe upada kriterij procesa. Njega
Polya (2003) objasnjava kao pojavu sve novijih i novijih detalja na grafickoj ilustraciji
(slika 9.).
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»Prema tome, kako se rjeSavatelj probija naprijed na geometrijskim likovima, na
dijagramu veza pojavljuju se sve novije i novije crte. Unatoc sve vecoj slozenosti crteza,
mi moramo osjetiti razvoj misaonih konstrukcija rjesavatelja. Sa svakim novim vaznim
korakom on ukljucuje u rad nove podatke, na crtezu uoc¢ava neku od prije poznatih
konfiguracija, primjenjuje neki od ranije mu poznati poucak. Na taj se na¢in pred nama

pokazuje umni rad rjeSavatelja.” (Polya, 2003, str. 183)

Prema Polyau (2003), taj se rad rjeSavatelja oslanja na dio njegova iskustva, kao veza
iskustva sa zadatkom koji rjeSava. Takoder se oslanja kao mobilizacijski i

organizacijsku posao.

Slika 9., kao $to je vec¢ reCeno, simbolizira napredak u rjesavanju zadatka. Ona nam na

Cetiri razine daje predodzbu o radu rjesavatelja.

,,Jako nas zanima kako on radi, no mozda nam je jo§ zanimljivije kako on mora raditi.

Mozemo li o tome dobiti osnovne informacije na temelju slike 9.7 (Polya, 2003, str.
183)

Prema slici 9. najniza razina sastoji se od niza pitanja i preporuka koje objasnjavaju
korake rjesavanje zadatka. Pitanja i preporuke su jednostavne, prirodne i opéenite. One
su prema Polyau (2003) usmjeravala napore rjeSavatelja pri rjeSenju tog zadatka koji

je bio jednostavan i uzet za primjer.

,Njime se mozemo rukovoditi i u drugim slu¢ajevima. lako se moze govoriti o disciplini
uma (nekoj jezgri principa ili pravila, 0 nekom susretu putova usmjerenih prema
univerzalnoj metodi koje su pokusavali otkriti Descartes i Leibniz), ipak postoji velika
nada da pitanja i preporuke koje se postavljaju na najnizoj razini slike 9. mogu posluziti

kao temelj za to.“ (Polya, 2003, str. 183)

Ako krenemo od kraja prema pocetku vracajuéi se u ovaj zadatak onda trebamo
promotriti zavrsni plan kojeg predocava slika 9. Prema Polyau (2003) ona predstavlja
mrezu sastavljenu od toc¢aka i duzina. To je veza izmedu zadanih podataka i
nepoznanica. Polya (2003) navodi kako su one razapete nad provalijom koja dijeli

nepoznanice od zadanih elemenata.

Na slici 9., koja predstavlja kino-kadrove, prikazane su meduetape rada na zadatku.

Ako sliku gledamo s desna na lijevo onda gledamo smjerom od kraja prema pocetku.
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Polya (2003) navodi kako bi neki rjeSavac ovaj zadatak mogao poceti izgradivati od
desno prema lijevo, to jest od kraja prema pocetku kako je prikazano na slici 9. Takav

smjer pri rjeSavanju zadatka Polya naziva ,,razvojem u izravnom smjeru‘.
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S. AUTOETNOGRAFSKO ISTRAZIVANJE STRATEGIJE
PREMA GEORGEU POLYAU

5.1. Autoetnografija

Potkonjak (2014) navodi razne definicije etnografije. Prema Potkonjak (2014)
Merriam Webster govori da je etnografija proucavanje i sistematsko opisivanje
ljudskih zajednica kao i deskriptivni proizvod koji je nastao na temelju etnografskog
istrazivanja. Potkonjak (2014) navodi i Oxfordski rjecnik engleskog jezika Koji
etnografiju definira kao znanstveni opis ljudi i kultura te njihovih obi¢aja, navika i
medusobnih razlika. Takoder, Potkonjak (2014) navodi i proSirenije objaSnjenje prema
Encyclopaedia Britannica koja  etnografiju smatra deskriptivnom studijom
specificnog drustva ili proces kojim se takvo istrazivanje provodi. Danasnja
etnografija se temelji na terenskom radu i zahtijeva potpunu predanost antropologa u
kulturu i svakodnevnicu ljudi koji su subjekti istrazivanja. Potkonjak (2014) smatra da
navedene definicije imaju viSestruko znacenje i upotrebe pojma: ,.etnografija je
deskriptivna znanost, rezultat provodenja etnografskog istrazivanja i istrazivanje
samo.* (Potkonjak, 2014, str. 11)
»Kada danas govorimo o nacinu na koji osobno iskustvo utjeCe na istrazivanje,
govorimo o efektu koji specificna osoba istrazivaca ima na istrazivanje. Jednom
zamije¢en kao vazan element spoznajnog procesa, efekt osvijeStenog etnografskog
sebstva naznacio je trenutak paradigmatske promjene koju nazivamo ,,autoetnografski
obrat.” (Potkonjak, 2014, str. 32)
Prema Potkonjak (2014) autoetnografski obrat je pristup istraZivanju i pisanju koje
sistemati¢no opisuje 1 propitkuje osobno iskustvo kako bi se ilustriralo ukupno
kulturno iskustvo. U etnologiji i kulturnoj antropologiji autoetnografski obrat naziva
se jo§ i1 drugim imenima kao S§to su refleksivna etnografija, autoetnografija
(autoantropologija) te intimna etnografija. Potkonjak (2014) navodi kako
propitkivanje uloge autobiografskih elemenata u etnografskom istraZivanju sluze kako
bi saznali tko je istrazivac, zapitali se je li istrazivanje oslobodeno biografije, vodeno
biografijom istrazivaca ili je biografijom optereceno i1 kakav je odnos biografije i
istrazivaca. OsvjeStavanje istraZzivaCa nam omogucuje da donosimo istrazivacke

odluke s obzirom na osobnu angaziranost u istrazivanju, propitkuju¢i odnose
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Istrazivacke teme ili motivacije, istrazivackog puta ili metodologije te stila
prezentacije ili pisanja.

Prema Potkonjak (2014) autoetnografija je metoda koju zanima etnografija vlastite
grupe, odnosno autobiografsko pisanje koje ima etnografsku namjeru.

,»lakav pristup koji u prvom planu ima ,etnografiju sebstva“ i ,,autoetnografsku
etnografiju* nazivamo autoetnografijom. (Potkonjak, 2014, str. 33)

Potkonjak (2014) navodi tri oblika autoetnografije, a to su narativna antropolojija,
etniCka autobiografija, autobiografska etnografija. Narativha antropologija je
autobiografija bivsih kolonijskih subjekata. Etni¢ka autobiografija je autobiografsko
pismo etnickih manjina., a autobiografska etnografija su etnografije prozete

etnologovim osobnim iskustvom.

Rije¢ autoetnografija se sastoji od: auto (Sebstvo, ja, osobno iskustvo), etno (zajednica,

skupina, kulturno iskustvo) i grafija (zapisati, opisati, analizirati).

Autoetnografija je kvalitativna metoda istrazivanja u kojoj se iznosi misljenje o samom
sebi kroz upoznavanje drugoga. To je postupak koji je usmjeren na vlastito iskustvo te
autorsko ,,ja* §to podrazumijeva zagovaranje i emancipaciju osobnog autorovog glasa
bez skrivanja. Autor vodi svoj osobni dnevni¢ki zapis, a autorsko ,ja“ moze se
protezati kroz jedan dio rada ili kroz cijeli rad. Autor je istovremeno i objekt i subjekt
spoznaje. PiSe u prvom licu te svjedoci o intelektualnom autoritetu. Sadrzaj interpretira
kroz istrazivanje vlastitog, kroz osobnu naraciju i iskustvo. Autoetnografija je oblik
teksta u kojem se svjesno pozicionira osobno iskustvo u zariste istraziva¢kog interesa
te analiticko—interpretativnog okvira. Tekstu samoistraZivanja ulomci su vlastitih

kazivanja, razmisljanja, iskustva, dozivljaja i osjecaja.
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5.2. Opis istrazivanja

Svoj osobni dnevnic¢ki zapis, to jest, autoetnografiju provela sam rjeSavajuci
problemske zadatke strategijom rjeSavanja problemskih zadataka u Cetiri faze rada
prema Georgeu Polyau. Problemski zadaci koje sam rjeSavala su Skladiste, Papirnata
traka, Palindromi, Kvadrati na sahovskoj ploci, Dame za ruckom, Jezivi puzavi i
Sibice prema Mason, Burton, Stacey (2010). Najprije sam vrsila razumijevanje zadatka
postavljajuéi si pitanja prema Polyau: Sto je nepoznato, Sto je zadano? Nadalje sam
stvarala plan za rjeSavanje zadatka trazec¢i vezu izmedu zadanog i nepoznatog te po
potrebi, kako bi bolje shvatila zadatak razmatrala pomoc¢ne zadatke sve dok nisam
dobila plan rjeSavanja. Izvrsila sam plan koji sam sastavila te provjeravala dobiveno
rjeSenje vrSe¢i osvrt na zadatku. Pri rjeSavanju zadataka konzultirala sam se s
kolegama i mentorom kako bi bolje shvatila Cetiri faze rada prema Polyau. Nakon
rijeSenih faza radim reviziju u kojoj objaSnjavam kako mi se misljenje mijenjalo po

razgovoru s mentorom i kolegama o fazama prema Polyau.

5.3. Zadatak 1: Skladiste

U skladistu dobivate popust od 20%, ali morate platiti porez od 15%. Sto bi radije da

Se prvo izracuna: popust ili porez?

5.3.1. Prvotno rjeSenje

Prva faza rada — Razumijevanje zadatka

Sto mi je nepoznato u ovom zadatku? Nepoznata je cijena. A ukoliko je cijena poznata,
nepoznati su nam to¢an iznos poreza i popusta. Sto mi je zadano? Zadani su postotci
za izraCunavanje popusta i poreza. Kako glasi uvjet? Potrebna mi je cijena pomoc¢u

koje ¢u izraCunati iznose poreza i popusta.
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Druga faza rada — Stvaranje plana

Jesam i ve¢ prije vidjela ovakav zadatak? Zadatak mi je poznat iz svakodnevnog
zivota. Popust cijene i porez mogu svakodnevno vidjeti u trgovini. Ili si isti zadatak
vidjela u nesto drugacijem obliku? Vidjela sam slican zadatak samo $to tada nije bila

u pitanju cijena ve¢ brojevi.

Ako je nesto snizeno 10% to znaci da ¢emo taj proizvod platiti 90% jer je ukupna
cijena proizvoda 100% i od toga oduzmemo popust i time dobivamo cijenu koju
placamo. A drugi nacin izraCunavanja popusta je da izracunamo koliko iznosi taj
popust 1 oduzmemo ga od pocetne cijene da bi dobili kona¢nu cijenu. Popust se od

cijene oduzima, a porez se dodaje na cijenu.

Treca faza rada — IzvrSavanije plana

Smatram da je najbolji na¢in za rijesiti ovaj zadatak da se uzme neki primjer cijene i
da se izraCuna za oba slucaja. Za pocetak ¢u uzeti cijenu od 100 kuna. Prvo ¢u
izraCunati na nacin da se najprije na tu cijenu obra¢una popust pa doda porez te kada

se prvo doda porez pa obracuna popust.

1. nacin

pocetno 100 kn

popust 20% 100 kn x 0.20 = 20 kn
pocetno — popust 80 kn

porez 15% 80 kn x0.15=12 kn

porez + cijena s popustom 92 kn

Na ovaj nac¢in sam popust izraunala tako Sto sam uzela 20% pocetne cijene i oduzela
ga od pocetne cijene ¢ime sam dobila cijenu s popustom. Porez sam dobila na nacin
da sam izracunala iznos poreza za cijenu nakon popusta i dodala ga cijeni nakon

popusta.
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2.nacin

pocetno

popustom od 20%

porez 15%

100 kn
100 kn x 0.80 = 80 kn

80 kn x 1.15 =92 kn

Ako je popust na odredeni artikl 20% to bi znacilo da za taj artikl placam 80% njegove

cijene bez popusta. Ako je porez na odredeni artikl 15% to znaci da je cijena tog artikla

zapravo 115%.

Ukoliko se u obzir prvo uzme popust, a nakon toga porez, konaéna cijena iznosi 92

kune.

1. nacin
pocetno
porez 15%

pocetno + porez

popust 20%

2. nacin
pocetno
porez 15%
popust 20%

100 kn
100 kn x 15% = 15 kn
115 kn

115 kn x 20% =92 kn

100 kn
100 kn x 1.15 =115 kn
115 kn x 0.80 =92 kn

Ukoliko se u obzir prvo uzme porez, a nakon toga popust, konac¢na cijena iznosi 92

kune.
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Za slucaj kada je pocetna cijena 100 kuna, svejedno je kojim redoslijedom ¢e se
racunati popust i porez. Uzet ¢u jo§ pocetnu cijenu od 140 kuna i provjeriti vrijedi li

isto 1 za nju. Racunat ¢u samo na drugi nacin jer je brzi i jednostavniji.

popust zatim porez

pocetno 140 kn
popustom od 20% 140 kn x 0.80 = 112 kn
porez 15% 112 kn x 1.15=128.8 kn

porez zatim popust

pocetno 140 kn
porez 15% 140 kn x 1.15 =161 kn
popust 20% 161 kn x 0.80 = 128.8 kn

Cetvrta faza rada — Osvrt

Za pocetnu cijenu od 100 kuna ili 140 kuna pokazala sam da nema razlike u konacnoj
cijeni bez obzira kojim redoslijedom uzimamo popust i porez. Ovakav obrazac mora
vrijediti bez obzira na cijenu. Ako pogledamo drugi nacin kojim je rjeSavano vidimo
da imamo uzastopne operacije mnozZenja. Sveukupna formula za rjeSavanje bilo koje

cijene izgledala bi kao:

popust pa porez (pocCetna cijena x 0.80) x 1.15
porez pa popust (pocetna cijena x 1.15) x 0.80

S obzirom da slijed racunanja u racunskoj operaciji mnozenja ne mijenja rezultat, nije

bitno uzmemo li prvo popust pa porez ili porez pa popust.
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5.3.2. Revizija procesa rjeSavanja

Nakon razgovora s mentorom zakljuéila sam kako pocetni dio Cetvrte faze rada, to jest
osvrt do iskazanih formula zapravo spada pod tre¢u fazu rada, to jest izvrSavanje plana.
Cetvrta faza rada nakon razgovora s mentorom podrazumijeva sljedece.

S obzirom da komutativnost mnozenja ne mijenja rezultat, nije bitno uzmemo li prvo
popust pa porez ili porez pa popust. Kako bi bila sigurna u zadatak i dobivenu formulu

provjerit ¢u ga jos jednom s pocetnom cijenom od 200 kuna.

popust pa porez (pocCetna cijena x 0.80) x 1.15
(200 x 0.80) x 1.15
=160 x 1.15
=184 kn

porez pa popust (pocetna cijena x 1.15) x 0.80
(200 x 1.15) x 0.80
=230 x 0.80
=184 kn

Zakljucujem da je svejedno kojim c¢e se redoslijedom racunati popust i porez. Ovu
metodu mogu primjenjivati u svakodnevnom Zivotu racunajuéi popuste i poreze u

trgovini.
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5.4.  Zadatak 2: Papirnata traka

Zamislite dugu tanku traku papira ispruzenu ispred vas, s lijeva na desno. Zamislite
da sada rukama preklopite tu traku, lijevi kraj preko desnog. Pritisnite traku tako da
je savijena na pola i ima nabor. Ponovite cijeli proces na toj novoj traci jos dva puta.
Koliko mnogo nabora ¢e postojati na traci kad ju ponovno rasirite? Koliko nabora ¢e

postojati ako operaciju ponovite 10 puta ukupno?

5.4.1. Prvotno rjeSenje

Prva faza rada — Razumijevanje zadatka

Sto je nepoznato? Nepoznato je koliko mnogo nabora ée postojati na traci kada ju
rasirim nakon deset savijanja. Sto je zadano? Zadana je tanka traka papira koja se treba

zamisliti.

Druga faza rada — Stvaranje plana

Umjesto zamisljene trake uzet ¢u papir formata A4. Savit ¢u ga jedanput i prebrojati
nabore. Zatim ¢u ga saviti drugi, tre¢i, Cetvrti 1 peti put te ponovno izbrojati nabore.
Zatim ¢u napraviti tablicu u koju ¢u unijeti broj savijanja i broj nabora. Zatim ¢u
pokusati napraviti obrazac koji prate brojevi nabora i savijanja. Ukoliko dobijem

obrazac, 1z njega ¢u pokusati izraCunati 1 za deset savijanja.

Treéa faza rada — IzvrSavanije plana

Nakon prvog savijanja dobila sam jedan nabor. Savinem li papir nakon prvog puta jos§
jednom dobijem sveukupno 3 nabora. Kada papir savijem tri puta dobijem 7 nabora, a
ukoliko ga savijem cetiri puta dobijem 15 nabora. Imala sam papir formata A4 i 4
savijanja su mi bila maksimum. Sada ¢u pogledati postoji li neki obrazac izmedu broja

nabora i broja savijanja.
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Tablica 1. Ovisnost broja nabora o broju savijanja

broj savijanja broj nabora
1 1
2 3
3 7
4 15

Broj nabora izmedu drugog i prvog savijanja se razlikuje za 2, izmedu tre¢eg i drugog

savijanja se razlikuje za 4 te izmedu Cetvrtog 1 tre¢eg savijanja se razlikuje za 8. U

zadatku se traZi broj nabora nakon 10 savijanja. Nakon Cetiri savijanja imamo sljedeci

obrazac: razlika broja nabora izmedu dva uzastopna savijanja je duplo veéa. Prema

tome ¢u u sljedecoj tablici prikazati broj nabora ako papir savijemo do 11 puta:

Tablica 2. Ovisnost broja nabora o broju savijanja za 11 savijanja

broj savijanja broj nabora
1 1
2 3
3 7
4 15
5 31
6 63
7 127
8 255
9 511
10 1023
11 2047

42



Dakle, broj nabora je direktno povezan sa brojem savijanja. Razlika izmedu broja

nabora s brojem savijanja je:

Tablica 3. Ovisnost razlike izmedu nabora za dva susjedna savijanja

broj savijanja razlika izmedu nabora
1
2 2
3 4
4 8
5 16
6 32
7 64
8 128
9 256
10 512
11 1024

Cetvrta faza rada — Osvrt

Uzecéi u obzir sve do sada navedeno, zavrsni obrazac za bilo koji broj nabora s obzirom

na broj savijanja je sljedeci: 2"-1.
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5.4.2. Revizija procesa rjeSavanja

Nakon razgovora s mentorom zakljucila sam kako bi se u Cetvrtoj fazi rada, to jest
osvrtu trebala vratiti u zadatak te napraviti provjeru. Dobivenom formulom provjerit

¢u svoja rjeSenja te potvrditi ispravnost formule.

Za 1 broj savijanja: 2"-1=2'-1=2-1=1
Za?2 savijanja: 2"-1=2%-1=4-1=3
Za3savijanja: 2"-1=23-1=8-1=7

Za4 savijanja: 2"-1=2*-1=16-1=15
Za5savijanja: 2"-1=2°-1=32-1=31

Za6 savijanja: 2"-1=26-1=64—-1=64

Za 7 savijanja: 2"-1=2"-1=128 -1 =127

Za 8 savijanja: 2"-1=28-1=256 — 1 = 255

Za 9 savijanja: 2"-1=2°-1=512-1=511

Za 10 savijanja: 2"-1=2%-1=1024 -1 = 1023

Provjerom sam potvrdila obrazac kojim sam se vodila nakon dobivenih Cetiri savijanja

papira formata A4. Ovu metodu mogla bi primijeniti u sli¢cnim problemskim zadacima.
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5.5. Zadatak 3: Palindromi

Brojeve poput 12321 nazivamo palindromima jer se citaju jednako unatrag kao i
unaprijed. Jedan moj prijatelj tvrdi da su svi palindromi s Cetiri znamenke djeljivi s
11. Jesu li?

5.5.1. Prvotno rjeSenje

Prva faza rada — Razumijevanje zadatka

Sto je nepoznato? Nepoznato je jesu li svi palindromi s Getiri znamenke djeljivi s 11.
Sto je zadano? Zadani su palindromi, brojevi poput 12321. Palindromi su brojevi koji

se Citaju jednako unatrag kao i unaprijed.

Druga faza rada — Stvaranje plana

Napisat ¢u par palindroma da imam osjecaj za rjeSavanje: 121, 252, 123454321, 1221,
2332, 8, 88. U zadatku se traze samo palindromi s Cetiri znamenke: 1221, 1331, 3443,
2332, 6776...

Podijelit ¢u par palindroma s Cetiri znamenke i vidjeti jesu li djeljivis 11.
1221/11=111
2112/11 =192
3443/11 =313
8998 /11 =818

9119/11=829

Svi napisani palindromi su djeljivi s 11. Cetveroznamenkastih palindroma ima 90
(1001, 1111, 1221, 1331, 1441, 1551, 1661, 1771, 1881, 1991, tako i za ostale tisucice)
1 svaki bi mogla podijeliti s 11 1 do¢i do tvrdnje jesu li svi djeljivi. Medutim, pokusat

¢u pronaci obrazac kojim ¢u to dokazati.
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Treca faza rada — IzvrSavanje plana

Za pocetak ¢u uzeti prvih par palindroma i podijeliti ih s 11:
1001/11=91
1111/11=101
1221/11=111
1331/11=121
1441 /11 =131

Brojevima gore je pokazano da postoji obrazac za palindrome od Cetiri znamenke i
rezultate tih dijeljenja ako ih poredamo od najmanjeg prema vecem: palindromi se

medusobno razlikuju za 110, a rezultati dijeljenja za 10.
Provjerit ¢u vrijedi li to i za sljedece palindrome:

2002 /11 =182

2112 /11 =192

2222 /11 =202

2332/11=212

2442111 =222

Za palindrome izmedu 2000 i 3000 , palindromi se takoder razlikuju za 110, a rezultati

za 10, jednako kao i oni od 1000. Obrazac i u ovom slucaju vrijedi.

Ovo je sve vrijedilo do trenutka dok mi kolega koji je procitao Sto sam napisala nije
ukazao na to da razlika izmedu 2002 i 1991 nije 110 nego 11! To vrijedi za sve
slucajeve gdje prelazimo medu razli¢itim tisuicama. Trenutni obrazac glasi: dva
susjedna Cetveroznamenkasta palindroma se medusobno razlikuju za 110, osim kada
se prelazi medu tisu¢icama te se tada razlikuju za 11, a rezultati dijeljenja za 10, osim

kada se prelazi medu tisu¢icama kada je razlika medu rezultatima dijeljenja 1.

Time je pokazano da je prijatelj iz zadatka u pravu i da svaki cetveroznamenkasti

palindrom je djeljiv s 11.
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Cetvrta faza rada — Osvrt

U ovom slu¢aju nemam neku formulu koja podrzava ovaj obrazac stoga mi je kolega
pomogao da dodem do nje. Svi Cetveroznamenkasti palindromi su oblika XYYX.
Sada, prvu tisu¢icu mozemo napisati kao 1000 x X, stoticu kao 100 x Y, deseticu kao

10 x Y te jedinicu kao 1 x X. To se moze matematicki obraditi na sljedeci nacin:

1000xX +100xY + 10xY + 1xX = X (1000+1) + Y (100 + 10)
=1001X + 110Y

=11 (91X + 10Y)

Palindrom je djeljiv s 11 ukoliko zadovoljava gore navedenu jednadzbu. Uzimanjem
na pocetku 2 nasumicna broja X 1 Y, kao rjeSenje ¢emo dobiti rjeSenje oblika XYY X

gdje su X 1 Y nasi odabrani brojevi.

5.5.2. Revizija procesa rjeSavanja

Nakon razgovora s mentorom shvatila sam da bi u osvrtu bilo potrebno provijeriti

navedenu jednadzbu.

Za palindrom 5445:

11 (91X +10Y) = 11 (91 x 5 + 10 x 4)
=11 (455 + 40)
=11 x 495

= 5445
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5.6. Zadatak 4: Kvadrati na $ahovskoj plo¢i

Jednom je utvrdeno da postoje 204 kvadrata na obicnoj Sahovskoj ploci. Mozes li

opravdati tu tvrdnju?
5.6.1. Prvotno rjeSenje

Prva faza rada — Razumijevanje zadatka

Sto je nepoznato? Nepoznato je je li tvrdnja da na obinoj §ahovskoj plo¢i postoje 204

kvadrata ispravna. Sto je zadano? Zadana je $ahovska ploca.

Druga faza rada — Stvaranje plana

Sahovska plo¢a se sastoji od 64 polja, 64 kvadrata. Posto doma imam $ahovsku plo¢u,
uzela sam ju 1 pocela brojati kvadrate. Shvatila sam da postoje 1 ve¢i kvadrati koji se

mogu brojati, ne samo ovi najmanji kojih ima 64.

g | a8 b8 c8 d8 e f8 g8 h8

7| a7 b7 c7 d7 e7 f7 g7 h7

6| ab b6 cb dé eb 6 g6 hé

5| ab b5 () d5 e5 f5 g5 h5

4| a4 b4 cd d4 el 4 g4 ha

3| a3 b3 c3 d3 e3 f3 g3 h3

2| a2 b2 o2 d2 e2 f2 g2 h2

1| al b1 cl di el f1 gl h1

a b c d e f g h

Slika 10. Izgled virtualne 2D Sahovske ploce sa anotacijama polja (slika preuzeta s

https://pixshark.com/chess-board-setup-letters-numbers.htm)

Najmanyji kvadrat je al, ve¢i kvadrat su polja albla2b2 (Cetiri najmanja), joS veci je
alblcla2 b2c2a3b3c3 (devet najmanjih). Na kraju, cijela tabla je jedan najveci kvadrat
kojeg Cine sva polja. Po ovom principu Sahovska plo¢a ima osam kvadrata razli¢itih

veli¢ina. Najmanjih ima osam vodoravno i osam okomito, kvadrata koji sadrze Cetiri
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najmanja ima sedam vodoravno i sedam okomito, kvadrata koji sadrze devet malih

kvadrata ima Sest vodoravno i Sest okomito i tako dalje dok se ne dode do najveceg

koji sadrzi 64 najmanja kvadrata.

Treca faza rada — IzvrSavanje plana

Najmanjih ima 64, kvadrata koji sadrze 4 najmanja ima 49, onih koji sadrze 9

najmanjih ima 36. Ovdje ve¢ vidim obrazac da zapravo broj istih kvadrata dobijem

tako da pomnozim onoliko koliko ih zbrojim vodoravno i okomito. Ako najveci

kvadrat napiSem kao kvadrat povrSine 8 x 8, onda je kvadrat koji sadrzi 49 najmanjih

kvadrata povrsine 7 x 7 i tako dalje do 1 x 1.

Tablica 4. Broj kvadrata odredene vrste na Sahovskoj plo¢i.

vrsta 1x1 | 2x2 | 3x3 | 4x4 | 5x5 | 6x6 | 7x7 | 8x8
kvadrata

broj |\ 64 49 | 36 | 25 | 16 9 4 1
kvadrata

Cetvrta faza rada — Osvrt

Ukoliko sada zbrojimo vrijednosti iz tablice dobijemo broj 204 ¢ime smo potvrdili da

na Sahovskoj ploc¢i postoje 204 kvadrata.

5.6.2. Revizija procesa rjeSavanja

Nakon razgovora s kolegom u Cetvrtu fazu rada, to jest osvrt dodat ¢u detaljniju

kontrolu rjeSenja. Ponovno sam prebrojala sve kvadrate na Sahovskoj ploci te potvrdila

rjeSenje da se na njoj nalazi 204 kvadrata.

Tablicu 4., navedenu u trec¢oj fazi rada dokazat ¢u pomocu slika.
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64 polja na Sahovskoj plo¢i prikazuju jedan, najvec¢i kvadrat (slika 11.).

Slika 11.

49 polja sahovske ploce predstavljaju jedan kvadrat. Na Sahovskoj ploci nalaze se 4

takva kvadrata (slika 12.-15.).

Slika 14. Slika 15.
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36 polja Sahovske ploce predstavljaju jedan kvadrat i takvih je 9 na Sahovskoj ploci
(slike: 16.-24.).

Slika 22. Slika 23. Slika 24.
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25 Sahovskih polja predstavljaju jedan kvadrat, a takvih kvadrata je 16 na Sahovskoj
plo¢i (slika 25.-40.).

Slika 31. Slika 32. Slika 33.
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Slika 37.

Slika 40.
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16 polja Sahovske ploce predstavljaju jedan kvadrat, a takvih kvadrata je 25 na
sahovskoj ploci (slika 41.-56.).

Slika 47. Slika 48. Slika 49.
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Slika 53.

Slika 56.
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9 polja sahovske ploce predstavljaju jedan kvadrat. Na Sahovskoj plo¢i nalazi se 36

takva kvadrata (slika 57.-65.).

Slika 63. Slika 64. Slika 65.
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4 polja sahovske ploCe predstavljaju jedan kvadrat, a takvih kvadrata je 49 na
sahovskoj ploci (slika 66.-69.).

Slika 66.

Slika 69.

Jedno Sahovsko polje predstavljaju jedan kvadrat. Na Sahovskoj ploci takvih kvadrata
je 64 (slika 70.).

Slika 70.
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Ako prebrojimo ove prikazane kvadrate od slike 11. do slike 70. ukupno ¢emo dobiti
njih 204 Sto potvrduje ispravnost zadatka. Metodu rjeSavanja zadatka mogu
primijeniti u srodnim zadacima u kojima je zadan ve¢i ili manji broj kvadrata nego

Sto ih ima Sahovska ploca, to se odnosi na veci ili mani broj, to jest na primjer 20x20.

5.7. Zadatak 5: Dame za ruékom

Pet Zena zajedno sjedi za ruckom oko okruglog stola. Gospoda Osborne sjedi izmedu
gde Lewis i gde Martin. Ellen sjedi izmedu Cathy i gde Norris. Gospoda Lewis je
izmedu Ellen i Alice. Cathy i Doris su sestre. Betty sjedi s gdom Parkes s lijeve i gdom

Martin s desne strane. Spojite imena i prezimena tih dama.

5.7.1. Prvotno rjeSenje

w

N

Slika 71. Skica zadatka gdje kruznica predstavlja stol, a brojevi 5 dama koje sjede oko
njega.

Prva faza rada — Razumijevanje zadatka

Sto je nepoznato? Nepoznata su povezana imena i prezimena osoba. Sto je zadano?
Zadano je pet zena koje sjede oko okruglog stola. Gospoda Osborne sjedi izmedu gde
Lewis i gde Martin. Ellen sjedi izmedu Cathy i gde Norris. Gospoda Lewis je izmedu
Ellen 1 Alice. Cathy 1 Doris su sestre. Betty sjedi s gdom Parkes s lijeve i gdom Martin

s desne strane.
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Druga faza rada — Stvaranje plana

Zadatak ¢u rijeSiti metodom iskljuéivanja. Za pocetak vidim da svaka gospoda ima
prezime i ime te da su sva ona razli¢ita. Gospode ¢u razvrstati prema slici 4 i na umu
¢u imati ¢injenice koje su zadane u zadatku te pomocu njih dodijeliti ime i prezime

gospodama.

Treda faza rada — IzvrSavanje plana

Prvo ¢u upisati ime gospode Osbourne na broj 1. Zatim, gospoda Lewis moze sjediti
na broju 2 i broju 5. Ako gospodu Lewis stavimo na mjesto 2, a gospodu Martin na
broj 5 zadatak ¢e biti pogresno rijeSen jer dalje u zadatku slijedi da Betty s lijeve strane
sjedi gospoda Parkes, a s desne strane gospoda Lewis. U ovom slucaju bi s lijeve strane

sjedila gospoda Martin.
Stoga, na broju 2 sjedi gospoda Martin, a na broju 5 gospoda Lewis.

Betty sjedi na broju 3 te ¢e joj gospoda Martin biti s desne strane, a gospoda Parkes s
lijeve. Betty mora biti gospoda Norris jer su sva ostala prezimena podijeljena drugima.
Ellen sjedi pored gospode Osbourne i gospode Lewis te je ona zapravo gospoda Parkes
i takoder pored Cathy pa je gospoda Lewis Cathy. Gospoda Lewis je pored Alice koja
je gospoda Osbourne i na kraju ispada da je gospoda Martin Doris.

Cetvrta faza rada — Osvrt

Nakon dodjeljivanja imena i1 prezimena gospodama, ponovno sam nacrtala okrugli stol
sa njihovim imenima i prezimenima i usporedila sa ¢injenicama iz zadatka te potvrdila

da sve odgovara njima.

5.7.2. Revizija procesa rjeSavanja

Razmatrala sam druge nacine za rijesiti zadatak, ali se uvijek vracam istom postupku.

Metodu iskljuc¢ivanja mogu primijeniti u mnogim problemskim zadacima.
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5.8. Zadatak 6: Jezivi puzavi

Ross skuplja gustere, bube i crve. Crva ima vise od gustera i buba zajedno. Sve

zajedno, u zbirci ima 12 glava i 26 nogu. Koliko gustera Ross ima?

5.8.1. Prvotno rjeSenje

Prva faza rada — Razumijevanje zadatka

Sto je nepoznato? Nepoznato je koliko gustera ima Ross. Sto je zadano? Zadani su
gusteri, bube i crve. Crva ima viSe od gustera i buba zajedno. Sve zajedno, u zbirci ima

12 glava i 26 nogu.

Druga faza rada — Stvaranje plana

Jesam i zadatak ve¢ prije vidjela? Kada bolje razmislim, nisam. Promotrit ¢u
nepoznanice. Po broju glava iz zadatka je jasno da Ross ima 12 zivotinja. Gusteri imaju
4 noge, dok vec¢ina buba ima 6 nogu. Crvi nemaju nogu. 1z toga vidim da je nemoguce
da Ross ima vise od 5 gustera. Ukoliko ima 5 guStera, zbroj nogu bi iznosio 20 Sto bi
znacilo da ima jednu bubu i da su ostalo crvi. Medutim, u zadatku je navedeno da je
crva viSe od gusStera 1 buba zajedno pa iz toga proizlazi da ima manje od 5 guStera.

Jesam li sada iskoristila sve zadano? Smatram da jesam.

Treéa faza rada — Izvr$avanije plana

Napravila sam kombinaciju za broj Zivotinja s obzirom na broj gustera kojih moze biti
od 1 do 4. Kontrolirala sam korak po korak i provela plan rjeSavanja te uvidjela

ispravnost koraka.
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Tablica 5. Odnos broja Zivotinja s brojem nogu.

broj gustera 1 2 3 4

broj nogu gustera |4 8 12 16

broj buba 11/3 3 713 5/3

broj nogu buba |22 18 14 10

broj crva nije cijeli broj |7 nije cijeli broj |nije cijeli broj
léroj crva veci od DA

Cetvrta faza rada — Osvrt

Iz tablice je vidljivo da Ross mora imati 2 gustera, 3 bube i 7 crva da bi svi uvjeti iz
zadatka bili zadovoljeni. Ostala rjeSenja iz tablice su kriva je je nemogu¢ ne cijeli broj

buba i crva.

5.8.2. Revizija procesa rjeSavanja

Nakon razgovora s kolegom vratila sam se ponovno zadatku i postavljala si ponovno
pitanja prema Polyau za Cetvrtu fazu rada, to jest osvrt. Mogu li kontrolirati rezultat?
S obzirom da kod ostalih rjeSenja prikazanih u tablici 5 brojevi buba i crva nisu cijeli,

smatram da mogu kontrolirati ovaj rezultat. Mogu li ovaj rezultat izvesti drugacije?
Ako gustere ozna¢imo s a, bube s b i crve s ¢ tada broj zivotinja glasi:
atb+c=12
S obzirom da gusSteri imaju 4 nogu, bube 6, a crvi ih nemaju izraz za broj nogu ¢e biti:
4a +6b +0c =26
S obzirom da je mnozenje s nulom jednako nuli 0 x ¢ iznosi 0. Sada izraz glasi:
4a+6b=26 /2

2a+3b=13
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Crva mora biti viSe nego gustera i buba zajedno te time dobivam nejednakost:
atb<c

Ako imamo zdrave bube, kukce 1 gustere svi oni moraju imati po jednu glavu, gusteri

4 noge, bube 6 nogu, a crvi nemaju noge.
Stoga, a, b i ¢ moraju biti cijeli brojevi.

Radi ne jednadzbe a + b < ¢ ijednadzbe a + b + ¢ = 12, ¢ mora biti ve¢e od 6,a + b
mora biti manji od 6 . Ako je ¢ = 6, zbroj a i b mora iznositi takoder 6 da bi jednadZzba

a+ b+ c =12 bila zadovoljena.

S obzirom da ¢ mora biti ve¢i od 6, on mora biti izmedu 7 i 10. RijeSit ¢u sustav s dvije
jednadzbe s dvije nepoznanice (a + b + ¢ = 12; 2a + 3b = 13) gdje ¢u ¢ odabrati da je

izmedu 71 10.

c=7
atb+tc=12 ath=35 >a=5-b
Ja+3b=13 2a+3b=13 a=5-3
a=2
a+h+7=12 23{(5—]3}4‘3]3:13
10-2b+3b=13
atb=12-7 3b-2b=13-10
a+b=5 b=3
c=8
atb+c=12 a+b=4 =~ a=4-b
2at3b=13 2a+3b=13 a=4-5
a=-1
2x(4-b)+3b=13
=12
atbr§=l2 g-2b+3b=13
atb=12-8 3b-2b=13-8
b=5
at+tb=4
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c=9

atbh+c=12 a+tb=3 =
2a+3b=13 Za+3b=13 a
a
2x(3-b)+3b=13
atb+9=12 6-2b+3b=13
at+h=12-9 3b-2b=13-6
b=7
atb=3

Sto uzimam veéi broj za ¢, dobivam manji broj za a, to jest brojevi za a postaju

negativni, a rezultati za b postaju sve veci.

Zakljucujem da a ne moze biti negativan broj jer je nemoguce da imam minus necega.

Po tome vrijedi jedino rjeSenje kada za c, to jest crve odaberem 7, tada a, to jest gusteri

iznose 2, dok b, to jest bube iznose 3.

Ovom metodom rje$avanja zadatka, dvije jednadzbe s dvije nepoznanice dokazala sam

jos jednom svoje rjesenje.

63



5.9.  Zadatak 7: Sibice

Koliko je Sibica potrebno da se slozi 14 kvadrata u nizu, cCije su stranice po jedna

Sibica, kao u sljedecem nizu?

5.9.1. Prvotno rjeSenje

Prva faza rada — Razumijevanje zadatka

Sto je nepoznato? Nepoznato je Koliko $ibica je potrebno da se slozi 14 kvadrata u
nizu, ¢ije su stranice po jedna $ibica, kao u sljede¢em nizu. Sto je zadano? Zadane su

Sibice.

Druga faza rada — Stvaranje plana

Polozaji Sibica su u obliku kvadrata. Za napraviti jedan kvadrat potrebne su 4 Sibice, a

za svaki sljedec¢i manje jer ¢e jedna Sibica biti od kvadrata prije.

Treéa faza rada — Izvr$avanje plana

Prvi kvadrat sastoji se od 4 Sibice, drugi od 7 te tre¢i od 10. Dodatkom svakog
sljedeceg kvadrata broj Sibica e se povecati za 3 s obzirom na prethodni kvadrat. Ako

¢u dodavati kvadrate 1 brojati, na kraju ¢e za 14 kvadrata trebati 43 Sibice.

Cetvrta faza rada — Osvrt

Obrazac koji bi odgovarao ovome zadatku je 3N + 1 gdje je N broj kvadrata, a rezultat
toga ce biti broj Sibica koji je potreban. +1 dolazi iz prve okomite Sibice, svakim
dodavanjem sljedeceg kvadrata dodajemo samo po 3 Sibice te nam za N kvadrata treba
3N.
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5.9.2. Revizija procesa rjeSavanja

Nakon $to sam ponovno promotrila zadatak, smatram da napisano za Cetvrtu fazu rada,

to jest osvrt spada pod trecu fazu rada to jest izvr$avanje plana. Cetvrta faza rada je

kontrola rezultata, stoga ¢u provjeriti dobiveni obrazac 3N + 1 gdje je N broj kvadrata,
a rezultat toga ce biti broj Sibica koji je potreban.

Za dva kvadrata glasi:
AN+ 1=3=2+1
=6+1

=7

Za pet kvadrata glasi:
IN+1=3x5+1
=15+1

=16

Za osam kvadrata glasi:
IN+1=3=8+1
=24+1

=25

Za jedanaest kvadrata glasi:

AN+1=3*11+1

=33+1

=34

Za tri kvadrata glasi: Za cetirt kvadrata glasi:
AN+1=3x3+1 IN+1=3=4+1
=0+1 =12+1
=10 =13
Za Sest kvadrata glasi: Za sedam kvadrata glasi:
IN+1=3=6+1 IN+1=3=T7T+1
=18+1 =21+1
=19 =22
Za devet kvadrata glasi: Za deset kvadrata glasi:
AN+ 1=3=9+1 AN+ 1=3x10+1
=27+1 =30+1
=28 =31
Za dvanaest kvadrata glasi:

SN+1=3x12+1

=36+1

37
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Za trinaest kvadrata glasi: Za cetrnaest kvadrata glasi:

3N+1=3=13+1 SN+1=3x14+1
=39+1 =42+1
=40 =43

Sada sam potvrdila svoje rjeSenje kontroliraju¢i ponovno rezultat. Takoder ga mogu

potvrditi 1 nainom da uzmem S§ibice i slazem ih na zadan nacin te prebrojavam.
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5.10. Osvrt na strategiju rjeSavanja prema Georgeu Polyau nakon rjeSavanja
primjerai revizije

RjeSavanjem zadataka prema Georgeu Polyau u Cetiri faze rada, naucila sam rjeSavati
probleme postavljajuci si pitanja i razmisljaju¢i o njima. U fazi razumijevanja zadatka
dublje sam ulazila u zadatak nego Sto sam to radila dok nisam poznavala ovu fazu.
Kod stvaranja plana prvi puta sam se susreta s metodom pomoc¢nog zadatka i kako
pomocu njega do¢i do plana za trazeni zadatak. Dobar nacin za stvaranje plana je
razmotriti sve uvjete i bitne pojmove. Pomocu faze stvaranja plana naucila sam iznova
se vracati planu, promisljati i propitkivati se je li sve zadano iskoristeno. Do sada sam,
dok nisam znala pitanja za ovu fazu koja je Polya napisao, zanemarivala stvaranje
plana u Zelji za Sto brzim rjeSenjem koje nije uvijek ispadalo to¢no. Promisljajuci
nacinom koji nudi Polya, teSko da ¢u izostaviti i ne iskoristiti ¢itave uvjete u zadatku.
Ako je sastavljen dobara plan u kojemu je sve zadano iskoristeno onda bi plan trebao
biti dobro izvr$en. Pri njegovu izvrSenju potrebno je biti oprezan i kontrolirati svaki
korak koji radimo. Takoder, trebamo se propitkivati mozemo li dokazati ispravnost
rjeSenja. Do sada se nisam puno puta susrela s osvrtanjem na zadatke, stoga je za mene
ova faza bila novo iskustvo. Pri rjeSavanju zadaka Cesto sam dio koji spada u
izvr§avanje plana stavljala pod osvrt. Nakon razgovora s mentorom, uvidjela sam svoje
pogreske to jest shvatila sam koliko se puno puta prema Polyau trebam vracati u
kontrolu rezultata. Kroz $kolski sustav nisam naviknula osvrtati se na zadatke u
ovolikoj mjeri. Ve¢inom dobiveno rjeSenje provjerava ucitelj bez previse osvrtanja na
njega. Rijetko sam do sada dobiveni rezultat zadatka izvodila na drugaciji nacin, ako
sam kroz kontrolu iste metode rada uvidjela to¢nost. Do sada se, nakon rijeSenog
zadatka nisam pitala mogu li rezultat ili metodu iz rijeSenog zadatka upotrijebiti na
neki drugi zadatak. To pitanje poti¢e na povezivanje i razmisljanje. Sto vise razmisljam
o nekom zadatku, provjeravam ga, kontroliram i iznova mu se vracam, tesko da ga

mogu zaboraviti.
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6. ZAKLJUCAK

Rjesavanje problema je sastavni dio predmeta matematike. Razumijevanje zadatka,
stvaranje plana, izvrSavanje plana i osvrt su cetiri faze rada prema Polyau koje su
predmet proucavanja ovog rada. One govore da je cilj rjeSavanja zadataka shvatiti
zadatak. Da bi zadatak mogli shvatiti potrebno nam je stvaranje plana za njegovo
rjesenje. Kada smo stvorili plan, trebamo ga izvrsiti tako da kontroliramo svaki korak
I jasno uvidimo je li on ispravan. Trebamo se propitkivati i dokazati ispravnost
rjeSenja. Kada rijeSimo zadatak, ne trebamo odmah pre¢i na drugi, ve¢ se vracati
ponovno rijeSenom zadatku i vrsiti osvrt. Trebamo uvidjeti mozemo li kontrolirati
rezultat i dokaz. Takoder, trebamo promisljati o rijeSenom zadatku i vidjeti moze li se
rezultat izvesti na drugaciji nacin. Vracajuéi se zadatku ponovno i kontrolirajuéi
rezultat, pohranjujemo svoj zadatak u svoje sje¢anje. Velika je vjerojatnost da ¢e nam
rijeSeni zadatak i metoda koja je upotrjebljena pri njegovu rjeSavanju koristiti pri
rjeSavanju nekog drugog srodnog zadataka. Na umu uvijek trebamo imati da je rjeSenje
velikog problema i veliko otkrice. U rjeSavanju svakog problema ima nesto otkrivacko.
Rjesavajuci zadatke prema ove Cetiri faze rada pokazala sam vecu kreativnost i
dosjetljivost. Zadatci su u meni pobuditi interes, prozivljavala sam napetost pri
stvaranju plana i njegovom izvrSavanju. Vracaju¢i se ponovno zadatcima i
kontroliraju¢i ih osjeca ugodu kada sam stigla do rjeSenja. Faze rada prema Polyau
vrlo su poucne 1 postupno objasnjavaju korak po korak kako se zadatak treba rijesiti.
Rjesavajuéi prema njegovom vodenju naucila sam pristupiti zadacima na drugi na¢in

1 shvatila kako rjeSavanje matematickih problema moze biti interesantnije.
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Izjava o samostalnoj izradi rada

Ja, Monika Sedlacek, izjavljujem da je moj diplomski rad izvorni rezultat mojega rada

te da se u njegovoj izradi nisam koristila drugim izvorima do onih navedenih u radu.

(potpis studenta)
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