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k - - koeficijent restitucije
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t S - vrijeme
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SAZETAK

Ovim zavrSnim radom teoretski su opisana svojstva i podjele sudara prema
koeficijentu restitucije. Statisticke obrade rezultata mjerenja generalno su objasnjene te

koriStene u eksperimentalnom dijelu ovog rada.

Takoder, opisan je provedeni eksperiment te su prikazani obradeni dobiveni rezultati.

SUMMARY

This final paper theoretically describes collisions and their properties according to
coefficient of restitution. Statistical analysis of measuring results is generally explained and

used for experimental part of this paper.

Also, conducted experiment is described and results are processed.

KLJUCNE RIJECI

Elasti¢ni sudari, neelasti¢ni sudari, koeficijent restitucije, brzina sudara

KEY WORDS

Elastic collisions, inelastic collisions, coefficient of restitution, collision speed
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1. UvVOD

Pod sudarom razumijeva se kratkotrajni dodir izmedu dva ¢évrsta tijela, pri kojem se

javljaju velike sile na mjestu dodira. [1]

Kada se tijela sudare, svako od njih kratkotrajno osjeti silu, koja dovodi do promjene
brzine i momenta svakog od njih. Veli¢ina razlike brzina pri sudaru naziva se brzina
zatvaranje (eng. closing speed). Tijela se deformiraju na mjestu sudara i stvaraju dodir u nizu
toc¢aka koje oblikuju liniju sudara. Unutarnje sile djeluju upravo na toj liniji, te se definira i

Newton-ov koeficijent restitucije. [3]

Veleuciliste u Karloveu — Strojarski odjel 7
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2. TIPOVI SUDARA

Opcenito postoje dva tipa sudara:

e Jedno-dimenzijski sudari (eng. head-on collision) kod kojih je brzina

svakog tijela u trenutcima prije udara u ravnini sa linijom udara.

e Dvo-dimenzijski sudari (eng. non-head on collision) kod kojih brzina

svakog tijela u trenutcima prije udara nije u ravnini sa linijom udara.

Procedura analize sudara ovisi 0 svojstvima tijela, odnosno o tome je li proces
elasti¢an ili neelastian (plasti¢an). Razliku izmedu ta dva procesa odreduje koeficijent

restitucije, te postoje dva specijalna tipa sudara:
e Elasti¢ni sudari, kod kojih su sacuvani i moment i kineticka energija, te
imaju koeficijent restitucije i~=1.

e Neelasti¢ni (plasti¢ni) sudari, kod kojih je saCuvan samo moment, te imaju

koeficijent restitucije k#7. [2]

2.1. Elasti¢ni sudari

Elasti¢ni sudar je sudar dvaju tijela u kojem je ukupna koli¢ina kineticke energije oba

tijela nakon sudara jednaka ukupnoj koli€ini kineticke energije prije sudara.

SavrSeno elastiénim sudarom se smatra onaj sudar kod kojeg nema pretvorbe kineticke
energije u drugi oblik (na primjer toplina ili zvuk). U praksi, svaki makroskopski sudara tijela
¢e dovesti do pretvorbe dijela kineticke energije u unutarnju energiju ili neki drugi oblik.

Dakako, neke slu€ajeve sudara mozemo aproksimirati i klasificirati kao savrseno elasti¢ne.

Sudare u idealnim plinovima i sudare atoma smatramo savrSeno elasticnima, dok

recimo, sudare bilijarskih kugla moZemo aproksimirati kao gotovo savrSeno elasti¢ne.

Veleuciliste u Karloveu — Strojarski odjel 8
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Elasti¢ne sudare mozemo podijeliti na tri tipa:

e Jedno-dimenzijski Newton-ov sudar (eng. one-dimensional Newtonian)
e Jedno-dimenzijski relativisticki sudar (eng. one-dimensional relativistic)

e Dvo-dimenzijski sudar

2.1.1. Jedno-dimenzijski Newton-ov sudar

Neka su m; i mp mase tijela, uy i up brzine tijela prije sudara, a vy i v, brzine tijela
nakon sudara.
Prema zakonu o ocCuvanju linearnog momenta, ukupni moment prije sudara je jednak

ukupnom momentu poslije sudara:

mlu—1)+m2u—2)=mlv_)1+mzv—2) (1)

Takoder, prema zakonu o ocuvanju energije slijedi:

mlu% mzu% mlv% sz%

= )
2 2 2 2
Simultanim rjeSavanjem slijedi:
ul(ml-m2)+2m2u2
V1= (3)
m1+m2
u; (my-mq)+2myu
Vy= 2(my-my) 11 )

my +rn2

Pomocu jednadzbi (1) 1 (2) mozemo rijesiti bilo koji slucaj elasticnog sudara.

Kao naj¢es¢i i najjednostavniji slucaj elasti¢nog sudara, opisati ¢u sudar dvije kugle,
istih masa m;=m,=m.
Kugla mase m; brzinom u; direktno udara kuglu mase m,, koja je u stanju mirovanja, odnosno

u2=0. Uvrstavanjem u jednadzbu (2) slijedi:

1 1 (5)
> mu%= > m(v%+v§)
u%zv% +V§ (6)

Primjenom iste supstitucije na jednadzbu (1) slijedi:
mu;=m(v;+vy) (7)

u=(v;+v,) (8)

Veleuciliste u Karloveu — Strojarski odjel 9
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Ukoliko kvadriramo jednadzbu (8), slijedi:

W=vi+2v v, +v3 ©)

Oduzimanjem jednadzbe (6) od jednadzbe (9) slijedi:

2V1V2=O (10)

m; mp

Slika 1.  Elasticni sudar tijela jednakih masa - prije sudara
vi=0 —> Vo=l

Slika 2. Elasticni sudar tijela jednakih masa - poslije sudara

Zakljucuje se da je v;=0 i zbog toga vp=u;. Odnosno, kugla mase m; i kugla mase m,
zamjenjuju brzine: nakon sudara, kugla mase m; staje (v;=0), a kugla mase m; se krece

naprijed brzinom v,=u;.

Brzina centra mase se ne mijenja u sudaru. Neka je t vrijeme prije sudara, a t; vrijeme

poslije sudara. Centar mase je tada zadan jednadzbama (11) i (12):

m; X (t)+myx;,(t)

KO- (1)
_ myx; (t)+myx, ()
R()=m (12)

Veleuciliste u Karloveu — Strojarski odjel 10
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Slijede jednadzbe momenata prije i poslije sudara:

_ m1u1+m2u2 (13)
X 1’1’11+1’1’l2
V.__ mqvy +m2V2 (14)
X mq +m2

Posto je moment sacuvan, slijedi vy=v;.

Prema jednadzbama centra mase, brzine tijela se zbog sudara zamijene: u slucaju tijela
razli¢itih masa, tijelo veée mase se kre¢e sporije prema centru mase, a odbija se tom istom
brzinom, dok se tijelo manje mase kreCe brze prema centru, a odbija se takoder istom

brzinom.
—S v

Slika 3. Elasticni sudar tijela razIicitih masa - prije sudara

1/3v €—
— > 5/3v
2m
@

Slika 4.  Elasticni sudar tijela razlicitih masa - poslije sudara

Takoder, iz jednadzbi (3) i (4) se vidi da u slucaju velike vrijednosti brzine uj, vrijednosti
brzine v, su male, ako su tijela priblizno istih masa. Odnosno, sudar s tijelom male mase
znacajno ne mijenja brzinu, dok sudar s tijelom velike mase uzrokuje odbijanje tijela ve¢om

brzinom.

Veleuciliste u Karloveu — Strojarski odjel 11
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2.1.2. Dvo-dimenzijski sudar

Za slucaj sudara tijela u dvije dimenzije, ukupna brzina svakog tijela mora se razluciti
na dvije, medusobno okomite komponente: brzinu u smjeru normale, odnosno linije sudara, te
brzinu u smjeru tangente na normalu, koja se u sudaru ne mijenja. Brzine u smjeru normale
tada se mogu koristiti u jednadzbama jedno-dimenzijskog sudara, a ukupne brzine ¢e tada

ovisiti o vrsti sudara i mogu se izracunati iz tih novih komponenti.

AJ'L&(-)

b

o
<

Slika 5.  Elasticni sudar tijela u dvije dimenzije

U COM okviru (eng. center-of-momentum frame) u bilo kojem trenutku iznosi brzine
tijela su obrnuto proporcionalne masi tijela, a smjerovi su im suprotni. Iznosi brzina se u
elasticnim sudarima ne mijenjaju, dok smjerovi brzina mogu ovisiti o obliku tijela i tocki

sudara.
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Ako se pretpostavi da je drugo tijelo u stanju mirovanja, kutovi odbijanja tijela, 3; i 9o,

su povezani sa ukupnim kutom odbijanja 0 sistema COM prema jednadzbi (15):

tan 9. = m, sin 0 15

an 1_m1+m2 cos 0 (15)
-0

Qo=— 16

== (16)
Iznosi brzina tijela nakon sudara tada su:
m3+m3%+2m;m, cos 6 an
Vi=Vy
m1+m2
' Zml . 0

V,=V; ———sin— (18)

Ako su oba tijela u gibanju, komponente x i y brzine prvog tijela su zadane
jednadzbama (21) i (22), gdje su v; i v, skalarne veli¢ine prvotnih brzina tijela, m; i m, mase

tijela, ©1 1 O, kutovi njihovim putanja, a ¢ kut kontakta. Slijedi:

V1x=V1 COS 61 (19)
Viy=V1 sin 91 (20)
' V1 cos(61-<p)(m1-m2)+2mzvz cos(ez-tp) . T
Vig= py—— cos(@) +vq sm(el-(p) cos ((p+ E) (21)
' \21 cos(61-q))(m1-m2)+2m2v2 cos(ez-tp) . . . b1
Viy= p— sin(@) +v; 51n(91-cp) sin ((p+ 5) (22)

Brzinu drugog tijela dobivamo na isti nacin.

Jednadzbe (21) i (22) su dobivene iz Cinjenice da se interakcija dva tijela moze
izraCunati uz pomo¢ kuta kontakta, ¢.
Zaklju¢no, brzine tijela se mogu izracunati u jednoj dimenziji rotirajuci X i y 0si tako da budu
paralelne sa kutom kontakta, a onda ponovno rotirane u prvotnu orijentaciju da bi se dobile

stvarne komponente brzina. [4]
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2.2. Neelasti¢ni (plasti¢ni) sudari

Neelasticni sudari su oni sudari u kojima je samo moment o¢uvan, dok se kineticka
energija pretvara u druge oblike zbog unutarnjem trenja. U makroskopskim tijelima, kineticka
energija se pretvara u potencijalnu, zvuénu ili toplinsku energiju, $to dovodi do deformacije

tijela.

Neelasti¢ne sudare mozemo podijeliti na dva tipa:
e Potpuno neelasti¢ni sudari

e Djelomicno neelasti¢ni sudari

2.2.1. Potpuno neelasticni sudari

U potpuno neelasticnom sudaru, gdje je koeficijent restitucije jednak nuli, tijela nakon
sudara ostaju slijepljena jedno za drugo, Sto dovodi do potpunog gubitka kineti¢ke energije.

Medutim, potrebno je o¢uvanje momenta.

Neka je m, masa prvog tijela, my masa drugog tijela, u, i u, brzine tijela prije sudara, a
Va 1 Vp brzine tijela poslije sudara. Ako je sustav u idealnim okolnostima, odnosno trenja
izmedu tijela 1 podloge, prema zakonu o ofuvanju momenta slijedi da je moment sustava

ocuvan:

m,u,+myu,=(m,+my)v (23)

Slijedi da je ukupna brzina v zadana jednadzbom (24):

m,u,+myu
v= ala bY"Db (24)
m,+my,

Na primjer, ako su tijela jednakih masa, m,= my=m, a prvo tijelo se giba brzinom

Us=v, dok je drugo tijelo u stanju mirovanja, u,=0, slijedi da je ukupna brzina sustava

u, ; _
V= /2—"/2.

Veleuciliste u Karloveu — Strojarski odjel 14
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— >V

() (&)

Slika 6.  Neelasticni sudar tijela jednakih masa - prije sudara

S v/2

o0

Slika 7.  Neelasticni sudar tijela jednakih masa - poslije sudara

2.2.2. Djelomicno neelastic¢ni sudari

Djelomi¢no neelasti¢ni sudari su u praksi najces¢i. Tijela se u ovakvim tipovima
sudara ne sljepljuju, ali je neka koli¢ina kineticke energije ipak izgubljena. Kineticka energija

se tada najc¢esce pretvara u trenja, zvuk ili toplinu. [5]
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3. KOEFICIJENT RESTITUCIJE

Restitucija, lat., (eng. restitution) oznacuje uspostavu prijasnjem stanja.

Koeficijent restitucije k je mjera 'restitucije' sudara izmedu dva tijela, odnosno koeficijent
restitucije pokazuje omjer izmedu kineticke energije koja ostaje tijelima da se odvoje jedno

od drugoga i kineti¢ke energije koja je izgubljena, to jest, pretvorena u drugi oblik.
Definira se i kao omjer relativne brzine poslije i prije sudara, uz liniju sudara:

relativna brzina poslije sudara

= 25
relativna brzina prije sudara (25
Jednadzbu (25) mozemo predociti i na sljedeé¢i naéin:
Brzina udaljavanja nakon sudara=k*brzina pribliZavanja prije sudara (26)

3.1.  Opseg velicina koeficijenta restitucije k

Koeficijent restitucije je pozitivan realni broj izmedu 0 1 1.0. Postoji pet slucajeva:

e k=0, za savrSeno neelasti¢ni sudar. Tijela nakon udara ostaju slijepljena,
kineticka energija se pretvara u druge oblike.

e 0 < k <1, zarealan neelasti¢ni sudar. Dio kineticke energije se rasprsuje.

e k=1, za savrSeno elasti¢ni sudar. Kineti¢ka energija je sacuvana, relativne

brzine udaljavanja i priblizavanja tijela su iste.

e k<0, za sudar u kojem brzina udaljavanja tijela ima isti smjer kao brzina
zatvaranja (eng. closing speed), odnosno da su tijela prosla jedno kroz drugo bez

velikog kontakta (na primjer, metak koji prolazi kroz metu).

e k>1, za sudar u kojem je energija oslobodena (na primjer, kugle od

nitroceluloze koje eksplodiraju pri sudaru).
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Koeficijent restitucije je svojstvo para tijela. Ako se jedno tijelo sudari sa nekoliko razli¢itih

tijela, svako od njih ima svoj koeficijent restitucije. [6]

U slucaju jedno-dimenzijskog sudara dva tijela, koeficijent restitucije je zadan

jednadzbom (27), gdje su uy i u, brzine tijela prije sudara, a v1 i v, brzine poslije sudara:

Va-Vq
k=

(27)

Ui-up;

Ako zanemarimo sile trenja i ako tijelo u stanju mirovanja ispustimo na horizontalnu
povrsinu, tijelo ¢e odbijati/odskakivati, kineticka energija ¢e biti priblizno nula, dok ¢e
koeficijent restitucije tada ovisiti 0 omjeru potencijalnih gravitacijskih energija tijela nakon

prvog odbijanja i na pocetnoj Vvisini:

k=\/Pg(visina1 odbijanja) =\/mgh — E (28)

Pg(pocetna visina) mgH ~|H

Jednadzbe sudara dva elasticna tijela mogu se izmijeniti pomocu Kkoeficijenta

restitucije, te kao takve se mogu Koristiti i za neelasti¢ne sudare. Brzine nakon sudara tada su:

_ m1u1+m2u2 +m2k(u2-u1)

= 29
Vi m1+m2 ( )
Vo m1u1+m2u2+m1k(u1-u2) (30)

2 m1+m2
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4. OBRADA REZULTATA MJERENJA

4.1. Pogreske pri mjerenju

Zadatak nekog fizikalnog mjerenja jest utvrditi brojcanu vrijednost neke fizikalne
veli¢ine. Zbog nesavrSenosti mjernih instrumenata i ljudskih osjetila nijedno mjerenje nije
apsolutno to¢no, te se stoga svakoj izmjerenoj veli¢ini pridaje pogreska. Ako se pretpostavi da
postoji neka prava vrijednost X odredene fizikalne veliCine, tada rezultat pojedinog mjerenja
X, odstupa od prave vrijednost X, a odstupanje 4X naziva se pravom pogreskom tog mjerenja,

I zadano je jednadzbom (31):

AX=x-X (31)
Cilj uzastopnih mjerenja i racuna pogreSaka je Sto preciznije i pouzdanije odrediti pravu

vrijednost fizikalne veli¢ine.

Postoje tri vrste pogreSaka:

e Sistematske pogreske, koje nastaju zbog neispravnih mjernih instrumenata,
izbora pogresne metode mjerenja ili njenog pogresnog izvodenja, i sl.

e Grube pogreske, koje nastaju ljudskim propustima u toku mjerenja, naglim
poremecajem u okolini ili u mjernom uredaju.

e Slucajne pogreske, koje donosi samo mjerenje. U vezi su s neizbjeznom
nesavrSenosti opazaca i uredaja, mogu se smanjivati, ali se ne daju potpuno

izbjeci.

4.2.  Analiza rezultata mjerenja

Analiza rezultata mjerenja odnosi se na analizu sluc¢ajnih pogresaka pri mjerenju, dok
se smatra da su grube i sistematske pogreske pri mjerenju otklonjene prije analize. Analiza i

proracun slucajnih pogresaka pri mjerenju radi se prema zakonima vjerojatnosti i statistike.

4.2.1. Statisticka analiza mjerenja

Analiza 1 proracun slucajnih pogreSaka pri mjerenju neke fizikalne veli¢ine prema

statistickim zakonima ima svoju punu vrijednost kod velikog broja mjerenja. Medutim, zbog
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vremenskog ogranic¢enja pri izvodenju mjerenja u laboratoriju predvideno je da se obavlja niz

od 5 do 10 istovrsnih mjerenja neke fizikalne veli¢ine.

e Slucajne pogreske neposredno mjerenih fizikalnih velic¢ina:
Pri izvodenju niza istovrsnih mjerenja neke fizikalne veli¢ine, zbog neizbjeznih
(slucajnih) pogresaka pri mjerenju, dobiva se niz od n razliitih Xj, Xz, X3,..., X, mjerenih
vrijednosti za tu fizikalnu veli¢inu. Mjerene vrijednosti fizikalnih veli¢ina uvijek je potrebno

prikazati tabli¢no (Tablica 1.).

U tablice mjerene vrijednosti fizikalnih veli¢ina i odgovaraju¢e mjerne jedinice upisuju se u

stupac oznacen s X; .

Tablica 1. Statisticka analiza slucajnih pogresaka pri mjerenju

n X; x=(x) | x—x; ||x—x;]| 4% A%max | TorTmax | (X — %)% | My, M,y

Mj. jed.

1.

2.

n.

n
=1

Proracun pogreSaka pri mjerenju u okviru statisticke analize rezultata mjerenja moze

se podijeliti u nekoliko koraka:

1. korak: Izra¢unavanje aritmeticke sredine ili srednje vrijednosti niza mjerenja

Aritmeticka srednja vrijednost niza mjerenja X raCuna se prema jednadzbi (32) i

predstavlja najvjerojatniji iskaz nepoznate prave vrijednosti fizikalne veli¢ine Xp:
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X1+t X, Xiti Xy

n n

(32)

X=(x)=

2. korak: Izracunavanje apsolutne pogreSke niza mjerenja
Odstupanja pojedinog mjerenja od aritmetiCke sredine iznose X — x;, X — X5, ..., X — X,
i zapisana su u Tablica 1. (stupac x — x;). Za svako i-to mjerenje odreduje se odstupanje od

aritmetiCke srednje vrijednosti prema jednadzbi (33):

Ax=X-X; (33)
Pri ¢emu vrijedi da je Y7-; Ax; = 0, §to sluZi za kontrolu vrijednosti aritmeticke srednje
vrijednosti X. Apsolutna vrijednost odstupanja i-tog mjerenja od aritmeti¢ke sredine |X — x;|
naziva se apsolutnom pogreskom |4x;| i upisana je za svako mjerenje u Tablica 1. (stupac
| — x;1).
Apsolutna pogreska niza mjerenja je zadana jednadzbom (34):

_ ic1|Ax;

n

Ax (34)

Apsolutna vrijednost najveéeg odstupanja od aritmeticke srednje vrijednosti naziva se
maksimalnom apsolutnom pogreSkom:
AXpax= |)_('Xmax | (35)
Rezultat mjerenja izrazen pomocu apsolutne pogreske je zadan jednadzbama (36) i (37):
X= ()_(iAX)broj mjerenja (36)

X= ()_(iAXmax)broj mjerenja (37)

3. korak: Izracun relativne pogreske mjerenja

Relativna pogreSska niza mjerenja najceSCe se izrazava postotkom i zadana je

jednadzbom (38):

Ax
re=—"100% (38)

Maksimalna relativna pogreska je omjer izmedu maksimalne apsolutne pogreske i srednje

vrijednosti svih mjerenja:
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Ax
Iy = ;‘ 100% (39)
Rezultat mjerenja izrazen pomocu relativne pogreSke zadan je jednadzbama (40) i (41):
X= (Xirx)broj mjerenja (40)

X= ()_(irmax)broj mjerenja (41)

4. korak: Izracun srednje kvadratne pogreSke pojedinog mjerenja (standardna
devijacija)
Srednja pogreska pojedinog mjerenja je mjera odstupanja pojedinih vrijednosti x; od

srednje vrijednosti x. Standardna devijacija pojedinog mjerenja za dovoljan broj mjerenja

poprima stalnu vrijednost, a rauna se prema jednadzbi (42):

e Ll’_‘)z (42)
/ -

5. korak: Izracun standardne pogreske (standardne devijacije aritmeti¢ke sredine)
Izvedbom veceg broja mjerenja moze se ocekivati da ¢e mjerena fizikalna veliina biti
pouzdanije odredena. Mjera nepouzdanosti rezultata mjerenja je srednja kvadratna pogreska

aritmeticke sredine (standardna pogreska), a zadana je jednadzbom (43):

_ in:1(Xi‘)_()2
M\ = , n(n-1) (43)

koja je za faktor \/iz manja od standardne devijacije pojedinog mjerenja (nepreciznosti

uredaja):
My=— 44
"= (44)
Vjerojatnost da se prava vrijednost fizikalne veli¢ine X? nalazi u intervalu unutar jedne
standardne devijacije (x — M,, < X? < x + M,;) iznosi 68.3%, a vjerojatnost da se ona nalazi

u intervalu unutar tri standardne devijacije (¥ — 3M,, < X? < X + 3M,,) iznosi 99.9%.
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6. korak: Izrazavanje rezultata mjerenja

Relativna nepouzdanost mjerenja prikazuje se omjerom nepouzdanosti mjerenja My i

aritmetiCke sredine mjerene fizikalne veliine X , a izraZzava se u postotcima prema jednadzbi

(45):

Rezultat mjerenja izrazen pomocu standardne pogreske je zadan jednadzbama (46) i (47):
X= ()_(iMn)broj mjerenja (4'6)

X= ()_(iRM)broj mjerenja (47)

e Slucajne pogreske posredno odredenih fizikalnih veli¢ina (ovisna mjerenja)

U slucaju da je traZena fizi¢ka velic¢ina F, funkcija viSe neposredno izmjerenih veli€ina X;,
F=f(x1,x2,...,Xn), od kojih svaka ima svoju pogresku 4x; (My;) tada je najvjerojatnija vrijednost

veli¢ine F jednaka:

F=f(%1,%2,...%0) (48)

Srednja kvadratna pogreska je:

Mp= Zn: (88—; Mi)z (49)

Rezultat se izrazava u obliku:
F=F+M; (50)
[7]
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5. EKSPERIMENTALNI DIO

Koeficijent restitucije moze se odrediti na nacin da se kuglica mase m ispusti s visine h
da slobodno pada na ravnu nepomic¢nu podlogu beskona¢ne mase. Iz izmjerenog vremena,
koje je potrebno da se kuglica nakon niza odbijanja potpuno umiri, dobiva se izra¢unavanjem
koeficijent restitucije. Potrebno je odrediti izraz koji daje odnos izmedu koeficijenta

restitucije k i vremena T potrebnog da se kuglica umiri, te ga prikazati numericki. [1]

L ~.

hy

Slika 8. Slobodni pad kuglice na ravnu podlogu

5.1. Odredivanje potrebnih izraza
Kod prvog udara kuglice o podlogu, brzina prije udara iznosi:

v=,/2gh (51)

Posto je sudar ravan (kut sudara je jednak 90°), koeficijent restitucije je k:TC/, tako da je

brzina nakon prvog sudara kuglice i podloge jednaka:

c=kv (52)
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c oy ey, pe e 2 .
Zbog te brzine Cestica ¢e dosedi visinu h;=¢"/ 20 pa je:

c=4/2gh; (53)
Koeficijent restitucije prema tome je:
h,
k= |— 54
- (54)
Put h prijede Cestica za vrijeme:
= |20 (55)
8
dok je za h; potrebno vrijeme:
2h
t= |[— (56)
g

Ukupno vrijeme Ty od poc¢etka padanja do kraja prvog odskoka kuglice je:

T0=t+t1=\/?—h +\/£ (57)
g g
Ty= E(lﬂ{) (58)

Vrijeme koje protekne od pocetka drugog padanja s visine h; do umirivanja Cestice nakon

Posto je \/E=k\/71, slijedi:

drugog odskoka na visini h; iznosi:

T1=t1+t2=\/%(1+k)=\/%k(l+k) (59)

Za tre¢i ciklus potrebno vrijeme iznosi:

T2=\/% (1+k)=\/2;h k?(1+k) (60)
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Teorijski, postoji beskonacan broj takvih ciklusa sa sve manjim vremenima. Ukupno vrijeme

do umirivanja kuglice je:

T=T;+T,+T3+..., odnosno T=\/%(1+k)(1+k+k2+...) (61)

Posto je druga zagrada na desnoj strani geometrijski red u kojem 0<k<1. Suma tog reda jest
konacan broj 1/(1-k), tako da je ukupno vrijeme do zaustavljanja kuglice konac¢na veli¢ina s

iznosom:

_1+k [2h (62)

T=——
1-k | g

Iz gornje jednadzbe dobivamo koeficijent restitucije k:

2h
- T'\/% (63)

Zh
T+ [~
g

5.2. Prikaz rezultata eksperimenta

Eksperiment se izvodio u laboratorijskih uvjetima, sa tri kuglice razli¢itih masa, ms, m,

I m3, te mramornom podlogom priblizno beskona¢ne mase. Pocetna visina je zadana na

h=250 mm.

Vrijeme se mjerilo Stopericom, a ocitavanje visine se izvodilo pomocu milimetarske
skale, koja je bila u sklopu prozirne plasti¢ne tube (promjera D=50mm) radi lakseg izvodenja
eksperimenta. Eksperiment se izvodio vizualnom metodom, te su stoga rezultati pribliznih

vrijednosti.

Prikaz rezultata mjerenja je zaokruZen na temelju izraCunatih nepouzdanosti.
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5.2.1.

Prikaz rezultata za kuglicu mase m;

U Tablica 2. prikazani su o€itani rezultati visine h; koju je kuglica mase m; dosegla

nakon prvog odskoka.

Tablica 2. Prikaz visine h; za kuglicu mase m;

— — - - 2
n hi | h=(h)|h—h; |h=h| | AhAhmay | Thtmax | (R—h) mp, My,
M;.
mm mm mm mm mm % - %
jed.
1. 245 -3,3 3,3 10,89
2. 237 4.8 4.8 23,04
3. 246 -4,2 4,2 17,64
4. 245 -3,2 3,2 10,24
5. 245 -3,2 3,2 10,24
6. 239 2,8 2,8 1,245; 7,84 3,371;
241,8 3,01; 4,2
7. 240 1,8 1,8 1,737 3,24 1,066
8. 243 -1,2 1,2 1,44
9. 240 1,8 1,8 3,24
10. 238 3,8 3,8 14,44
10
Z 2418 0 30,1 102,25
i=1

Prema jednadzbi (45) slijedi da je relativna nepouzdanost mjerenja visine h; za kuglicu mase

m; jednaka:
haﬁ-mO%: —-100%=0,5 % (64)
h 241,8 ’
Rezultat mjerenja visine h; za kuglicu mase m;:
h,;=(242+1,1%) mm (65)
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U Tablica 3. prikazani su o¢itani rezultati ukupnog vremena T potrebnog da se kuglica

mase my umiri.

Tablica 3. Prikaz ukupnog vremena T za kuglicu mase m;

n T; T=(T)| T—=T; | IT=T| AT, ATpmax | Tr»Tmax | (T —T))? | my, My
M;j. jed. S S S S S % - %
1. 8 0,1 0,1 0,01
2. 9 1,1 1,1 1,21
3. 8 -0,1 0,1 0,01
4, 7 0,9 0,9 0,81
5. 8 -0,1 0,1 0,01
6. 8 -0,1 0,1 0,54; 6,836; 0,01 0,738;
7. 7 & 0,9 0,9 1,1 13,924 | 081 | 0233
8. 9 1,1 1,1 1,21
9. 8 -0,1 0,1 0,01
10. 7 0,9 0,9 0,81
10
z 79 0 5,4 4,9
i=1

Prema jednadzbi (45) slijedi da je relativna nepouzdanost mjerenja vremena T za kuglicu

mase m; jednaka:

My 0,2
Ry= = 100%=75-100%=2,5 % (66)

Rezultat mjerenja vremena T za kuglicu mase m;:

T=(7,9+0,2%) mm (67)

Prema jednadzbi (63), izravnim uvrStavanjem aritmetickih sredina visine h; i vremena T,

slijedi koeficijent restitucije za kuglicu mase m;:
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_ [2n :
R N
k= T = = =0,94 (68)
= 2-0,2
T+ z 7,9+ 10
Prema jednadzbi (49), nepouzdanost M, je:
n 2 2 2
of Aky 0,94
e ) ) - [(or) 0 @
i=
Relativna nepouzdanost prema jednadzbi (45):
R _M 1000/—0’35 100%=37,0 % (70)
MTUR °T094 0T
Kona¢ni rezultat koeficijenta restitucije za kuglicu mase m;:
k;1=(0,9410,4%) mm (71)
Veleuciliste u Karloveu — Strojarski odjel 28



Ivona Vrbi¢ Zavrsni rad
5.2.2. Prikaz rezultata za kuglicu mase m,

U Tablica 4. prikazani su ocitani rezultati visine h; koju je kuglica mase m, dosegla

nakon prvog odskoka.

Tablica 4. Prikaz visine h; za kuglicu mase m;

n h; h=(h) | h—h; | |h=hl| | 4k, ARy | ThoTimax | (R — hi)z mp, My,
M;j. jed. mm mm mm mm mm % - %
1. 245 -0,5 0,5 0,25
2. 242 2,5 2,5 6,25
3. 247 -2,5 2,5 6,25
4. 248 -3,5 3,5 12,25
5. 245 -0,5 0,5 0,25
6. 243 1,5 1,5 2,2; 0,899: 2,25 2,718;
244.,5
7. 240 4,5 4,5 4,5 1,84 20,25 0,859
8. 245 -0,5 0,5 0,25
9. 248 -3,5 3,5 12,25
10. 242 2,5 2,5 6,25
10
Z 2445 0 22 66,5
i=1

Prema jednadzbi (45) slijedi da je relativna nepouzdanost mjerenja visine h; za kuglicu mase

m, jednaka:
Rh:ﬁ-mocyo: —-100%=0,4 % (72)
h 244,5 '
Rezultat mjerenja visine h; za kuglicu mase m,:
h,;=(245+0,9%) mm (73)
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U Tablica 5. prikazani su ocitani rezultati ukupnog vremena T potrebnog da se kuglica

mase my umiri.

Tablica 5. Prikaz ukupnog vremena T za kuglicu mase m,

n T; T = (T) T - T; |T - Til AT, ATmax | 71 Tmax (T - Ti)z mr, Mp
Mi. jed. S S S S S % - %
1. 8 0,6 0,6 0,36
2. 9 -0,4 0,4 0,16
3. 8 0,6 0,6 0,36
4, 9 -0,4 0,4 0,16
5. 9 -0,4 0,4 0,16
6. 9 -0,4 0,4 5,581; 0,16 0,516;
8,6 0,48; 0,6
7. 8 0,6 0,6 6,977 0,36 0,163
8. 9 -0,4 0,4 0,16
9, 8 0,6 0,6 0,36
10. 9 -0,4 0,4 0,16
10
Z 86 0 4,38 2,4
i=1

Prema jednadzbi (45) slijedi da je relativna nepouzdanost mjerenja vremena T za kuglicu

mase m; jednaka:

My 0,2
Ry= = 100%= 5=-100%=2,3 % (74)

Rezultat mjerenja vremena T za kuglicu mase my:
T=(8,640,2%) mm (75)

Prema jednadzbi (63), izravnim uvrStavanjem aritmetickih sredina visine h; i vremena T,

slijedi koeficijent restitucije za kuglicu mase m;:

= ’Zh ’2'0,25

T- g 8,6- 10
k2= ’Zh B ,2 0,25

T+ E 8,6+ 1'0

=0,95 (76)
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Prema jednadzbi (49), nepouzdanost My, je:
n 2 2 2
of Ak, 0,95
M,,= —M;) = [(—=M;) = ||===0,2) =04 77
k2 Z (SXi ‘) j ( AT T) \/ (0,48 0, ) 0, (77)
1=
Relativna nepouzdanost prema jednadzbi (45):
R =2 1 000h= % .100%=42,2 % (78)
TR, 0,95 ’
Konacni rezultat koeficijenta restitucije za kuglicu mase m,:
k,=(0,95140,4%) mm (79)
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5.2.3.

nakon prvog odskoka.

Prikaz rezultata za kuglicu mase ms

Tablica 6. Prikaz visine h; za kuglicu mase m3

U Tablica 6. prikazani su ocitani rezultati visine h; koju je kuglica mase m3 dosegla

n h; h=(h) | h—h; | |h=hl| | 4k, ARy | ThoTimax | (R — hi)z mp, My,
M;j. jed. mm mm mm mm mm % - %
1. 248 -3,5 3,5 12,25
2. 245 -0,5 0,5 0,25
3. 245 -0,5 0,5 0,25
4. 247 -2,5 2,5 6,25
5. 246 -1,5 1,5 2,25
6. 244 0,5 0,5 1,8; 0,736; 0,25 2,369;
244.,5
7. 243 1,5 1,5 4,5 1,841 2,25 0,749
8. 240 4,5 4,5 20,25
0. 242 2,5 2,5 6,25
10. 245 -0,5 0,5 0,25
10
Z 2445 0 18 50,5
i=1
Prema jednadzbi (45) slijedi da je relativna nepouzdanost mjerenja visine h; za kuglicu mase
m3 jednaka:
Ry,= My 100%=——-100%=0,3 % (80)
h 244,5
Rezultat mjerenja visine h; za kuglicu mase ms:
h;=(244,5+0,8%) mm (81)
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U Tablica 7. prikazani su ocitani rezultati ukupnog vremena T potrebnog da se kuglica

mase ms umiri.

Tablica 7. Prikaz ukupnog vremena T za kuglicu mase m;

n T; T=(T)| T-T;, | |IT-T;| | AT, ATpax | roTmax | (T —T)? | my, My
M;j. jed. S S S S S % - %
1. 16 1,3 1,3 1,69
2. 15 -0,3 0,3 0,09
3. 15 -0,3 0,3 0,09
4. 14 0,7 0,7 0,49
5. 13 1,7 1,7 2,89
6. 14 0,7 0,7 0,76; 5,17; 0,49 0,949;
7. 15 7 -0,3 0,3 1,7 11,565 | 0,09 0,3
8. 14 0,7 0,7 0,49
9. 16 1,3 1,3 1,69
10. 15 -0,3 0,3 0,09
10
Z 147 0 7,6 8,1
=1

Prema jednadzbi (45) slijedi da je relativna nepouzdanost mjerenja vremena T za kuglicu

mase m3 jednaka:

)

14,7

M
Ry= %-100%= -100%=2,1 % (82)

Rezultat mjerenja vremena T za kuglicu mase m:

T=(14,740,3%) mm (83)

Prema jednadzbi (63), izravnim uvrStavanjem aritmetickih sredina visine h; i vremena T,

slijedi koeficijent restitucije za kuglicu mase ms:
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_ [2n :
B,
k3= oF = =0,97 (84)
m 2:0,25
T+ g 14,7+ 10
Prema jednadZbi (49), nepouzdanost M, je:
n 2 2 2
of Ak, 0,97
My, = —M;) = [[-—=M;]) = [[Z==- =0,4 (69)
ks Z (SXi ‘) j (AT T) \/ (0,76 0'3> 0,
l=
Relativna nepouzdanost prema jednadzbi (45):
R,.= Mis 100%= ——-100%=41,2 % (70)
ST 0,97 ’
Kona¢ni rezultat koeficijenta restitucije za kuglicu mase ms:
k3=(0,9710,4%) mm (67)
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6. ZAKLJUCAK

U teoretskom dijelu ovog zavrSnog rada opisani su sudari i vrste sudara bazirane na
koeficijentu restitucije. Prikazani su generalni primjeri sudara tijela za sve vrste sudara, te su
matematicki opisani.

Proveden je eksperiment slobodnog pada kuglice na ravnu podlogu, te je time pokazan
odnos izmedu odbijanja tri kuglice razli¢itih masa. Iz rezultata eksperimenta, vidi se da
vrijeme umirivanja kuglice ovisi 0 njenoj masi, odnosno, $to je kuglica teza, potrebno joj je
viSe vremena da se potpuno umiri.

Iz rezultata koeficijenata restitucije zakljuéuju se da su sva tri sudara realni
neelasti¢ni sudari, sa k<l. Relativna nepouzdanost mjerenja je velika, poSto se mjerenje

provodilo vizualnom metodom.
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PRILOZI

l. CD-R disc
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